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Аннотация – В статье авторы для численного решения задач дифракции электромагнитных волн на бесконечно тонких 
идеально проводящих экранах произвольной формы предлагают применение барицентрического метода. Численное 
решение формируется в проекционной постановке метода Галеркина. Суть барицентрического метода состоит в 
порядке формирования глобальной системы базисных функций для раскрыва экрана при определении аппроксимации 
искомой функции плоскости тока на его поверхности. Базисные функции задаются полиномами типа Бернштейна через 
барицентрические координаты, вводимые для раскрыва экрана при его представлении в виде замкнутой односвязной 
многоугольной области. Рассмотрены особенности алгоритмической реализации барицентрического метода в решении 
задач дифракции на проводящих тонких экранах. Определена оценка скорости сходимости. Представлены сравнительные 
результаты расчетов, выполненные при равнозначных условиях барицентрическим методом и методом RWG.

Ключевые слова – барицентрический метод, зеркальная антенна, дифракция электромагнитной волны, система 
бесконечно тонких идеально проводящих экранов, глобальные базисные функции.

Введение
Численному решению задач дифракции сто-

роннего монохроматического электромагнитного 
поля ,E0  H0  на бесконечно тонком идеально про-
водящем экране \S S S= ∂  в среде с постоянными 
электромагнитными параметрами (ε  – диэлек-
трическая проницаемость, µ  – магнитная про-
ницаемость, удельная проводимость) посвящено 
значительное числи работ [1–5]. Они сводятся к 
определению рассеянного электромагнитного 
поля [6]

( ) ( ) ( ), \ \ \ ,E H C S C S C S+ δ − δ
δ> δ>

∈ ∂ ∂2 3

0 0



 

M M 	 (1)

удовлетворяющего

, , \ ;H i E E i H x S∇× = − β ∇× = β ∈ 3


,
S S

E Eτ τ= 0     ( ) ;
S

E C S∞
τ ∈0     ( ), ;locE H L∈ 2 3



( ), ,E H o r−= 1     :r x= →∞  при Im ;β > 0 	 (2)

( ) ,rH e E o r−× − = 1     ( ) ,rE e H o r−× + = 1

( ), ,E H O r−= 1     r →∞  при Im ,β = 0

где +M  и −M  – внешность и внутренность 
;M  ∈ 3

M  – замкнутая связная ориентиро-
ванная поверхность класса Ñ∞  при ;S ⊂ M  

;re x x=  β =2 ,i − ω µ ε + σω  
2 1  Im ,β ≥ 0  ;β ≠ 0  

{ }: : ,  ;S x x y y Sδ = − < δ ∈  ;δ > 0  индекс τ  обознача-
ет тангенциальную составляющую поля на S.

Как правило [1–5] задача (1), (2) при определении 
E, H через векторный потенциал сводится к инте-
гро-дифференциальному уравнению вида:

,u f= 	 (3)

где ( ) ;u u u= ∇ ∇⋅ +β2    ;
S

f i Eτ= β 0  u  имеет 
смысл плотности тока на S;

( ) ,
i x y

s

eu u y dy
x y

β −

=
π −∫
1

4
     ( ), , .x x x x S= ∈1 2 3

Доказательство существования и единственно-
сти решения (1), (2) в представлении (3) известно из [6].

В последующем уравнение (3) относительно не-
известной u  решается численно

( ) ( )j j
j

u x c x
=

= ψ∑
1




( jc  – коэффициенты разложения) с выбором на-
бора базисных функций ( )j xψ  ( , )j = 1   для S  
в представлении проекционных методов (метод 
Б.Г.  Галеркина и его модификации). Эффектив-
ность реализуемой вычислительной схемы глав-
ным образом определяется рациональностью вы-
бора ( )j xψ  относительно S. Первым возможным 
шагом к формированию наилучшего базиса явля-
ется задание глобальной для S  полной системы 
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базисных функций ( ) ( ) .j x C Sψ ∈  Для задания по-
добной системы в работах [2; 7] предложен бари-
центрический метод (БМ).

Цель настоящей статьи состоит в наглядном 
определении особенностей применения БМ в чис-
ленном решении задачи (3) с уточнением его схо-
димости при априорном и апостериорном иссле-
довании в сравнении с методом RWG [8; 9].

1. Решение задач дифракции 
на проводящих тонких экранах 

барицентрическим методом
Пусть S∂  лежит в плоскости .x =3 0  Основное 

допущение БМ состоит в том, что S∂  представля-
ется замкнутой несамопересекающейся ломаной 
линией, которая ограничивает область Ω  – про-
екция S  на .x =3 0  Для точки { }, ,x x ∈Ω1 2 0  кри-
визна S  характеризуется орт-вектором нормали 

( ) .xν0

Зададим параметризацию

,
N

n
n

S
−

=

∂ = ∂Ω = Γ
1

0


где nΓ = { },  , ,n ne t P t  + ∈  0 1  ne = mod ,n N nP P+ −1  

{ }, , ..., NP P P −0 1 1  – множество неповторяющихся 

вершин Ω  ( ( , )).n n
nP x x= 1 2

Выбор базиса ( )j xψ  в БМ производится на пло-
скости .x =3 0  При этом ( )j xψ  формируются че-
рез барицентрические координаты (БК) .nζ

Определение 1 [10]. Барицентрическими коор-
динатами nζ  назовем набор ( )n N

ζ = ζ


 функций 
( ) ,n x  ζ ∈  0 1  ( ) ,x∈Ω  которые удовлетворяют ус-

ловиям

( ) ,n x∆ζ     ;x∈Ω     ( ) ,n x tζ =

;nx −∈Γ 1     ( ) ,n x tζ = −1     ;nx∈Γ 	 (4)

( ) ,n xζ = 0     { }\ , .n nx −∈∂Ω Γ Γ1
Правило определения БК в постановке (4) разра-

ботано в [10]. Также соотношения для задания nζ  
на основе [10] уточнены в [1].

Определим множество мультииндексов [7]:
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где ;p∈  ;p
N p

p
 + −

=   
 

1
 �  { }.+ = ∪ 0 

Для (4) и представления Ω  зададим дискретное 

множество точек ,j
px ∈  .

Nj n n

n

j P
x

p

−

=
= ∑

1

0





 Обозна-

чим ,p p⊂    притом что ,j
px ∈  если jx ∈Ω  

( )Ω = Ω∪∂Ω  и j jx x ′≠  для ,j j′≠  где , ;pj j′∈  

.p p⊂    Также введем в рассмотрение pp ⊂   

так, что j
px ∈  при ,jx ∉∂Ω  где ;pj∈  .pp ⊂ 

По сути, введение множеств ,p  p  при ис-
ходной ассоциации дискретного множества точек 

j
px ∈



  с элементами pj∈   необходимо для фор-
мирования множеств мультииндексов p  и .p  
Особенности алгоритмического составления p

  

по правилу (4) рассмотрены в [11]. Для формиро-
вания p  производится составление множества 

p  при последовательном добавлении элемен-

тов jx


 из p
  в том случае, если .j

px ∉
   С уче-

том исходно определенного соответствия элемен-
тов множеств p

  и p
  относительно заданного 

p  составляется p  с элементами .j  Множество 
мультииндексов p  формируется при добавле-

нии в p  элементов jx  из ,p  для которых вы-
полняются условия: 

,j
nx P≠  j

n ne x P ∧ − > 
 

0  

при 
j

n nx P e −
≤ − − ≤

10 1 1  

и mod
j

n N nx P e −
+≤ − − ≤

1
10 1 ,1  

где ∧  – внешнее произведение векторов в 2
  [7]. 

С учетом соответствия элементов множеств p  и 

p  относительно заданного p  составляется p  
с элементами  j. Примеры геометрического пред-
ставления изложенных задач приведены на рис. 1.

Учитывая заданные представления, базис ( )j xψ  
для 

( )u x = ( )j j
j

c x
=

ψ∑
1


 

в (3) формируется из двух типов функций ( ) ,h
j

xψ  
( )e

j xψ  ( ), :p pj j∈ ∈ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

;

,

p

p

h h
jj jj

j

e e
j jj j

j

x x a x

x x a x

′′
′∈

′ ′
′∈

′ψ = −ν × ∇ φ

ψ = ν × ∇ φ

∑

∑

0
2

0
2





	 (6)

где
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матрицы

h h h−
=  
  

AÂ C
1

при

( ) ,
p p

h h
jjB ′ ×

=B
 

    ( )
p p

h h
jjC ′ ×

=C
 

для

h
jjB ′ = ( ) ( ) ,jj x x dx′

Ω

φ φ∫     h
jj

C
′
= ( ) ( ) ;jj x x dx′

Ω

− ∇φ ∇φ∫  

e
jja ′  – j′ -е элементы j -го собственного вектора 

матрицы 
e e e−
=  
  

A B C
1

 

при 
e =B ( ) ,

p p

e
jjB ′

× 
 e =C ( )

p p

e
jjC ′

× 
 

для 
e
jjB ′ = ( ) ( ) ,j jx x dx′

Ω

φ φ∫  e
jjC ′ = ( ) ( ) .j jx x dx′

Ω

− ∇φ ∇φ∫  

Здесь и далее предполагается, что нумерация j-х 
( j -х) собственных векторов выполняется в поряд-
ке возрастания соответствующих им собственных 
чисел матриц ( ), .h eA

Поскольку форма S  для заданной системы ба-
зисных функций характеризуется ( ) ,xν0  далее 
для удобства представления будем рассматривать 
функции 

( )h
j

xψ = ( ) ,
p

h
jjj

j

a x′′
′∈

∇ φ∑ 2


( )e
j xψ = ( )

p

e
jj j

j
a x′ ′

′∈

∇ φ∑ 2


для плоского экрана ( ) .SΩ =  Как следует из опре-
деления (6), коэффициенты ,h

jj
a

′
 e

jja ′  формируются 
при решении соответствующих задач Неймана и 
Дирихле для однородного уравнения Гельмгольца

;

;

h h

h

∂Ω

∆ϕ + χϕ =

∂ϕ

=
∂ς

0

0
    

;

,

e e

e
∂Ω

∆ϕ + χϕ =

ϕ =


0

0
	 (7)

где ς  – внешняя единичная нормаль к ∂Ω .
Решение (7) выполняется БМ в проекционной 

постановке метода Галеркина [7] при определении 
приближений

( )h
j

xϕ = ( ) ,
p

h
jjj

j

a x′′
′∈

φ∑


 ( )e
j xϕ = ( ) ,

p

e
jj j

j
a x′ ′

′∈

φ∑


 

советующих собственных функций. Интегральное 
представление в функции невязки при определе-
нии значений ( ),h e

jjC ′  упрощается до ранее заданно-
го с применением первой формулы Грина. 

Подобное правило формирования базисных 
функций позволяет обеспечить выполнение гра-
ничных условий для u  в задаче дифракции (3). 
Вычисление интегралов для определения ( ), ,h e

jjB ′  
( ),h e
jjC ′  выполняется численно при исходном разбие-

нии Ω  на M  треугольных элементов при построе-
нии триангуляции Делоне [12]. Примеры базисных 
функций ( ) ,h

j
xψ  ( )e

j xψ  для вогнутого многоуголь-
ника приведены на рис. 2, 3 соответственно.

Для заданных правил определения базисных 
функций в проекционной постановке Галеркина 
при аппроксимации 

	 	

	 а	 б
Рис. 1. Геометрическое представление задач формирования ,p

  ,p  p  для выпуклого (а) и вогнутого (б) многоугольников
Fig. 1. Geometric representation of the problems of forming ,p

  ,p  p  for convex (a) and concave (b) polygons
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Рис. 2. Примеры базисных функций ( )h
j xψ  для вогнутого многоугольника

Fig. 2. Examples of basis functions ( )h
j xψ  for a concave polygon

Рис. 3. Примеры базисных функций ( )e
j xψ  для вогнутого многоугольника

Fig. 3. Examples of basis functions ( )e
j xψ  for a concave polygon
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( ) ( )
p

h h
j j

j

u x c x
∈

= ψ +∑


 ( )
p

e e
j j

j
c x

∈

ψ∑


 

искомого распределения тока ( )u x  на S  требова-
ние ортогональности невязки 

( )x = ( ) ( )u x f x  −  


к ( ) ,h
j

xψ  ( )e
j xψ  с учетом первой формулы Грина, 

свойств дифференциальных операторов и гранич-
ных условий ( )u x  вблизи S∂  сводят задачу (3) к 
системе линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) относительно неизвестных коэффициен-
тов разложения ,h

j
c  .e

jc  Устранение особенности 
при формировании СЛАУ, которая возникает при 
вычислении двойного интеграла вида

( ) ( ),h e
j

S

xψ∫ ( ) ( ),
i x y

h e
j

S

e y dydx
x y

β −

ψ
−∫

в случае ,x y− → 0  выполняется следующим об-
разом. Интегрирование реализуется численно с 
учетом предшествующего разбиения Ω  на треу-
гольные области. Далее для каждого треугольника 
составляются два массива узловых точек и весо-
вых коэффициентов. Первый массив формируется 
через нули многочлена Лежандра, второй – через 
нули многочлена Чебышева. В случаях, когда тре-
угольники по координате источника x  (треуголь-
ники источника) не совпадают с треугольниками 
по координате точке наблюдения y  (треугольники 
наблюдения), то суммирование по y  выполняется 
через первый массив узловых точек, а по x  – через 
второй. Подобное разделение точек интегрирова-
ния позволяет исключить появление сингулярно-
сти в случаях, когда треугольники источника и на-
блюдения являются смежными. Если треугольник 
источника совпадает с треугольником наблюде-
ния, то для исключения ситуации деления на нуль 
интеграл по dy  преобразуется в локальную отно-
сительно интегрируемой треугольной области по-
лярную систему координат с центром в x  [8].

2. Оценка сходимости
Основу оценки сходимости для БМ составляет 

исследование аппроксимаций

( ) ( )
p

j
p j

j

x f x x
∈

 Ψ = φ 
 ∑



 и

( )
( ),

,p

jj
p

j

x
x f x

x
∈

∂φ
 Ψ =  
  ∂∑1 2

1 2

липшицевой функции ( )f x  и ее первых частных 
производных ( ) ,/f x x∂ ∂ 1 2  внутри произвольного 

многоугольника .x∈Ω  Их результат определяют 
следующие утверждения.

Лемма 1. Если ( )f x  удовлетворяет на 
Ω  условию Липшица с константой ,L0  то 

( ) ( )lim sup pp x
x f x

→∞ ∈Ω
Ψ − < ∞  и справедлива оценка 

( ) ( )sup ,p
x

x f x L C hp−

∈Ω
Ψ − ≤

1 20
1 	 (8)

где C1  – некоторая постоянная, не зависящая от p; 

, ;
, max .n nn n N

h P P
 ∈ − 

= −
1 2

1 2 0 1
0 5

Лемма 2. Если частные производные 
( )
,

f x
x

∂

∂ 1 2
 

непрерывной функции ( )f x  удовлетворяют 
на Ω  условию Липшица с константой ,L0  то 

( ) ( ),

,
lim sup pp x

f x
x

x→∞ ∈Ω

∂
Ψ − < ∞

∂
1 2

1 2
 и справедлива оценка 

( ) ( ) ( ),

,
sup ,p
x

f x
x L C h p p

x
− −

∈Ω

∂  Ψ − ≤ − + ∂  
1 21 2 0 1

1
1 2

1 	 (9)

где C1  – некоторая постоянная, не зависящая от p.
Итоговая оценка сходимости БМ выполняется 

на основе результатов [4; 6; 9] при введении следу-
ющих представлений.

Следуя [6], определим пространства Соболева 
( )sH M  как пополнение ( )Ñ∞ M  по норме ,

s
⋅  по-

ложив :s∀ ∈

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

:  :  ;

:  : supp .

s s
S

s s

H S u u H

H S u H u S

= ∈

= ∈ ⊂

M

M
	 (10)

Также в соответствии с [4; 6] определим гильбер-
тово пространство 

( ) :W W S= = ( ) ( ){ } : uu H S H S− −
∈ ∇ ⋅ ∈

1 2 1 2
 

как пополнение ( )Ñ S∞
0  по норме 

W
⋅  [6]:

.
W

u u u
− −

= + ∇ ⋅
2 2 2

1 2 1 2
	 (11)

Для заданной нормы с учетом (8), (9) итоговая 
апостериорная оценка сходимости БМ в решении 
задач дифракции на проводящих тонких экранах 
будет представлена в следующем виде.

Теорема 1. Пусть 

( ) ( ) ( ),
p p

h h e e
j jj j

jj

u x c x c x
∈∈

= ψ + ψ∑ ∑


 	 (12)

тогда метод Галеркина для уравнения (3) сходится и 
справедлива оценка 

( ) ,
W

u u C C h p p− − − = − + 
 

1 2 1
2 1 1 	 (13)

где ,C1  C2  – не зависящие от p  положительные по-
стоянные.
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Для сравнительной априорной оценки схо-
димости БМ относительно известных решений 
[8;  9] (предполагают аппроксимацию u  базисны-
ми функциями RWG) в САПР Mathcad приведены 
расчеты u  на прямоугольных плоских экранах 
размера λ×λ  и λ× λ3 3  (λ  – длина волны). Воз-
буждение u  осуществлялось плоской электромаг-
нитной волной ( ( , , )).E =0 1 0 0

Для корректности сравнения число базисных 
функций RWG для фиксированного p  задавалось 
равным .p  На рис. 4, 5 приведены результаты 
расчета u  для экранов ,λ×λ  λ× λ3 3  соответ-
ственно.

На рис. 6 представлены результаты сравнитель-
ного расчета u  для экрана ,λ×λ  выполненного 
для p = 6  ( )p = 49  БМ и в САПР Ansoft HFSS 
при построении адаптивной расчетной сетки эк-
вивалентными по числу базисными функциями 
(БФ) нулевого, первого, второго и смешанного по-
рядков.

Заключение

В целом, предложенное правило (6) определе-
ния глобальной для S полной системы базисных 
функций с учетом априорной (12) и апостериор-
ных (рис.  4–6) результатов позволяет существен-
но повысить сходимость численного решения (11) 
задачи (3) дифракции электромагнитной волны 
(1), (2) на бесконечно тонком идеально проводя-
щем экране произвольной формы в сравнении с 
известными сеточными схемами, которые, на-
пример, основываются на методе RWG [8; 9]. При 
этом, сравнивая результат (12) с известным [9], 
справедливо заметить, что выигрыш по точно-
сти существенно растет при соизмеримости вы-
числительных затрат. Как следует из результатов 
(рис. 6), алгоритмы адаптации расчетной сетки по-
зволяют при росте вычисленных затрат несколь-
ко повысить точность, однако она все же остается 
ниже, чем у БМ.

а

б

в
Рис. 4. Результаты расчета u  для экрана :λ×λ  а – барицентрический метод; б – эквивалентная по числу базисных функций 
сетка RWG; в – метод RWG
Fig. 4. Results of calculating u  for a :λ×λ screen: a – barycentric method; b – RWG grid equivalent in the number of basis functions; 
c – RWG method
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а

б

в

Рис. 5. Результаты расчета u  для экрана :λ× λ3 3  а – барицентрический метод; б – эквивалентная по числу базисных функций 
сетка RWG; в – метод RWG
Fig. 5. Results of calculating u  for a :λ× λ3 3  а – barycentric method; б – RWG grid equivalent in the number of basis functions;  
в – RWG method

	 	   	

	 г	 д	 е
Рис. 6. Результаты расчета u  при p = 6  для экрана :λ×λ  а, б – барицентрический метод; в – HFSS БФ нулевого порядка;  
г – HFSS БФ первого порядка; д – HFSS БФ второго порядка; е – HFSS БФ смешанного порядка
Fig. 6. Results of calculating u  at p = 6  for a :λ×λ screen: a, b – barycentric method; c – zero order HFSS BF; d – HFSS BF of the first 
order; e – HFSS BF of the second order; f – HFSS BF of the mixed order
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On the convergence the barycentric method in solving 
diffraction problems on conductive thin screens
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Annotation – In this article, the use of the barycentric method is proposed for the numerical solution of problems of diffraction 
of electromagnetic waves on infinitely thin perfectly conducting screens of arbitrary shape. The numerical solution is formed 
in the projection formulation of the Galerkin method. The essence of the barycentric method is to form a global system of basic 
functions for opening the screen when determining the approximation of the desired function of the current plane on its surface. 
Basis functions are defined by Bernstein-type polynomials in terms of barycentric coordinates that are entered for opening the 
screen when it is represented as a closed simply connected polygonal region. The features of the algorithmic implementation 
of the barycentric method in solving diffraction problems on conducting thin screens are considered. The rate of convergence 
is estimated. Comparative results of calculations performed under equivalent conditions using the barycentric method and the 
RWG method are presented.

Keywords – electromagnetic field diffraction, infinitely thin ideally conducting screen, barycentric method, global basis 
functions, barycentric coordinates, convergence estimation.
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В монографии рассмотрены явления детерминированного хаоса и 
фрактальности в дискретно-нелинейных системах на примере устройств 
импульсной силовой электроники, приведены некоторые основные 
определения современной нелинейной динамики и некоторые матема-
тические методы целочисленных и дробных мер.

Представленные явления стохастической работы могут наблюдаться 
в широком классе систем с переменной структурой, действие которых 
может быть описано системами дифференциальных уравнений с пере-

менными коэффициентами, скачкообразно меняющими свои значения с течением времени в за-
висимости от состояния системы. Объектами исследования явились импульсные стабилизаторы 
напряжения различных типов и структур. Научной новизной является применение как фракталь-
ных, так и мультифрактальных мер детерминированного хаоса к анализу стохастической работы 
импульсных стабилизаторов.

Для специалистов, интересующихся проблемами детерминированного хаоса, численным моделирова-
нием дискретно-нелинейных систем.


