
Физика волновых процессов и радиотехнические системы

2013 г.	 	 Том 16, № 4 

© А.А. Титаренко,  2013

УДК 621.372.8

Спектральный метод и его применение при решении  

задач дифракции в закрытых волноводах

А.А. Титаренко

Нижегородский государственный технический университет им. Р.Е. Алексеева 
603950,  Российская Федерация,  г. Нижний Новгород 

ул. Минина,  24

На основе спектрального  метода предлагается подход к решению внутренних дифракционных задач,  при котором 
поле в области перехода представляется в виде разложения по  базису собственных функций,  обладающих свойством 
полноты. Показаны преимущества данного  метода,  приведены результаты решения дифракционных задач.
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Введение

Дифракция электромагнитных волн на неодно-
родностях в волноводах является ключевой за-
дачей при расчете функциональных узлов СВЧ-,   
КВЧ- и оптического  диапазонов волн. Особое 
значение при этом имеют проблемы решения за-
дач дифракции на переходах сложной формы 
(в том числе плавных) ввиду их широкого  при-
менения в качестве согласующих и возбуждаю-
щих устройств.

Среди методов решения дифракционных за-
дач на неоднородностях в волноводах мож-
но  отметить метод частичных областей (МЧО) 
[1–3],  метод поперечных сечений [4–7] и ряд 
универсальных сеточных методов [8–9]. Недо-
статком МЧО является необходимость проведе-
ния расчета полного  спектра собственных волн 
для каждой из областей разбиения переходно-
го  участка,  которых в случае ступенчатой ап-
проксимации плавных переходов может быть  
достаточно  много  и которые в общем случае мо-
гут описываться самостоятельными краевыми 
задачами. Метод поперечных сечений,  как пра-
вило,  эффективен при медленном изменении 
параметров волновода по  продольной коорди-
нате. Недостатками сеточных методов являются 
их повышенная потребность в вычислительных 
ресурсах и отсутствие физической наглядности.

Предлагается метод решения внутренних за-
дач дифракции на участках волноводов с про-
извольным диэлектрическим заполнением,  ис-
пользующий спектральный метод. 

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу дифракции Н-волн на 
участке планарного  волновода с произвольным 
диэлектрическим заполнением,  соединяющим 
две продольно-регулярные планарные направля-
ющие структуры (рис. 1). 

Электромагнитное поле в левой регулярной 
области представляем суперпозицией падающей 
волны и полного  набора отраженных Н-волн с 
амплитудными коэффициентами ;nΓ  поле в пра-
вой регулярной области – суперпозицией прошед-
ших волн с амплитудными коэффициентами .nT

В области перехода с произвольной функцией 
распределения диэлектрической проницаемости 

( ),x zε  электромагнитное поле должно  удовлет-
ворять уравнениям Максвелла:
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Поле в области перехода будем искать в виде
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где ( )1 / ,j j H′α = π +  Н –  поперечный размер  
планарного  волновода.
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Допустимость представления поля в виде (4) 
показана в [4;  6].

Функции ( ) ,jf z  определяемые на отрезке 
[ ]0, ,z L∈  будем искать в виде
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Подставив (5) в (3),  получим следующую фор-
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которую,  как показано  в [4],  можно  предста-
вить в виде одной суммы:
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где ( ) ( )1 1 1,N J K= + + −  а коэффициенты ,nα  nγ  
и nγ  включают в себя все возможные сочетания 
коэффициентов из (4) и (5) [4;  6].

Подставляя (5) в (3),  получаем следующее 
уравнение:
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Проецируем уравнение (7) на ( ) ( )sin sinq qx zα γ  и 
на ( ) ( )sin cos ,q qx zα γ  в результате чего  получаем 
два матричных уравнения:
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Видно,  что  матрица S из (9) имеет 2N столб-
цов и 2 2N J−  строк,  т. е. не является квадратной. 
Для решения поставленной задачи необходимо  
добавить 2J строк,  которые получим из гранич-
ных условий.

Рис. 1. Произвольный переход между двумя регулярными 
планарными волноводами
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Запишем условия непрерывности тангенци-
альных компонент поля на границах между вы-
деленными областями:
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Здесь ( )0 ,mE  ( )0 ,mH  ( )1 ,mE  ( )1
mH  –  поля ортонормиро-

ванных собственных волн левого  и правого  ре-
гулярных волноводов соответственно;  ( ), 0 ,yE x  

( ),yE x L  –  поле в области перехода на его  гра-
ницах,  представляемые в виде (6).

Подставив (6) в (10),  с учетом равенств 
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nLγ = −  ( ) ( ) 1cos 1 n

nL +γ = −  получаем 
систему функциональных уравнений:
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Для алгебраизации системы (11) спроеци-
руем (11а) на ( )0 ,mH  (11в) на ( )1 ,mH  а (11б) и (11г) 
на ( )sin .jx′α  Отметим,  что  проецировать урав-
нения системы (11б) и (11г) на ( )sin qxα  при 

0...q N=  не имеет смысла,  т. к. среди набора по-
перечных коэффициентов qα  могут встречаться 
одинаковые значения 0( { ,′α = α  0,′α  ..., 0,′α  1,′α  1,′α  ..., 

1,′α  ..., ,J′α  ,J′α  ..., })J′α  и,  например,  проецирова-
ние на ( ) ( )0 0sin sinx x′α = α  и ( ) ( )1 0sin sinx x′α = α  
даст два одинаковых алгебраических уравнения 
и приведет к некорректной задаче. Чтобы избе-
жать этого,  проецировать надо  только  на функ-
ции с отличающимися коэффициентами,  т. е. на 

( )sin ,jx′α  где 0... .j J=
В результате получаем четыре матричных 

уравнения с матрицами различной размерности:
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Нетрудно  видеть: несмотря на то,  что  систе-
ма (12) состоит из четырех матричных уравне-
ний относительно  четырех неизвестных вектор-
столбцов ,Γ  ,a  ,a  ,T  она не может быть решена,  
поскольку в ее состав входят прямоугольные 
матрицы. Отметим также,  что  все интегра-
лы,  определяющие значения элементов матриц 
из (12),  легко  берутся аналитически.

Исключив в (12) неизвестные вектор-столбцы 
,Γ  T,  получим два матричных уравнения отно-

сительно  a,  :a
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Таким образом,  получили систему из трех 
матричных уравнений (8) и (13) относительно  
неизвестных вектор-столбцов a и .a  При этом 
уравнения (8) при N → ∞ обеспечивают выпол-
нение уравнений Максвелла в области плавного  
перехода,  а уравнения (13) –  выполнение гра-
ничных условий при [ ]0; .z L=

СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ ...
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Совместное рассмотрение (8) и (13) представ-
ляет собой,  в сущности,  запись обобщенной ма-
трицы рассеяния переходного  участка волново-
да с граничными условиями на сечениях 0z =  и 
z L=  этого  участка. 

В результате объединения уравнений (8) и (13) 
получаем неоднородное матричное уравнение: 
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Решая неоднородное уравнение (14),  получаем 
амплитудные коэффициенты волн,  возбуждае-
мых на неоднородном участке планарного  вол-
новода.

Отметим ряд вычислительных особенностей 
представленного  алгоритма,  существенно  сни-
жающих временные затраты на проведение ма-
шинного  расчета.

Во-первых,  из анализа интегралов (9) сле-
дует,  что  от значения функции ( ),x zε  зависят 
только  интегралы ( )0 ,W  ( )1 ,W  ( )0 ,W  ( )1W  (осталь-
ные интегралы легко  берутся аналитически),  
причем их можно  переписать в виде
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q n n qF z x z x x dx= ε α α∫ .

Таким образом,  при вычислении четырех инте-
гралов (15) достаточно  лишь один раз рассчи-
тать функцию ( ), ,q nF z  что  обеспечивает высокое 
быстродействие предложенного  алгоритма.

Во-вторых,  все интегралы,  определяющие 
значения элементов матриц из (12),  легко  бе-
рутся аналитически.

Кроме того,  видно,  что  матрицы,  определяе-
мы интегралами (9),  не зависят от частоты,  что  
позволяет вычислить их один раз и подставлять 
затем в (8).

2. Реализация метода на примере 
расчета плавного перехода  

с экспоненциально изменяющимся 
диэлектрическим заполнением

Проведем расчет дифракции Н-волны на 
плавном переходе между планарными волново-
дами с частичным диэлектрическим заполнени-
ем экспоненциального  профиля (параметры рас-
сматриваемой структуры приведены на рис. 2).

При использовании МЧО плавный переход за-
меняется на ступенчатую структуру (рис. 2,  а) с 
произвольным числом областей,  после чего  для 
каждой частичной области находятся собствен-
ные волны. В результате приравнивания танген-
циальных компонент поля на границах раздела 
частичных областей и использования условий 
ортогональности собственных функций попереч-
ных сечений получается расчетный алгоритм. 
Детальное описание алгоритма расчета плавных 
переходов методом их ступенчатой аппроксима-
ции приведено  в [13].
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Т. 16,  № 4		  31

Недостатком МЧО в данном случае является 
необходимость расчета спектров собственных 
волн всех частичных областей (которых может 
быть достаточно  много). При сложном профиле 
распределения диэлектрической проницаемости 
(подобном представленному на рис. 1) эта зада-
ча достаточно  трудно  реализуема. Для предло-
женного  в данной работе спектрального  метода 
никаких ограничений на функцию ( ),x zε  не на-
кладывается,  а распределение поля в области 
перехода определяется автоматически.

Результаты расчета плавного  перехода,  полу-
ченные с помощью МЧО и спектрального  мето-
да,  приведены на рис. 3. 

Из рисунка видно,  что  линии,  полученные 
двумя методами,  практически неразличимы,  
что  подтверждает работоспособность предло-
женного  метода.

Заключение

На основе спектрального  метода предложен 
подход к решению внутренних задач дифрак-
ции,  позволяющий рассчитывать характеристи-

Рис. 2. Расчет дифракции на плавном переходе с помощью МЧО и спектрального  метода: а) результаты МЧО;  б) результаты 
спектрального  метода

Рис. 3. Расчет плавного  перехода с помощью МЧО и спек-
трального  метода

ки передачи произвольных неоднородностей в 
экранированных волноводах. 

Представленный подход может быть распро-
странен на задачи дифракции на неоднородно-
стях в прямоугольных и круглых волноводах с 
произвольным диэлектрическим заполнением,  
для которых известен полный набор  собствен-
ных краевых задач при их (волноводах) одно-
родном заполнении. При расчете дифракции в 
волноводах,  спектр  которых содержит ком-
плексные волны [1;  13],  применение предложен-
ного  метода позволит избавиться от сложной 
процедуры поиска комплексных волн в перехо-
де,  достаточно  будет рассчитать полный спектр  
волн правого  и левого  волноводов.
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Spectral method applying for solving closed  
waveguides diffraction problems

A.A. Titarenko

By the means of  spectral method the universal algorithm of  calculation of  diffraction in closed waveguides with 
arbitrary dielectric filling is presented. The method is based upon presenting of  diffracting structures fields as serial 
expansion of  some basis functions,  having completeness and satisfying boundary conditions of  waveguide’s boundary.

Keywords: spectral method,  Galerkin method,  arbitrary waveguides.
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Изложены основы физической регуляризации некорректных задач 
электродинамики,  связанной с особенностями физических и матема-
тических моделей задач (физические допущения,  некорректные ма-
тематические выкладки,  отсутствие предельного  перехода). Подход,  
по  мнению автора,  обладает большими возможностями,  чем метод 
регуляризации Тихонова А.Н. интегральных уравнений Фредгольма 
первого  рода,  названный в книге методом математической регуляри-
зации. Метод физической регуляризации (МФР) применен к анализу 

волноведущих и излучающих структур,  а также задачам дифракции электромагнитных волн 
на некоторых телах. МФР позволил впервые корректно  осуществить анализ полей в ближних 
зонах некоторых антенн,  устранить несамосогласованное приближение Кирхгофа в задачах 
дифракции,  установить связь поверхностной плотности тока проводимости с напряженностями 
электрического  и магнитного  полей для диполя Герца и т. п.

Для специалистов в области радиотехники и радиофизики СВЧ,  электромагнитной со-
вместимости РТС,  математической теории дифракции и математического моделирования 
электродинамических структур самого широкого назначения. Может быть полезна препо-
давателям вузов,  докторантам,  аспирантам и студентам старших курсов соответствую­
щих специальностей.

А.А. ТИТАРЕНКО


