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Формулируется краевая задача о  несобственных волнах экранированного  волновода на основе присоединенного  
уравнения Гельмгольца. Показывается,  что  такая задача является самосогласованной,  поскольку в ней учитывается 
обратное влияние поля на источник и волновые числа в функциях поля и в функциях источника совпадают.
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В работах [1–4] показано,  что  в экранирован-

ных волноводах с неоднородным заполнением 

наряду с собственными волнами могут существо-

вать присоединенные к источнику несобствен-

ные волны,  описываемые краевыми задачами 

на присоединенном уравнении Гельмгольца,  под 

которым понимается уравнение с правой частью,  

являющейся решением однородной краевой за-

дачи на том же самом уравнении,  но  с нулевой 

правой частью. Такие краевые задачи являются 

самосогласованными,  поскольку в них учитыва-

ется обратное влияние возбуждаемого  поля на 

первичный источник и волновые числа в функ-

циях поля и источника совпадают. Источники 

указанного  вида можно  классифицировать как 

источники типа бегущей волны,  находящейся в 

синхронизме с возбуждаемым ей полем. Постоян-

ная «подпитка» поля распределенным (бегущим) 

источником приводит к его  (поля) линейному 

нарастанию в направлении распространения. 

Возникает эффект,  подобный взаимодействию 

волноводного  поля с полем пространственного  

заряда,  наблюдаемый в лампе бегущей волны. 

Можно  предположить,  что  эффект возбужде-

ния распределенным источником присоединен-

ной волны должен наблюдаться не только  в не-

однородных направляющих структурах.

Рассмотрим круглый экранированный волно-

вод. Сформулируем для него  присоединенную 

краевую задачу. Она состоит из уравнения:
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которое в соответствие с [3;  4] будем называть 
присоединенным уравнением Гельмгольца,  и 
граничных условий:
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соответствующих задачам Дирихле и Нейма-
на. В (1),  (2) ,e m

zΠ  –  продольные компоненты 
электрического  и магнитного  векторов Герца;  

( ),e m
nJ rα  –  функция Бесселя;  а –  радиус вол-

новода;  eα  и mα  –  корни уравнений (2).
Запишем решения вышеуказанных краевых 

задач в виде:
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где ,e mC  и ,e mD  –  произвольные на начальном 
этапе постановки присоединенной краевой зада-
чи амплитудные коэффициенты,  на которые в 
дальнейшем будут наложены условия,  обеспе-
чивающие удовлетворение решения (3) уравне-

нию (1);  ( ), ,e m e mrρ α  –  частные решения неодно-

родного  дифференциального  уравнения:
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В уравнениях (4),  (5) штрих означает диффе-
ренцирование по  радиальной координате r.

Правые части уравнений (5) –  решения кра-
евых задач Дирихле и Неймана на однородном 
дифференциальном уравнении:
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совпадающим с уравнением Бесселя. Уравнение 
(4) в отличие от (6) будем называть присоеди-
ненным уравнением Бесселя. Его  запись в виде 
(5) соответствует задачам Дирихле и Неймана,  
решения которых записаны в виде (3). Значения 

,e mα  в уравнениях (5) находятся из граничных 
условий (2).

Решения уравнений (5) имеют вид:
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где ( )R rα  –  решения уравнения (6),  соответ-
ствующие краевым задачам Дирихле и Неймана;  

( )W rα  –  вронскиан,  записываемый как

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
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r
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;

( )nY rα  –  функция Неймана. В (7) ( ), ,e m e mrρ α  
соответствуют задачам Дирихле и Неймана.

Подставляя (3) в уравнения (1),  получаем:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , ,

22, ,
2

, , ,

1

1

e m e m e m
n n

e m e m
n

e m e m e m
n n

C J r J r
r

n
J r

r

D J r J r
r

 ′′ ′α + α +


  
+ α − α +  

  
 ′′ ′+ α + α +


( ) ( )
22, ,
2

e m e m
n

n
J r

r

  
+ α − α +  

  
	 (8)

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

22, , ,
2

, , , ,

1

.

e m e m e m e m

e m e m e m

e m e m e m e m
n n

r r
r

n
r

r

D J r A J r

 ′′ ′+ ρ α + ρ α +

  

+ α − ρ α −  
  

− α = α

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

22, , ,
2

, , , ,

1

.

e m e m e m e m

e m e m e m

e m e m e m e m
n n

r r
r

n
r

r

D J r A J r

 ′′ ′+ ρ α + ρ α +

  

+ α − ρ α −  
  

− α = α

Из (8) видно,  что  решения (3) с учетом урав-
нений (5),  (6) удовлетворяют присоединенным 
уравнениям Гельмгольца (1),  соответствующим 
краевым задачам Дирихле и Неймана о  возбуж-
дении несобственных (присоединенных к источ-
нику) волн типа Е и Н распределенным источни-
ком в виде бегущей волны при условии:

, , , .e m e m e mD D A− = 	 (9)

В том случае,  когда

, ,e m e mD D= , 	 (10)

решения (3) удовлетворяют обычному (однород-
ному) уравнению Гельмгольца.

Граничные условия (2) приводят к уравнениям:
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для Н-волн.
Поскольку поперечные волновые числа Е-волн 

удовлетворяют уравнению:
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равенство  (11) выполняется тождественно. При 
этом в (7) полагаем:

( ) ( )e
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что  обращает в нуль подынтегральные выраже-
ния при .r a=

Поскольку поперечные волновые числа Н-волн 
удовлетворяют уравнению:
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для выполнения равенства (12) необходимо,  чтобы
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Положив в (7) ( ) ( )m
nR r J rα = α  имеем:
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Выражение (16) приводим к виду:

ВОЛНЫ,  ОПИСЫВАЕМЫЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕЙ ...
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Функция (17) обеспечит,  если значения mα  
находятся из уравнения (14),  выполнение равен-
ства (15) только  при условии
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Таким образом,  граничное условие на экрани-
рующей поверхности в задаче Неймана на при-
соединенном уравнении Гельмгольца требует 
выполнения равенства (18).

Итак,  показано,  что  функции (3) при выпол-
нении условия (9) удовлетворяют присоединен-
ным уравнениям Гельмгольца (1). При выполне-
нии условия (10) они удовлетворяют однородным 
уравнениям Гельмгольца. Для того,  чтобы эти 
функции были решениями краевых задач Ди-
рихле и Неймана необходимо,  чтобы они удов-
летворяли граничным условиям (2) на экраниру-
ющей поверхности. При этом значения eα  и mα  
определяются как корни уравнений (13) и (14).

Рассмотренные задачи фактически являются 
задачами возбуждения волн в экранированном 
волноводе источником типа антенны бегущей 
волны. Волновые числа последней тождествен-

но  совпадают с волновыми числами возбужда-
емых волн,  которые в данном случае являются 
несобственными,  «присоединенными» к источни-
ку волнами,  не существующими без источника. 
Поскольку «присоединенные» волны находятся в 
синхронизме с возбуждающей их бегущей вол-
ной и указанные волны являются энергетически 
связанными,  рассмотренную задачу следует на-
зывать самосогласованной.

Таким образом,  для направляющих структур  
наряду с обычными краевыми задачами о  соб-
ственных волнах могут быть сформулированы 
задачи о  волнах на присоединенном уравнении 
Гельмгольца,  которые имеют линейную зависи-
мость поля от продольной координаты за счет 
распределенного  отбора мощности от волны воз-
буждения. Показано,  что  такая краевая зада-
ча имеет решение в виде (3),  удовлетворяющее 
присоединенному уравнению Гельмгольца и гра-
ничным условиям (2),  выполняющимся для волн 
типа Е. Для волн типа Н в силу несовместимо-
сти уравнений (14) и (18) граничное условие (2) 
не выполняется,  что  говорит о  невозможности 
существования в однородно  заполненном экра-
нированном волноводе волн типа Н,  присоеди-
ненных к источнику.
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Waves described in the adjoint boundary  
value problem Helmholtz equation

A.S. Raevskii, S.B. Raevskii, A.Yu. Sedakov

The boundary value problem about improper waves of  closed waveguide is formulated based on the adjoint of  the 
Helmholtz  equation. Shows that this problem is self-consistent,  because it takes into account the reverse effect of  the 
field on the source and the wave numbers in the function of  the field and in the functions of  the same source.

Keywords: complex  waves,  adjoint boundary value problem,  Helmholtz  adjoint equation,  self-consistent problem.
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