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В работе рассматривается точное решение параболического  волнового  уравнения,  построенное на основе супер-
позиции гауссовских волновых пучков и описывающее локализованное в пространстве и во  времени волновое поле. 
Исследуются некоторые характеристики волнового  процесса и особенности его  распространения. Отмечена возмож-
ность использования сфокусированных волновых пучков и управления их параметрами для получения требуемого  
распределения волнового  поля в пространстве.
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Введение

В работах [1–3] было  предложено  использо-
вать суперпозицию гауссовских волновых пуч-
ков для теоретического  описания физически 
реализуемого  волнового  процесса и изучения 
особенностей его  распространения в простран-
стве,  а также для формирования поля с помо-
щью антенной решетки. Эта идея аналогична 
способу представления любого  волнового  поля,  
сосредоточенного  в конечной области простран-
ства,  в виде суперпозиции плоских волн с тем 
или иным пространственным спектром. При этом 
волна в общем случае будет иметь искривлен-
ный фазовой фронт и неоднородное распределе-
ние амплитуды. 

Преимущества формирования волнового  поля 
в виде суперпозиции гауссовских пучков заклю-
чается в возможности управления параметрами 
пучка (шириной пучка,  начальной кривизной 
волнового  фронта) и угловым спектром,  что  по-
зволяет достигнуть значительной локализации 
поля в пространстве. Если рассматривать зада-
чу распространения радиоволн,  то  этот спектр  
можно  отождествить со  спектром излучаемого  
полезного  сигнала.

В данной работе получено  и рассмотрено  ре-
шение приближенного  параболического  уравне-
ния,  описывающего  волновое образование на ос-
нове суперпозиции гауссовских волновых пуков,  
имеющих поперечное распределение амплитуды 
и конечную кривизну волнового  фронта. При 

распространении такого  волнового  образования 
в пространстве происходит изменение амплиту-
ды и искривление волнового  фронта,  возникает 
фазовая расстройка между отдельными состав-
ляющими поля. Эти особенности волнового  про-
цесса необходимо  учитывать при описании рас-
пространения узких световых пучков,  напри-
мер,  излучения оптических квантовых генера-
торов,  а также при использовании гауссовских 
пучков в системах радиосвязи и беспроводной 
передачи энергии.

1. Решение параболического волнового 
уравнения на основе суперпозиции 

гауссовских пучков
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( )
( )

( ) ( )
( )

( )

0

0

2 2 2
2 2

02 2
0

2
2 2 20

2

, exp arctg

, 1 ,
2

1 ,  ,

w z
z ikz i

w z z

ik z
w z w

R z zw z

z
R z z x y

z

 
ϕ ρ = - + - 

  
 ρ ρ

- - = +     

 
= + ρ = +  

 

	 (1)

которая является решением параболического  
волнового  уравнения 
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и описывает простейший тип гауссовских моно-
хроматических пучков [4;  5],  0w  –  начальная 
ширина пучка,  константа 0z  определяется из 
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граничных условий,  ( )w z  –  радиус светового  
пучка в поперечном направлении,  а ( )R z  –  ра-
диус кривизны волнового  фронта. 

В работах [1;  3] было  показано,  что  высоко-
частотные составляющие гауссовских пучков об-
ладают малой дифракционной расходимостью. 
Также было  предложено  использовать суперпо-
зицию гауссовских пучков (1)

( ) ( )( ) ( ), , , , , ,u z t f z t k A k dk
∞
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ρ = ϕ ρ∫ 	 (3)

где ( )A k  –  частотный спектр  излучаемого  сиг-
нала,  для построения решения волнового  урав-
нения 
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В работе [3] было  показано,  что  суперпозиция 
гауссовских пучков вида (3) обладает большей 
локализацией в пространстве по  сравнению с 
одиночным пучком,  если спектр  ( )A k  сдвинут в 
высокочастотную область.

Рассмотрим,  особенности распространения в 
пространстве волнового  образования (3) с гаус-
совским поперечным профилем (немонохрома-
тический пучок). Для этого  нам необходимо  ис-
кать решение волнового  уравнения (4) в виде (3) 
с учетом соответствующих начальных условий. 

Введем новую переменную ,z ctτ = -  т.  к. ре-
шение рассматривается в системе координат,  
движущейся со  скоростью c вдоль оси z. Из (4) 
с учетом осевой симметрии пучка получаем сле-
дующее уравнение в новых переменных
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Для исследования особенностей распростра-
нения суперпозиции гауссовских пучков,  будем 
искать решение приближенного  параболическо-
го  уравнения,  получаемого  из точного  волново-
го  уравнения (5). Это  приближение получается 
при условии медленного  изменения огибающей 
волнового  образования (3) при его  распростра-
нении (см. [6]). В этом случае можно  пренебречь 
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Запишем решение уравнения (6) в виде раз-
ложения по  плоским волнам 
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где ,( ),S t kρ  –  пространственный спектр.
Подставляя (7) в (6),  получаем уравнение для 
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Решением уравнения (8) является функция 
(см. [7])
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где 0( )I x  – модифицированная функция Бессе-
ля первого  рода,  0 ,( )S kξ  –  пространственный 
спектр  в начальный момент времени 0.t t=  Под-
ставляя (9) в (7) и учитывая,  что  0 0( ) ( )I ix J x=  
[7],  где 0( )J x  –  функция Бесселя,  получаем ре-
шение параболического  волнового  уравнения (6)

( )

( )

( )

2 2

0 

0 0

, ,

   exp

, .

u t

i ik
d dk k ik

ct ct

k
J S k

ct

∞ ∞

-∞

ρ τ =

 = ξ ξ - ρ + ξ - τ × 
 

ρξ × ξ 
 

∫ ∫ 	 (10)

Можно  считать,  что  начальный спектр  0 ,( )S kξ  
описывает распределение поля в начальный мо-
мент времени в плоскости антенной решетки и 
содержит частотные составляющие излучаемого  
сигнала.

Так как решение волнового  уравнения ищет-
ся в виде суперпозиции гауссовских пучков,  то  
возьмем начальный спектр  в соответствии с (1) 
в виде

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 , exp exp 2 ,S k A k w ik Rξ = -ξ ξ  	 (11)

где ( )A k  –  спектр  излучаемого  сигнала ( ).s t  Под-
ставляя (11) в (10) и учитывая,  что  [см. 8;  9]
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Рис. 1. Вид частотного  спектра ( )A k  (а) и сигнала ( )s t  (б) для значений параметров 00,1a k=  (кривая 1),  00,15a k=  (кривая 2),  

00,2a k=  (кривая 3)
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где 1 1 –1 .r ct R=
В качестве спектра ( )A k  для простоты возьмем 

функцию вида 
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где ,k c= ω  а /2ie π  –  множитель,  определяющий 
начальную фазу. Спектр  (13) соответствует сиг-
налу ( ),s t  определяемому преобразованием Фу-
рье [6]:
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Вид спектра ( )A k  и сигнала ( )s t  показан на 
рис. 1,  а, б. 

Производя интегрирование в (12) с учетом 
(13) и подставляя 1 1 –1 ,r ct R=  окончательно  
получаем решение приближенного  волнового  
уравнения (6) с начальными условиями,  опреде-
ленными в (11) и (13).
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2. Особенности распространения 
немонохроматического пучка  

в пространстве

Рассмотрим основные особенности распростра-
нения волнового  образования (15). При сравне-
нии (15) с начальным распределением поля в 
(11),  можно  увидеть,  что  с расстоянием вдоль 
оси z изменяется множитель,  определяющий 
амплитуду в направлении,  перпендикулярном 
оси пучка (он также зависит от параметров ча-
стотного  спектра a и 0).k

Дифракционная расходимость в (16) опреде-
ляется зависимостью ширины пучка от рассто-
яния:
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Используя параметры R,  a,  0k  можно  управ-
лять расходимостью волнового  фронта пучка 
и его  локализацией в пространстве. При этом 
имеют место  конкурирующие эффекты фоку-
сировки волнового  поля и дифракционной рас-
ходимости,  известными для монохроматических 
пучков [5]. В соответствии с формулой (16) при 

0 1k   минимум ( )W ct  достигается при ct R≈  
(точка фокуса). Из (16) получаем,  что  начальная 
ширина пучка равна
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и чтобы она имела физический смысл,  необхо-
димо
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Так как из (13) следует,  что  ширина k∆  спек-
тра ( )F k  пропорциональна параметру a,  то  (18) 
можно  переписать как

>
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2
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R
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w
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Это  означает,  что  для излучения широкопо-
лосного  спектра необходимо  использовать пуч-
ки с большим радиусом начальной кривизны. 

Зависимости ширины пучка ( )W ct  для разных 
значений параметров R,  a,  0k  представлены на 
рис. 2,  а,  б. Видно,  что  при 0 1k   имеются хо-
рошо  выраженные минимумы. Таким образом,  
высокочастотные составляющие легче сфокуси-
ровать,  однако  при дальнейшем распростране-
нии немонохроматический пучок будет и доста-
точно  быстро  расходиться. При увеличении ши-
рины спектра ( )A k  (параметра a) увеличивается 
число  высокочастотных составляющих,  облада-
ющих меньшей дифракционной расходимостью,  
и расходимость немонохроматического  пучка в 
целом становиться более медленной. При отсут-
ствии фокусировки ( )R → ∞  наблюдается наи-
более медленная расходимость,  однако  такой 
пучок нереализуем на практике,  так как он яв-
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Рис. 2. Зависимость ширины пучка ( )W ct  при разных значениях кривизны волнового  фронта 10R =  (кривая 1-1’),  15R =  
(кривая 2-2’),  20R =  (кривая 3-3’),  ширины спектра 30a =  (сплошная кривая),  10a =  (штриховая кривая),  и 0:k  а) 0 100;k =  
б) 0 1000k =

А.М. БОБРЕШОВ,  А.А. ЛЕЩИНСКИЙ,  Г.К. УСКОВ
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ляется квазиплоской волной,  для формирования 
которой потребуется антенна с апертурой бес-
конечно  большого  размера. 

Таким образом,  подтверждается явление ма-
лой дифракционной расходимости высокоча-
стотных составляющих волнового  поля и целе-
сообразность применение сфокусированных не-
монохроматических пучков с конечной кривиз-
ной волнового  фронта.

При этом необходимо  соответствующим обра-
зом подбирать параметры R,  a,  0k  для дости-
жения требуемого  распределения поля в про-
странстве.

На рис. 3 представлена зависимость ( )W ct  при 
фиксированном радиусе кривизны R и разных 
значениях 0;k  при больших 0k  явление фокуси-
ровки поля проявляется достаточно  хорошо,  и 
минимумы более ярко  выражены. 

На достаточно  большом расстоянии вдоль оси 
z,  т. е. при ,ct → ∞  волна (16) переходит в
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т. е. становится эквивалентной излучаемой пло-
ской волне (15),  распространяющейся с затуха-
нием 1 .ct

В формуле (15) также можно  выделить функ-
цию,  описывающую фазовый сдвиг суперпози-
ции волновых пучков
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В (22) второй (линейный по  k) член определя-
ет непосредственно  задержку между отдельны-
ми составляющими на некоторой эквивалентной 
частоте 0k  в соответствии с (1). Остальные чле-
ны являются поправками,  которое фактически 
определяют изменение фазового  фронта и фор-
мы пучка при его  распространении.

На рис. 4 представлена зависимость функции 
ϕ от расстояния вдоль оси z. Как видно  из гра-
фиков,  в окрестности точки ,ct R≈  где ширина 
пучка достигает минимума,  происходит скачок 
фазы,  который тем больше,  чем больше рас-
стояние от оси пучка,  то  есть составляющие 
волнового  поля запаздывают тем сильнее,  чем 
дальше они находятся от оси z. Это  может не-
гативно  сказаться на приеме и обработке полез-

Рис. 3. Зависимость ширины пучка ( )W ct  при разных значениях 0 1k =  (кривая 1),  0 5k =  (кривая 2),  0 10k =  (кривая 3),  

0 100k =  (кривая 4) и кривизне волнового  фронта 5R =
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Рис. 4. Зависимость фазового  сдвига ( )ct∆ϕ  при разных значениях расстояния 0,01ρ =  (кривая 1),  0,05ρ =  (кривая 2),  0,3ρ =  
(кривая 3) от оси пучка и параметрах 0 1000,k =  20,R =  30a =  

Рис. 5. Временные диаграммы импульса для разных расстояний от оси пучка 0,01ρ =  (кривая 1),  0,05ρ =  (кривая 2),  0,3ρ =  
(кривая 3) и параметрах 0 1000,k =  20,R =  30a =
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ного  сигнала. Однако  величина поля достаточно  
быстро  спадает при удалении от оси пучка,  и в 
точке ct R≈  можно  пренебречь составляющими 
с малой амплитудой волны,  так как они будут 
давать незначительный вклад в суммарное вол-
новое поле. 

На рис. 5 изображены временные диаграммы 
импульса ,( ),u tρ τ  для значения 0,τ =  то  есть си-
стеме координат,  движущейся со  скоростью c 
вдоль оси z,  и для разных расстояний от оси 
пучка. На них также видно  отличие запаздыва-
ния для составляющих,  находящихся на разных 
расстояниях относительно  оси пучка.

Заключение

В работе получено  и рассмотрено  частное ре-
шение параболического  волнового  уравнения,  
описывающего  распространяющееся в про-
странстве поле в виде суперпозиции гауссовских 
волновых пучков (немонохроматический пучок). 
Такое волновое образование имеет конечный 
спектр,  а потому физически реализуемо  и мо-
жет применяться для описания распространения 
сверхширокополосных импульсов,  а также для 
их формирования с помощью антенных решеток.

Было  показано,  что  с помощью подбора зна-
чений параметров пучка и спектра сигнала мож-
но  получить значительную локализацию поля 
в пространстве за счет фокусировки волнового  
фронта,  что  приводит к уменьшению ширины 
пучка. Использование широкополосного  спектра 
позволяет добиться меньшей дифракционной 
расходимости. Эти обстоятельства могут быть 
полезны при использовании сигналов на основе 
гауссовских пучков для радиосвязи. Практиче-
ски этот сигнал может быть получен с помощью 
антенной решетки,  элементы которой должны 

возбуждаться независимо  друг от друга. Также 
возможно  усовершенствовать дифракционные 
свойства импульса с помощью неоднородного  
распределения элементов решетки [2].

Достоинства гауссовских пучков позволяют 
использовать их в системах связи,  дистанцион-
ных измерительных приборах,  радиолокации и 
беспроводной направленной передаче энергии на 
расстоянии.

Авторы выражают благодарность и посвя-
щают статью памяти Китаева Юрия Ивано-
вича,  внесшего неоценимый вклад в проведенные 
исследования.
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Propagation properties of waveform based  
on gaussian beams superposition

A.M. Bobreshov, A.A. Leschinskiy, G.K. Uskov

The exact solution of  parabolic wave equation based on localized in space-time superposition of  Gaussian wave 
beams is discovered in the paper. Some special properties of  waveform and its propagation are investigated. A possibility 
of  practical application of  focused wave beams and controlling their parameters for obtaining required waveform was 
considered.

Keywords: gaussian beams,  parabolic wave equation,  wideband pulse.
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