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В настоящей работе нами исследована динамика перепутывания двух идентичных кубитов,  нерезонансным об-
разом взаимодействующих с модой теплового  электромагнитного  поля идеального  резонатора при наличии прямого  
диполь-дипольного  взаимодействия. На основе точного  решения рассматриваемой модели найден параметра пере-
путывания Переса-Хородецких (отрицательность) для кубитов. Проведено  численное моделирование параметра пере-
путывания для различных параметров модели. Показано,  что  взаимодействие атомов с тепловым полем резонатора 
может приводить к их перепутыванию. Установлено,  что  расстройка и диполь-дипольное взаимодействие кубитов 
может быть использовано  для управления и контроля степенью их перепутывания.
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Введение

В настоящее время изучение перепутанных 
состояния является одной из наиболее актуаль-
ных задач квантовой теории в связи с широкими 
возможными применениями таких состояний в 
квантовой информатике,  квантовой телепорта-
ции,  квантовой криптография и квантовом плот-
ном кодировании [1]. В качестве одного  из спосо-
бов генерации атомных перепутанных состояний 
рассматривается взаимодействие кубитов или 
естественных и искусственных атомов (примес-
ных спинов,  сверхпроводящих джозефсонов-
ских колец,  квантовых точек и др.) с квантовы-
ми электромагнитными полями в резонаторах [2]. 
Изучению таких объектов посвящена квантовая 
электродинамика резонаторов [3;  4]. В последнее 
время в квантовой электродинамике резонаторов 
особое внимание уделялось изучении возможно-
сти перепутывания кубитов за счет их взаимо-
действия с тепловым электромагнитным полем. 
Обычно  считается,  что  тепловое состояние поля 
содержит минимальную информацию о  системе 
и может считаться «хаотичным». При этом мно-
гомодовые тепловые поля часто  применяются 
для анализа декогеренции квантовых атомных 
систем. Однако  Ким с соавторами [5] показа-
ли,  что  такое тепловое некоррелированное поле 

может вызвать перепутывание состояний двух 
атомов. Они изучали эволюцию двух идентич-
ных двухуровневых атомов,  резонансно  взаи-
модействующих с одномодовым тепловым полем 
в резонаторе без потерь,  и вычислили параметр  
перепутывания атомов как функцию время. При 
этом было  показано,  что  перепутывание двух 
атомов зависит от их начального  состояния. 
Если один атом изначально  находится в основ-
ном состоянии,  а другой –  в возбужденном со-
стоянии,  то  тепловое поле может привести к за-
метной степени атом-атомного  перепутывания. 
С другой стороны,  если оба атома изначально  
находятся в возбужденных состояниях,  то  в ре-
зонансном приближении перепутывание атомов 
невозможно. Аналогичный эффект имеет место  
и для двухатомных модели Джейнса-Камминг-
са с мнофотонными переходами [6–9]. Недавно  
Патерностро  с соавторами [10] рассмотрели два 
двухуровневых атома,  взаимодействующих с од-
номодовым тепловым полем в неидеальном резо-
наторе. Основным результатом их исследования 
является то,  что  путем правильной модуляции 
расстройки между частотой атомного  перехода 
и поля резонатора атомы могут быть запутаны,  
даже если оба атома были первоначально  при-
готовлены в возбужденных состояниях. При этом 
доминирующую роль в эффекте перепутывания 
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играла утечка фотонов из резонатора. В рабо-
те Занга [11] проведено  непосредственно  обоб-
щение исследования Кима с соавторами [5] на 
случай,  когда частоты перехода в атомах слегка 
отстроены от частоты моды теплового  поля ре-
зонатора и изучено  как такая расстройка вли-
яет на запутывание атомов. При этом показано,  
что  при подходящем выборе расстройки для на-
чального  состояния атомной системы,  в котором 
один атом находится в возбужденном состоянии,  
а другой в основном состоянии,  перепутывание 
атомов может приближаться к максимальному 
значению. Кроме того  показано,  что  значитель-
ное перепутывание атомов может быть достиг-
нуто  даже тогда,  когда оба атома изначально  
находятся в возбужденных состояниях без учета 
диссипативных процессов.

Хорошо  известно,  диполь-дипольное взаимо-
действие систем кубитов является естественным 
механизмом возникновения их перепутывания. 
Наличие диполь-дипольного  взаимодействия,  
в частности,  может привести к значительному 
увеличению степени перепутывания двух ку-
битов,  взаимодействующих с модой теплового  
поля в идеальном резонаторе как посредством 
однофотонных переходов [12],  так и посред-
ством двухфотонных вырожденных [13] и невы-
рожденных переходов [14;  15]. Заметим также,  
что  для искусственных атомов диполь-диполь-
ное взаимодействие может быть значительно  
больше,  чем для обычных атомов и ионов. На-
пример,  для сверхпроводящих джозефсонов-
ских кубитов,  эффективная константа диполь-
дипольного  (индуктивного  взаимодействия) 
сверхпроводящих кубитов может существенно  
превосходить не только  константу кубит-фотон-
ного  взаимодействия,  но  и исходную энергию 
перехода между уровнями самого  кубита [16;  
17]. Поэтому в настоящей работе мы,  обобщая 
результаты работы [11],  исследуем влияние 
прямого  диполь-дипольного  взаимодействия на 
перепутывание двух идентичных кубитов,  взаи-
модействующих нерезонансным образом с модой 
теплового  электромагнитного  поля в идеальном 
резонаторе. 

1. Модель и ее точное решение

Рассмотрим два идентичных кубита A и B 
(атомы,  сверхпроводящие джозефсоновские 
контуры,  спины,  квантовые точки и т.  д.),  ко-
торые нерезонансно  взаимодействуют с общим 
квантовым одномодовым электромагнитным по-

лем в идеальном резонаторе. Учтем также в рас-
сматриваемой модели прямое диполь-дипольное 
взаимодействик кубитов. Тогда в системе отсче-
та,  вращающейся с частотой одномодового  поля 
резонатора гамильтониан системы в приближе-
нии вращающейся волны можно  представить в 
виде 

=

=

( ) ( ).

z z
A B

B

i i A B A B
i A

H

g a a J+ + - + - - +

δσ + δσ +

+ σ + σ + σ σ + σ σ∑

 

 

	 (1)

Здесь z
Aσ  и z

Bσ  –  операторы инверсии для ку-
битов A и B соответственно,  = | |i ii

+σ +〉 〈-  и 
= | |i ii

-σ -〉 〈+  –  операторы переходов между 
возбужденным | i+〉  и основным | i-〉  состояния-
ми в i-ом кубите ( = 1,2),i  a+ и a –  операторы 
рождения и уничтожения фотонов моды поля,  
g –  константа взаимодействия между кубитом и 
полем,  δ –  расстройка между частотой перехо-
да в кубите и частотой моды поля резонатора и 
J –  константа прямого  диполь-дипольного  вза-
имодействия кубитов A и B. 

Предположим,  что  резонаторное поле нахо-
дится в начальный момент времени в одномодо-
вом состоянии с матрицей плотности

(0) = � �,F n
n

p n nρ 〉〈∑ 	 (2)

где весовые коээфициеты 1= / (1 ) .n n
np n n ++  

Здесь n –  среднее число  тепловых фотонов в 
резонаторе 1= (exp[ / ] 1) ,i Bn k T -ω -  где Bk  –  по-
стоянная Больцмана и T –  равновесная темпе-
ратура резонатора,  а кубиты в начальный мо-
мент времени находятся в чистом неперепутан-
ном состоянии 

� (0) = � ,AΨ 〉 + -〉	 (3)

(один кубит находится в возбужденном состоя-
нии,  другой –  в основном) или 

� (0) =� ,AΨ 〉 + +〉	 (4)

(оба кубита находятся в возбужденном состоя-
нии).

Прежде чем исследовать взаимодействие ку-
битов с тепловым полем,  рассмотрим взаимо-
действие этих кубитов с полем резонатора в фо-
ковских состояниях. Обозначим через n ( 0)n ≥  
номер  возбуждения рассматриваемой атом-по-
левой системы. Тогда для значения номера воз-
буждения n эволюция системы происходит в 
гильбертовом пространстве с базисом 

� , , 2 , � , , 1 ,

� , , 1 , � , , .

n n

n n

- - + 〉 + - + 〉

- + + 〉 + + 〉
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В указанном базисе,  собственные значения га-
мильтониана (1) могут быть записаны как 
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где 

11 12

13 14

= 0, = 1,

= 1, = 0,
n n

n n

X X

X X

-

( )

1

2 2

1
=

2 2 1

2 1 2 2 ,

i n

in in in

X
n n

n E E E

- ×
+ +

 × + - α ∆ + α + ∆ - 
 

2 3
2

,
2 1

in
i n i n

E
X X

n

∆ -
= = -

+

4 = 1 ( = 2,3, 4).i nX i

Соответствующие собственные значения имеют 
вид
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Для описания полной динамики системы рас-
сматриваемой модели мы должны учесть также 
базисные состояния 
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Предположим,  что  система в начальный момент 
времени находится в состоянии � , ,n+ + 〉 ( 0),n ≥  
тогда в момент времени t полная волновая есть

11, 21,

31, 41,

� ( ) = � , , 2 � , , 1

� , , 1 � , , .

n n

n n

t Z n Z n

Z n Z n

Ψ 〉 - - + 〉 + + - + 〉 +

+ - + + 〉 + + + 〉
	 (6)

Здесь

1
11, 1 41 11

2
2 42 21

3
3 43 31

4
4 44 41

/
=

/

/

/
,

iE n
n n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

t
Z e Y X

t
e Y X

t
e Y X

t
e Y X

-

-

-

-

ξ +

+ ξ +

+ ξ +

+ ξ









1
11, 1 41 11

2
2 42 21

3
3 43 31

4
4 44 41

/
=

/

/

/
,

iE n
n n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

t
Z e Y X

t
e Y X

t
e Y X

t
e Y X

-

-

-

-

ξ +

+ ξ +

+ ξ +

+ ξ









1
21, 1 41 12

2
2 42 22

3
3 43 32

4
4 44 42

/
=

/

/

/
,

iE n
n n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

t
Z e Y X

t
e Y X

t
e Y X

t
e Y X

-

-

-

-

ξ +

+ ξ +

+ ξ +

+ ξ









1
31, 1 41 13

2
2 42 23

3
3 43 33

4
4 44 43

/
=

/

/

/
,

iE n
n n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

t
Z e Y X

t
e Y X

t
e Y X

t
e Y X

-

-

-

-

ξ +

+ ξ +

+ ξ +

+ ξ









1
41, 1 41 14

2
2 42 24

3
3 43 34

4
4 44 44

/
=

/

/

/
,

iE n
n n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

iE n
n n n

t
Z e Y X

t
e Y X

t
e Y X

t
e Y X

-

-

-

-

ξ +

+ ξ +

+ ξ +

+ ξ









где *= .ijn jn jinY Xξ
Для начального  состояния � , , 1n+ - + 〉 ( 0),n ≥  

зависящая от времени волновая функция при-
нимает вид 
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Если начальное состояние системы � , ,0 ,+ - 〉  за-
висящая от времени волновая функция прини-
мает вид 
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Теперь мы можем вернуться к исследованию 

динамики рассматриваемой системы для тепло-
вого  начального  состояния поля. Используя со-
отношения (2)–(8),  мы можем найти матрицу 
плотности полной системы в произвольный мо-
мент времени. Усредняя матрицу плотности пол-
ной системы по  полевым переменным,  мы мо-
жем найти редуцированную матрицу плотности 
двух кубитов,  и с ее помощь вычислить частич-
но  транспонированную по  переменным одного  
кубита редуцированную матрицу плотности 1 .

T
Aρ  

Для двухкубитной системы,  описываемой ма-
трицей плотности ( ),A tρ  в качестве меры перепу-
тывания кубитов может быть использована от-
рицательность (параметр  Переса-Хородецких),  
которая записывается как 

= 2 i
i

-e - µ∑ , 	 (9)

где i
-µ  –  отрицательные собственные частично  

транспонированой по  переменным одного  кубита 
редуцированную матрицы плотности 1T

Aρ  [18;  19]. 
Для начальных атомных состояний (3) и (4) ча-

стично  транспонированная по  переменным од-
ного  кубита редуцированная матрица плотности 
имеет вид 

*

1

( ) 0 0 ( )

0 ( ) 0 0
( ) = .

0 0 ( ) 0

( ) 0 0 ( )

T
A

U t H t

V t
t

W t

H t R t

 
 
 ρ  
  
 

	 (10)

Для начального  состояния кубитов (3) матрич-
ные элементы (10) есть

2
42,

=0

2 2
22, 1 0 22

=1

2 2
32, 1 0 32

=1

2 2
12, 1 0 12

=1

* *
22, 1 32, 1 0 22 32

=1

( ) = � ( ) � ,

( ) = � ( ) � � ( ) � ,

( ) = � ( ) � � ( ) � ,

( ) = � ( ) � � ( ) � ,

( ) =

( ) ( ) ( ) ( ) ,

n n
n

n n
n

n n
n

n n
n

n n n
n

U t p Z t

V t p Z t p Z t

W t p Z t p Z t

R t p Z t p Z t

H t

p Z t Z t p Z t Z t

∞

∞

-

∞

-

∞

-

∞

- -

+

+

+

= +

∑

∑

∑

∑

∑
а для начального  состояния (4) эти же матрич-
ные элементы имеют вид

2
41,

=0

2
21,

=0

2
31,

=0

2
11,

=0

*
21, 31,

=0

( ) = � ( ) � ,

( ) = � ( ) � ,

( ) = � ( ) � ,

( ) = � ( ) � ,

( ) = ( ) ( ) .

n n
n

n n
n

n n
n

n n
n

n n n
n

U t p Z t

V t p Z t

W t p Z t

R t p Z t

H t p Z t Z t

∞

∞

∞

∞

∞

∑

∑

∑

∑

∑
Матрица (10) имеет всего  одно  собственное 

значение,  которое может принимать отрица-
тельные значения. Тогда для каждого  из рас-
сматриваемых начальных состояний кубитов от-
рицательность принимает вид 

2 2( ) = (� ( ) � � ( ) �) 4 � ( ) �

� ( ) � � ( ) � .

t R t U t H t

R t U t

e - + -

- -
	 (11)

Результаты численного  моделирования времен-
ной зависимости отрицательности (11) для на-
чальных состояний вида (3) и (4),  а также раз-
личных значений параметров рассматриваемой 
модели приведены на рис. 1–4.

2. Обсуждение результатов 

На рис. 1 и 2 представлены временные зави-
симости отрицательности от безразмерного  вре-
мени gt для начального  состояния подсистемы 
кубитов вида (3). Рис. 1,  а показывает временное 
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поведение отрицательности для резонансного  
взаимодействия кубитов и теплового  поля (для 
резонансного  взаимодействия параметр  рас-
тройки 0)∆ =  и различных значений параметра 
эффективного  диполь-дипольного  взаимодей-
ствия .α  Из рисунка хорошо  видно,  что  возрас-
тание параметра диполь-дипольного  взаимодей-
ствия в интервале значений 0 0.1< α <  приводит 
к возрастанию максимальной степени перепуты-
вания кубитов,  которая приближается к своему 
максимально  возможному значению,  равному 
единице. Заметим,  что  такой результат впервые 
был получен в работе Агуиара с соавторами [12]. 
Однако  в области значений 0.1,α >  не рассмо-
тренных в работе [12],  увеличение интенсив-
ности дипольного  взаимодействия,  напротив,  
приводит к уменьшения максимальной степени 
перепутывания. Для модели с нерезонансным 
взаимодействием (параметр  растройки 0)∆ ≠  
зависимость отрицательности от интенсивности 
дипольного  взаимодействия носит совершенно  
иной характер. В рассматриваемом случае мак-
симальная степень перепутывания слабо  зави-

сит от интенсивности диполь-дипольного  взаи-
модействия. Такое взаимодействие сказывается 
лишь на периоде осцилляций отрицательности. 
На рис. 1,  б показано  временное поведение отри-
цательности для различных значений параметра 
расстройки .∆  В отсутствие диполь-дипольного  
взаимодействия увеличение расстройки приво-
дит к увеличени максимальной степени пере-
путывания,  так что  при ∆ → ∞ максимальное 
значение отрицательности max 1.e →  Такое пове-
дение отрицательности качественно  весьма по-
хоже на поведение другого  параметра перепу-
тывания кубитов –  согласованности,  рассчитан-
ной для аналогичных параметров модели в рабо-
те [11]. Указанные результаты можно  интерпре-
тировать следующим образом. В случае,  когда 
расстройка атомов и поля достаточно  велика,  
кубиты обмениваются энергией друг с другом 
посредством виртуальных фотонов,  а не с по-
мощью реальных тепловых фотонов резонатор-
ного  поля. Само  полем в этом случае выступает 
в качестве виртуальной среды,  возбуждаемой в 
процессе взаимодействия кубитов. При наличии 

Рис. 1. Временная зависимость параметра перепутывания ( )te  для начального  состояния вида (3) и параметра расстройки 
0∆ =  (a) и 5∆ =  (б). Эффективная константа диполь-дипольного  взаимодействия: 0α =  (точечная линия),  0,1α =  (штрихо-

вая линия) 1α =  (сплошная линия). Среднее число  фотонов 0,1n =

Рис. 2. Временная зависимость параметра перепутывания ( )te  для начального  состояния вида (3) и параметра расстройки 
1∆ =  (точечная линия),  5∆ =  (штриховая линия) и 5∆ =  (сплошная линия). Эффективная константа диполь-дипольного  

взаимодействия: 0α =  (а) и 1α =  (б). Среднее число  фотонов 0,1n =
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диполь-дипольного  взаимодействия указанная 
выше зависимость максимальной степени пере-
путывания от величины расстройки сохраняет-
ся,  однако  становится более плавной.

На рис. 3 и 4 представлены временные зави-
симости отрицательности от безразмерного  вре-
мени gt для начального  состояния подсистемы 
кубитов вида (4). Как уже отмечалось выше,  для 
кубитов,  приготовленных в возбужденных со-
стояниях,  в случае их резонансного  взаимодей-
ствия с тепловым полем перепутывание не воз-
никает как в отсутствие,  так и в присутствие ди-
поль-дипольного  взаимодействия. В работе [11] 
показано,  что  при наличии расстройки перепу-
тывание кубитов,  приготовленных в состоянии 
вида (4),  становится возможным,  при этом мак-
симальная степень перепутывания достигается 
при определенных величинах расстройки,  опре-
деляемых средним числом тепловых фотонов в 
моде. Как видно  из рис.  3,  включение диполь-
дипольного  взаимодействия для малых значе-
ний параметра расстройки (0 1)< ∆ <  приводит 
к уменьшению степени перепутывания кубитов,  
а для больших значений параметра расстройки 

( 1)∆ ≥  –  к увеличению степени перепутывания. 

Максимальная степень перепутывания кубитов 

для теплового  поля со  средним числом тепло-

вых фотонов 0,1n =  достигается при 1,2∆ =  и 

0,1.α =  На рис. 4 приведено  сравнение времен-

ных зависимостей отрицательностей для моде-

лей с различными значениями среднего  числа 

тепловых фотонов. Из рисунков хорошо  видно,  

что  увеличение интенсивности теплового  поля 

приводит к уменьшению степени перепутывания 

кубитов,  но  характер  зависимости перепутыва-

ния от интенсивности диполь-дипольного  взаи-

модействия сохраняется. 

Заключение

В настоящей работе мы исследовали влияние 

диполь-дипольного  взаимодействия кубитов на 

временное поведение параметра их перепуты-

вания (отрицательности) в рамках двухбитной 

модели Тависа-Каммингса с нерезонансым вза-

имодействием кубитов и моды теплового  поля в 

идеальном резонаторе. Показано,  что  для раз-

личных значений других параметров модели 

Рис. 3. Временная зависимость параметра перепутывания ( )te  для начального  состояния вида (4) и параметра расстройки 
0,5∆ =  (a) и 1∆ =  (б). Эффективная константа диполь-дипольного  взаимодействия: 0α =  (точечная линия),  0,1α =  (штри-

ховая линия) 1α =  (сплошная линия). Среднее число  фотонов 0,1n =

Рис. 4. Временная зависимость параметра перепутывания ( )te  для начального  состояния вида (4) и параметра расстройки 
2.∆ =  Эффективная константа диполь-дипольного  взаимодействия: 0α =  (точечная линия),  0,1α =  (штриховая линия) 1α =  

(сплошная линия). Среднее число  фотонов 0,1n =  (a) и 1n =  (б)
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включение диполь-дипольного  взаимодействия 
может как существенно  увеличивать,  так и 
уменьшать степень перепутывания кубитов в 
ходе эволюции.

Учет расстройки приводит к значительному 
увеличению степени перепутывания кубитов 
для начального  состояния,  в котором один из 
них возбужден,  а второй находится в основном 
состоянии,  и появлению перепутывания для на-
чального  состояния,  в котором оба кубита воз-
буждены. Таким образом,  расстройка частот 
атомов и моды поля и диполь-дипольное взаимо-
действие может быть использованы для эффек-
тивного  контроля и управления степенью пере-
путывания кубитов. В настоящей работе рассмо-
трена модель,  в которой отсутствуют процессы 
диссипации. Рассмотрение более реалистичной 
модели,  учитывающей различные виды дисси-
пации энергии в системе,  на основе микроско-
пических кинетических уравнений в марковском 
и немарковском приближениях,  и оценка на их 
основе времен декогеренции,  будет являться 
предметом нашей следующей работы.
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Influence of dipole-dipole interaction  
and detuning on the entanglement of two qubits  

induced by a thermal field

E.K. Bashkirov, A.M. Vorobiev

In this paper we have investigated the dynamics of  entanglement of  two identical qubits nonresonantly interacting 
with one mode of  a thermal electromagnetic field in lossless resonator in the presence of  a direct dipole-dipole interac-
tion. On the basis of  the exact solution of  the considered model,  the Peres-Horodetskii entanglement parameter (negativ-
ity) for qubits has been found. Numerical simulation of  the negativity for various model parameters has been carried out. 
It has been shown that the interaction of  qubits with the thermal field of  the resonator can lead to their entanglement. 
It ha been established that the detuning and dipole-dipole interaction of  qubits can be used to manipulate and control 
the degree of  their entanglement.

Keywords: qubits,  detuning,  dipole-dipole interaction,  thermal field,  qubit-qubit entanglement,  entanglement con-
trol.
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