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Аннотация – Статья посвящена численным методам решения задачи дифракции электромагнитных волн на 
проводящих телах. Рассмотрены два подхода к решению задачи. Первый основан на использовании тонкопроволочного 
интегрального представления электромагнитного поля (ТП-метод) для сеточной модели поверхности тела. Второй подход 
связан с использованием базисных функций Рао – Уилтона – Глиссона при решении векторного интегрального уравнения, 
сформулированного относительно плотности электрического тока на поверхности тела (RWG-метод). В качестве тестовой 
задачи рассмотрена дифракция плоской линейно поляризованной электромагнитной волны на сфере. Приведены 
результаты расчетов нормированных диаграмм рассеянного поля. Показано, что для результатов, полученных с помощью 
обоих подходов, визуальные отличия практически отсутствуют. При этом следует отметить, что ТП-метод гораздо проще 
в численной реализации, чем RWG-метод.
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Введение

Термин «дифракция» дословно означает «откло-
нение». В электродинамике в «широком» смысле 
слова под дифракцией принято понимать все яв-
ления, связанные с распространением электро-
магнитных полей, создаваемых когерентными ис-
точниками, при наличии препятствий различных 
электрических размеров [1]. Благодаря явлению 
дифракции электромагнитные волны могут попа-
дать в область геометрической тени, огибать пре-
пятствия, стлаться вдоль поверхности, проникать 
через малые отверстия в экранах и т. д.

Интерес к подобным задачам возник доволь-
но давно. Традиционная теория дифракции соз-
давалась на протяжении нескольких столетий 
Х.  Гюйгенсом, О. Френелем, Г. Гельмгольцем, 
Г.Р.  Кирхгофом и другими авторами. Для пони-
мания волновых процессов и расчета дифракци-
онных полей большое значение имеет принцип 
Гюйгенса, согласно которому распространение 
волн обусловлено действием вторичных источни-
ков. Френель уточнил принцип Гюйгенса, приняв 
во внимание интерференцию сферических волн, 
излучаемых вторичными источниками. Дальней-
шее уточнение принципа Гюйгенса – Френеля 
принадлежит Кирхгофу, который дал его строгую 
формулировку, основываясь на уравнении Гельм
гольца. В случае, когда тело, на которое падает 

электромагнитная волна, обладает бесконечно 
большой проводимостью, строгое решение задачи 
дифракции заключается в ее сведении к вектор-
ному интегральному уравнению (ИУ) на поверх-
ности тела. Этот подход часто называют методом 
поверхностных токов. Здесь можно выделить два 
этапа. Первый заключается в вычислении распре-
деления поверхностных токов (внутренняя задача 
электродинамики), а второй – в вычислении поля 
рассеяния, создаваемого поверхностными токами. 
Решение внутренней задачи представляет собой 
достаточно серьезную проблему, в наиболее осно-
вательном случае требующую исследований раз-
решимости ИУ, корректного выбора пространств 
для решений и т. д. [2].

В современных условиях для решения задачи 
дифракции используются системы автоматизиро-
ванного проектирования, такие как CST STUDIO, 
HFSS и FEKO. Они используют разные методы, 
среди которых можно отметить метод момен-
тов  [3]. С помощью метода моментов исходное 
векторное ИУ сводится к СЛАУ относительно не-
известных коэффициентов разложения токовой 
функции в ряд по заранее выбранной системе ба-
зисных функций. В наиболее популярном на се-
годняшний день варианте поверхность тела под-
вергается процедуре триангуляции, позволяющей 
затем использовать в качестве базисных функции 
Рао – Уилтона – Глиссона [4]. Определение коэф-
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фициентов матрицы СЛАУ при этом в общем слу-
чае предполагает вычисление интегралов четвер-
той степени кратности в локальных координатах 
треугольников, что представляет собой довольно 
сложную в вычислительном плане задачу. Особым 
образом производится вычисление диагональных 
элементов матрицы СЛАУ.

Решение задачи дифракции можно существен-
но упростить, применяя тонкопроволочное инте-
гральное представление электромагнитного поля 
(ИП ЭМП) [5]. В этом случае следует использовать 
ранее осуществленную триангуляцию, заменив 
грани треугольников на тонкие проводники мало-
го электрического радиуса. При малых электриче-
ских размерах треугольников сетка проводников 
будет эквивалентна сплошной металлической по-
верхности, вследствие чего можно ожидать хоро-
шей аппроксимации решения исходной задачи 
дифракции. Внутренняя задача в данном случае 
с помощью метода коллокаций также сводится 
к СЛАУ, нахождение элементов матрицы кото-
рой заключается в вычислении довольно простых 
одномерных интегралов. Здесь также следует от-
метить, что сеточные структуры – это отдельный 
класс электродинамических структур, а решение 
для них задач дифракции и излучения имеет очень 
важное теоретическое и прикладное значение. Ра-
нее в [6; 7] было показано, что с помощью тонко-
проволочного ИП ЭМП можно успешно решать 
задачи дифракции на некоторых классах мета-
структур [8; 9].

В настоящей статье в качестве тестовой задачи 
рассмотрена задача дифракции плоской электро-
магнитной волны на сфере. Проведено сравнение 

результатов, полученных с использованием RWG-
базиса и с помощью тонкопроволочного ИП ЭМП. 
Также рассмотрено влияние размеров сетки на ха-
рактеристики рассеяния структуры.

1. Основные расчетные выражения
В наиболее общем виде ЭМП в точке наблюде-

ния ,r  создаваемое идеально проводящим телом 
V, ограниченным поверхностью S  (рис. 1) и нахо-
дящемся в однородной изотропной среде, можно 
описать интегральным представлением следу
ющего вида [1]:

( )m
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Здесь mW  и k  – волновое сопротивление и вол-
новое число среды соответственно; J r( ')  – поверх-
ностная плотность электрического тока на ;S ⊃ r'  
r'  – точка источника; ∇  – оператор набла, приме-
няющийся к точке наблюдения,
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– функция Грина для свободного пространства. 
Решение внутренней задачи подразумевает опре-
деление функции J  при заданном распределении 
сторонних источников электрического поля extE( )  
на S. Сформулировать внутреннюю задачу в общем 
случае можно с помощью граничного условия для 
идеально проводящей поверхности S:

extS∀ ∈ ⋅ +r E E( )' : ( ) = 0,t 	 (3)

здесь t  – вектор касательной к S  в точке .r'
Отметим, что аналитически решить внутрен-

нюю задачу можно только в ряде наиболее про-
стых случаев, поэтому на практике используют 
метод моментов [3], в рамках которого неизвест-
ная токовая функция J r( )  представляется в виде 
конечного ряда:

N

n n
n

a∑J r f r
=1

( ) = ( ). 	 (4)

Здесь nf r( )  – известные векторные базисные 
функции; na  – неизвестные коэффициенты, под-
лежащие определению в процессе решения вну-
тренней задачи.

После подстановки (4) в первое выражение (1), 
скалярного умножения обеих частей на ,mf r( )  
переноса операции дивергенции поля с точки на-
блюдения на точку источника и интегрирования 
по точкам источника получаем формулировку 

Рис. 1. Общая постановка задачи
Fig. 1. General statement of the problem
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внутренней задачи в виде СЛАУ относительно не-
известных коэффициентов :na

N
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Здесь

(
)
ext

m n m nS S

m n

m
m mS

z k

Gd d

W
b d

ik

⋅ -

- ∇ ⋅ ∇ ⋅

- ⋅

∫ ∫

∫

f r f r

f r f r r r

f r E r r

2
,

( )

= ( ) ( ')

[ ( )][ ' ( ')] ' ;

= ( ) ( )

	 (6)

– матричные коэффициенты и коэффициенты 
правой части СЛАУ соответственно, оператор  ∇'   
применяется к точке источника. Как правило,  
в  современных САПР сначала осуществляется 
триангуляция поверхности S, а затем в качестве 
базисных используются функции Рао – Уилто-
на – Глиссона (RWG), носителем которых являет-
ся пара треугольных элементов, имеющих общую 
грань. Следует отметить, что определение элемен-
тов m nz ,  в этом случае представляет собой доволь-
но сложную вычислительную процедуру.

Альтернативный подход к решению задачи диф-
ракции на проводящем теле V  можно реализо-
вать на основе тонкопроволочного ИП ЭМП. Для 
этого необходимо использовать полученную ранее 
триангуляцию исходной поверхности S, при кото-
рой образуется BN  граней. Каждую грань можно 
заменить на тонкий проводник jL  радиуса ,λ  
имеющий соответствующую его обозначению дли-
ну ( ).Bj N= 1  Под действием стороннего поля на 
каждом проводнике возникнет распределение 
полного тока .jI l( )  ЭМП, создаваемое такой струк-
турой можно записать в виде [5]:

BN
F

j jLjj
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=1
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здесь jI l′( )  – распределение полного тока по обра-
зующей ,jL
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– ядра ИП ЭМП, j l′r r' = ( )  – векторное уравнение 
образующей ;jL  ˆ ˆ

j l′l l' = ( ) = jd l dl′ ′r ( ) /  – единичный 
вектор касательной, определенный в точке l′  на 
образующей ;jL

G ikRB G
R R R

∂ +
-

∂ 2
1 1= =

– производная функции Грина по R;

R - +r r 2 2= | ' | 

– расстояние, регуляризированное радиусом про-
водников .

Представим каждый проводник в виде совокуп-
ности D +1  узлов:

D
j j j i DL +r r r( )

,1 ,2 , 1: , , , .

Уравнение сегмента, соединяющего соседние 
узлы с номерами m  и ,m +1  может быть записано 
в следующем виде:

ˆs
i m i m i m i m i ml l l+ ∈ -∆ ∆r r l( ) *
, , , , ,( ) = , [ / 2, / 2].

Здесь i m i m i m++r r r*
, , , 1= ( ) / 2  – центр сегмента; i m∆ , =  

i m i m+= -r r, 1 ,| |  – длина сегмента, ˆi m i m i m+ -l r r, , 1 ,= ( ) /
/ i m∆ ,  – единичный вектор касательной на сегмен-
те. Распределение тока на каждом сегменте при 
∆ λ  можно считать равномерным: .i m i mI l I, ,( ) =  
После сегментации всех jL  можно ввести сквоз-
ной индекс k  для сегментов и переписать (7) в 
виде

.
Ns

F s
k k
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I l dl F E H

∆
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=1
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Применяя граничное условие вида (3) в центре 
каждого сегмента, получаем СЛАУ для вычисле-
ния неизвестных амплитуд токов :kI
Ns

p k k k s
k

z I E p N∑ ,
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= , = 1 , 	 (10)

в которой:
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Корректное и устойчивое решение СЛАУ в рам-
ках метода коллокаций достигается при выполне-
нии условия:

≤ ∆ ≤2 12  	 (12)

для любого сегмента [10]. Вне всякого сомнения, 
решение (11) гораздо проще в численном плане, 
чем решение (6). При этом интересным моментом 
является сравнение результатов, полученных дву-
мя описанными методами.

2. Исследуемые переизлучающие 
структуры

В качестве тестовых структур рассмотрим три 
объекта сферической формы (рис. 2), центр O  ко-
торых совпадает с центром декартовой системы 
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координат. Объекты образованы тонкими метал-
лическими проводниками радиуса jL  .λ  Ра-
диус сферы, описанной вокруг рассматриваемых 
объектов, обозначим как r. Возбуждение струк-
тур будем осуществлять плоской электромагнит-
ной волной (ПЭМВ), распространяющейся вдоль 
оси Ox  и поляризованной в направлении оси Oz, 
имеющей единичную амплитуду и нулевую на-
чальную фазу. Совокупность проводников jL  об-
разует поверхность-сетку с ячейками треугольной 
формы, имеющими незначительные отличия по 

форме от равностороннего треугольника, длину 
грани которого мы обозначим как d. Будем счи-
тать, что каждый проводник можно представить 
в виде D  сегментов s  равной длины ,∆ λ  а 
распределение полного тока на каждом из них 
можно считать равномерным ( ,s I l I∀ : ( ) =  здесь 
l  – продольная координата на s). Таким образом, 
от совокупности проводников мы переходим к 
совокупности сегментов, ЭМП которых описы-
вается выражением (9), а решение внутренней 
задачи – выражением (11).

Рис. 2. Геометрия исследуемых переизлучающих структур
Fig. 2. Geometry of the studied reradiating structures

Таблица. Параметры численного моделирования
Table. Numerical simulation parameters

№ структуры D r∆ /  r/  sN
1 1 0,075 0,01 7680
2 4 0,075 0,01 1920
3 8 0,073 0,01 960

а

б
Рис. 3. Сравнение нормированных ДР в меридианной и азимутальной плоскостях: а – ТП-метод; б – МКЭ; RWG-метод;  
1 – , ;r λ= 0 25  2 – , ;r λ= 0 5  3 – ;r λ= 1  4 – r λ= 2
Fig. 3. Comparison of normalized DR in the meridian and azimuth planes: a – TP method; b – FEM; RWG method; 1 – , ;r λ= 0 25   
2 – , ;r λ= 0 5  3 – ;r λ= 1  4 – r λ= 2
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а

	 	
б

	 	
в

Рис. 4. Нормированные меридианные (слева) и азимутальные (справа) ДН для структур 1–3 (номер кривой соответствует номеру 
структуры): а – , ;r λ= 0 25  б – , ;r λ= 0 5  в – ,r λ= 1 0
Fig. 4. Normalized meridian (left) and azimuthal (right) RPs for structures 1–3 (curve number corresponds to structure number):  
a – , ;r λ= 0 25  b – , ;r λ= 0 5  c – ,r λ= 1 0
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В случае когда ,d λ  рассматриваемая сет-
ка становится подобна сплошной металлической 
поверхности, образованной треугольными эле-
ментами ,kT  на которых можно ввести распреде-
ления плотности эквивалентных поверхностных 
электрических токов ;kJ r( )  ( ).kT∈r  В этом случае 
для представления поверхностных токов можно 
использовать RWG-базис, ЭМП структуры будет 
определяться выражением (1), а решение внутрен-
ней задачи – выражением (6).

Здесь также следует отметить, что в работе 
Дж. Ми [11] представлено строгое решение задачи 
дифракции ПЭМВ на однородной сфере произ-
вольного диаметра и состава, находящейся в одно-
родной среде.

3. Результаты численного 
моделирования

Параметры численного моделирования удобно 
представить в виде таблицы.

На рис. 3 показано сравнение результатов рас-
чета нормированных диаграмм рассеяния в ме-
ридианной ( )ϕ = 0  и азимутальной плоскостях для 
первой структуры при различных соотношениях 

.r λ/  Графики типа a  получены на основе тонко-
проволочного ИП ЭМП (ТП-метод), графики типа 
b  – на основе решения с помощью эквивалент-
ных токов, представленных в RWG-базисе (RWG-
метод). Как видно из представленных рисунков, 
полученные результаты практически не имеют ви-
зуальных отличий. Небольшие отличия можно за-
метить лишь при максимальном отношении r λ/  
для значений θ  и ,ϕ  соответствующих боковым 
лепесткам излучения.

На рис. 4 показано сравнение результатов рас-
чета нормированных ДР в меридинанной и азиму-
тальной плоскостях для структур 1–3, полученных 
при различных соотношениях .r λ/  Представ-
ленные результаты позволяют оценить влияние 
размеров ячейки на характеристики излучения 
структуры. Из рисунка видно, что наибольшие от-
личия наблюдаются в меридианной плоскости в 
направлениях, отличных от направления главно-
го лепестка. При этом при увеличении размеров 
ячейки увеличивается число лепестков бокового 
излучения, а с ростом частоты их распределение 

становится асимметричным, что связано с погреш-
ностями в геометрии рассматриваемых структур.

Заключение
Таким, образом, в статье проведено сравнение 

двух подходов к решению задачи дифракции на 
проводящих телах. Первый подход предполагает 
замену поверхности тела на совокупность провод
ников, образующих треугольную сетку, размер 
ячейки которой гораздо меньше длины падающей 
волны. В данном случае сетка становится эквива-
лентом непрерывной металлической поверхности. 
Решение внутренней задачи сводится к определе-
нию амплитуд полных токов на коротких сегмен-
тах, образующих проводники (ТП-метод).

В рамках второго подхода поверхность заменя-
ется на совокупность треугольных элементов, яв-
ляющихся носителями поверхностной плотности 
электрического тока. Решение внутренней задачи 
сводится к вычислению распределений тока на 
треугольных элементах с использованием базис-
ных RWG-функций (RWG-метод). Данный под-
ход широко используется в основе современных 
САПР.

Результаты расчетов полей рассеяния на первой 
структуре подтвердили адекватность ТП-метода к 
решению задачи дифракции: визуальные отличия 
для приведенных диаграмм рассеяния практиче-
ски отсутствуют. При этом следует отметить, что 
ТП-метод гораздо проще в численной реализации 
как с точки зрения решения внутренней, так и с 
точки зрения решения внешней задачи электро-
динамики. Определение элементов матрицы мо-
ментов в данном случае сводится к вычислению 
однократных интегралов, в то время как в рам-
ках RWG-метода необходимо вычислять интегра-
лы четвертой степени кратности. Число базис-
ных функций в рамках обоих методов является 
соизмеримым.

ТП-метод также можно использовать непосред-
ственно для расчета сеточных структур. Соответ-
ствующие результаты были приведены в статье. 
Показано, что с ростом размеров ячейки сетки 
меняются характеристики поля рассеяния – про-
исходит деформация основного лепестка, появ-
ляются дополнительные лепестки, число которых 
увеличивается с ростом частоты.
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Abstract – The article is devoted to numerical methods for solving the problem of diffraction of electromagnetic waves by 
conducting bodies. Two approaches to solving the problem are considered. The first one is based on the use of the thin-wire 
integral representation of the electromagnetic field (TP-method) for a grid model of the body surface. The second approach 
is associated with the use of the basis functions of Rao–Wilton–Glisson when solving a vector integral equation formulated 
with respect to the electric current density on the body surface (RWG-method). The diffraction of a plane linearly polarized 
electromagnetic wave by a sphere is considered as a test problem. The results of calculations of the normalized diagrams of 
the scattered field are presented. It is shown that there are practically no visual differences for the results obtained using both 
approaches. At the same time, it should be noted that the TP method is much simpler in numerical implementation than the 
RWG method.

Keywords – integral representations of the electromagnetic field; the method of moments; thin-wire approximation; diffraction 
of electromagnetic waves; grid structures.
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