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Аннотация – Представлены результаты численного моделирования процесса синхронизации автоколебаний в 
двухкаскадном кольцевом генераторе ван дер Поля гармоническим сигналом. Исследования проведены в рамках ДВ-
модели динамической системы. Модель разработана на основе принципа соответствия в рамках метода медленно 
меняющихся амплитуд характеристик дискретной системы характеристикам аналогового прототипа. Получены 
укороченные уравнения для комплексных амплитуд колебаний в каскадах генератора. Установлено, что в автономной 
системе наблюдается эффект бистабильности амплитуд. В режиме синхронизации внешним гармоническим сигналом 
решения укороченных уравнений позволили рассчитать амплитудно-частотные и фазочастотные характеристики 
синхронных колебаний. Показано, что в полосе удержания синхронных колебаний наблюдаются переходы между 
бистабильными состояниями. Проанализированы различия частотных характеристик синхронизации классического и 
двухкаскадного осцилляторов ван дер Поля.
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Введение
Модели в форме взаимосвязанных осцилляторов 

(активных и консервативных) находят достаточно 
широкое применение. Причем они используются 
как для исследования реально существующих объ-
ектов [1–3], так и для обнаружения и изучения но-
вых физических эффектов [4–6].

Одним из способов взаимосвязи осцилляторов 
является их кольцевое соединение. При этом в 
кольцевом генераторе (КГ) цепь положительной 
обратной связи, обеспечивающей генерацию, су-
ществует лишь при замыкании кольца активных 
ячеек, каждая из которых обратной связи не со-
держит и не является самогенерирующей. Было 
показано [7], что КГ позволяет получить сигнал 
с повышенной долговременной стабильностью 
частоты по сравнению с автогенератором, реали-
зованным на отдельно взятой ячейке. В статье [8] 
рассмотрен вариант КГ – кольцо из двух резонанс-
ных ячеек (каскадов) с кубически нелинейными 
активными трехполюсниками. Этот вариант КГ 
назван двухкаскадным генератором (осциллято-
ром) ван дер Поля. Исследованы характеристики 
его автономных колебаний. В настоящем сообще-
нии рассматривается режим синхронизации это-
го генератора внешним гармоническим сигналом. 
Исследование проведено в рамках дискретно-вре-
менной (ДВ) модели динамической системы.

1. ДВ-модель генератора

Структурная схема двухкаскадного генератора 
ван дер Поля приведена на рис. 1.

Приняв в качестве математической модели ос-
циллятора ван дер Поля с внешним воздействием 
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получим модель двухкаскадного генератора с 
идентичными ячейками в форме системы диффе-
ренциальных уравнений

( )

( )

( ) ,

.

d y dy
y

Q dtdt
dy

p y E t
Q dt

d y dy dy
y p y

Q dt Q dtdt

ω
+ +ω =

ω
= − +ω

ω ω
+ +ω = −

2
201 1
0 12

2 20 2
2 0

2
2 20 02 2 1
0 2 12

1

1

 (2)

В уравнениях (1) и (2) осциллирующие переменные 

ky  нормированы на характерный масштаб нели-
нейности, ω0  и Q – собственные частоты доброт-
ности резонаторов ячеек, p  – параметр превыше-
ния порога генерации.
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Предполагая в дальнейшем дискретизацию вре-
мени с интервалом ,∆  введем в уравнения (2) без-
размерную временную переменную / :tτ = ∆
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Здесь / dΩ = ω ω0 0  – собственная частота, из-
меряемая в единицах частоты дискретизации 

/ ;dω = p ∆2  / Qν = Ω0  – полоса резонатора.
Переход к дискретному времени в (3) проведем 

методом работы [9]. Для осцилляций [ ] ( )ny n y= τ1 1  
и [ ] ( )ny n y= τ2 2  получим систему нелинейных раз-
ностных уравнений:
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– нелинейности ячеек, exp( )δ = −pν  – параметр 
диссипации резонатора.

Систему уравнений (4) можно рассматривать с 
двух точек зрения. С одной из них, при выполне-

нии условия Ω0 1  – это разностная схема для 
расчета автоколебаний в исследуемом генерато-
ре. С другой, соотношения (4) определяют дис-
кретное отображение двухкаскадного кольцевого 
осциллятора – динамическую систему, функцио-
нирующую в дискретном времени. Такие объекты 
нелинейной динамики на частотах Ω0  порядка 
частоты Найквиста вследствие эффекта подмены 
частот  [10] демонстрируют свойства, не наблюда-
емые в непрерывном времени [11].

2. Укороченные уравнения 
метода ММА

Синхронные автоколебания [12; 13] в области 
удержания представим в форме осцилляций с 
медленно меняющимися комплексными амплиту-
дами [ ]A n1  и [ ]:A n2

, , ,[ ] [ ] [ ] ,n ny n A n Z A n Z∗ −= +1 2 1 2 1 2
1 1
2 2

 (5)

где exp( )Z j= pΩ2  – функция частоты внешнего. 
Метод медленно меняющихся амплитуд (метод 
ММА) широко используется при решении при-
кладных задач теории нелинейных колебаний в 
непрерывном времени [14; 15]. Особенности его 
применения к нелинейным ДВ-системам пред-
ставлены, например, в [11]. В частности, условием 
медленности изменения амплитуд [ ]kA n  явля-
ются приближенные равенства [ ] [ ]k kA n A n− − =1

[ ] [ ].k kA n A n= − − −1 2
В рамках метода ММА для амплитуд автоколе-

баний в ячейках ДВ-осциллятора (4) при внешнем 
гармоническом воздействии с амплитудой E0  и 
частотой Ω  удается получить систему укорочен-
ных уравнений вида
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где введено обозначение ( ) /η = Ω−Ω ν02  для при-
веденной частоты сигнала синхронизации, а также 
использовано высокодобротное приближение для 
параметра диссипации: .δ = − pν1  Отметим, что 
для автономного осциллятора ( ,E =0 0  )Ω = Ω0  
укороченные уравнения (6) совпадают с соответ-
ствующими уравнениями статьи [8]. 

В режиме установившихся колебаний в поло-
се удержания система разностных уравнений (6) 

Рис.  1. Структурная схема двухкаскадного осциллятора 
ван дер Поля
Fig. 1. Block diagram of a two-stage van der Pol oscillator
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сводится к системе нелинейных алгебраических 
уравнений
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Решение системы четырех действительных не-
линейных уравнений (7) – технически непростая 
задача. Значительно проще получить решение 
укороченных уравнений (6) при квазистатическом 
изменении частоты .Ω  Полученные при этом за-
висимости , ( )A Ω1 2  будут близки к статическим ча-
стотным характеристикам. 

3. Результаты моделирования 
автоколебаний

Хорошо известно (см., например, [16]), что тра-
ектория движения автономного осциллятора (1) 
при выполнении условия самовозбуждения p > 1  
выходит на единственный предельный цикл. Ре-
шения укороченных уравнений (6) позволяют 
сделать вывод о том, что для кольцевого осцил-
лятора (2) такое поведение характерно лишь в ин-
тервале значений параметра .p< <1 2  При более 
высоких уровнях возбуждения в каскадах уста-
навливаются автоколебания с различающимися 
амплитудами [8]. Рис. 2 иллюстрирует этот эффект 
бистабильности для , .p = 3 5  Пунктирная линия на 
рисунке отображает динамику амплитуд автоко-
лебаний в каскадах при , .p = 1 99

Большее значение амплитуды автоколебаний 
достигается в каскаде с наибольшим значением 
начального возмущения [ ]iA 0  состояния нулевого 
равновесия. Если параметры каскадов различают-

ся, то наибольшее значение амплитуды устанавли-
вается в каскаде с наименьшей добротностью.

Синфазность колебаний в каскадах позволяет 
проводить суммирование их мощностей:

[ ] [ ] [ ].W n A n A n= +2 2
1 2

1 1
2 2

На рис. 3 представлены временные зависимости 
суммарной мощности [ ]W n  для двух уровней воз-
буждения ,p = 2 5  и , .p = 3 5  Характерной особен-
ностью является стремление [ ]W n → 2  для всех 
значений .p > 2  При этом время достижения пре-
дела уменьшается с ростом уровня возбуждения.

Частотные характеристики синхронного режи-
ма колебаний в двухкаскадном генераторе (2) при-
ведем в сравнении с аналогичными характеристи-
ками классического генератора ван  дер  Поля (1). 
Приближенные решения системы уравнений (7) 
получены как решения укороченных уравнений (6) 
при квазистатическом изменении частоты Ω  син-
хронизирующего сигнала.

На рис.  4 представлены амплитудно-частот-
ные  (а) и фазочастотные (б) характеристики син-
хронных колебаний в генераторе (1) с параметрами 

, ,Ω =0 0 1  ,Q = 20  ,p = 1 5  при амплитуде синхро-
сигнала , .E =0 0 05  Представленные зависимости 

( )A η  и ( )ϕ η  полностью соответствуют приведен-
ным, например, в [17]. 

Характеристики синхронных колебаний двух-
каскадного кольцевого генератора (2), рассчитан-
ные для тех же значений параметров, показаны 
на рис. 5. АЧХ колебаний в первом (находящемся 
под внешнем воздействием) и втором каскадах 
(рис. 5, а) различаются кардинально. Несмотря на 
то что при ,p = 1 5  в автономной системе биста-
бильность амплитуд не наблюдается, под действи-

Рис. 2. Процесс установления автоколебаний
Fig. 2. Process of establishing self-oscillations

Рис. 3. Динамика суммарной мощности автоколебаний
Fig. 3. Dynamics of the total power of self-oscillations
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ем внешнего сигнала в каскадах устанавливается 
режим синхронных колебаний с различными ам-
плитудами. Причем в центре полосы синхрониза-
ции (полосы удержания) амплитуда в первом ка-
скаде выше, чем во втором. Но это соотношение 
амплитуд плавно меняется при приближении к 
границам полосы. ФЧХ синхронных колебаний 
в одно- и двухкаскадном генераторах (рис.  4,  б и 
рис. 5, б), а также колебаний в первом и втором ка-
скадах качественно различаются незначительно.

Следует отметить, что полоса синхронизации 
(удержания) двухкаскадного генератора (2) при 
прочих равных существенно меньше полосы син-
хронизации генератора (1).

Эффект бистабильности амплитуд в автоном-
ном двухкаскадном генераторе (2), наблюдаемый 
при уровнях возбуждения ,p > 2  существенным 
образом сказывается на частотных характеристи-
ках синхронизированных колебаний. На рис. 6 по-

казаны АЧХ (а) и ФЧХ (б) колебаний при превы-
шении порога возбуждения ,p = 2 5  и амплитуде 

  
 а б
Рис. 4. Частотная характеристика синхронизации осциллятора (1)
Fig. 4. Frequency response of the oscillator synchronization (1)

  
 а б
Рис. 5. Частотная характеристика синхронизации осциллятора (2): , ,p = 1 5  ,E =0 0 05
Fig. 5. Frequency response of oscillator synchronization (2): , ,p = 1 5  ,E =0 0 05

Рис. 6. Частотная характеристика синхронизации осциллятора 
(2): , ,p = 2 5  ,E =0 0 03
Fig.  6. Frequency response of oscillator synchronization (2): 

, ,p = 2 5  ,E =0 0 03
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синхронизации , .E =0 0 03  Из рис. 6, а следует, что 
в каждом из каскадов могут реализоваться режи-
мы колебаний как с высоким, так и с низким уров-
нем амплитуды. Смена режимов при плавном из-
менении частоты синхронизации осуществляется 
скачком.

В окрестностях частот скачков могут наблю-
даться области биений, как это показано на рис. 7 

с АЧХ синхронизированных колебаний под дей-
ствием сигнала с амплитудой , .E =0 0 05  При этом 
область синхронизации (удержания) распадается 
на три подобласти – центральную и две боковых 
(на рис. 7 показаны только половины симметрич-
ных графиков).

Отметим также, что особенностью двухкаскад-
ного генератора является более плоская форма 
центральной части графика ( )A A= η1 1  (рис. 6 и 7) 
по сравнению с аналогичным графиком для клас-
сического генератора ван дер Поля (рис. 4).

Заключение
Представленная ДВ-модель синхронизирован-

ного двухкаскадного генератора ван дер Поля по-
зволяет анализировать частотные характеристики 
колебаний в полосе удержания, форму биений в ее 
окрестности, процессы захвата и срыва синхро-
низации. Модель легко обобщается на кольцевые 
структуры с произвольным числом ячеек, в част-
ности на кольцевые лазеры. Дискретное время 
дает возможность учета запаздывания при рас-
пространении сигнала между каскадами. 

Рис. 7. АЧХ синхронизации осциллятора (2): , ,p = 2 5  ,E =0 0 05
Fig. 7. Frequency response of synchronization of the oscillator (2): 

, ,p = 2 5  ,E =0 0 05
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The dynamics of synchronization of two-stage van der Pol generator
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Abstract – Results of numerical simulation of self-oscillations synchronization process in two-cascade ring generator van der 
Pol by harmonic signal are presented. Studies were carried out within the framework of the DT- model of the dynamic system. 
The model was developed on the basis of the principle of compliance within the framework of the method of slowly changing 
amplitudes of characteristics of a discrete system with characteristics of an analog prototype. Shortened equations for complex 
oscillation amplitudes in generator stages are obtained. It was found that in an autonomous system there is an effect of bistability 
of amplitudes. In the synchronization mode with an external harmonic signal, solutions of shortened equations made it possible 
to calculate amplitude-frequency and phase-frequency characteristics of synchronous oscillations. It is shown that transitions 
between bistable states are observed in the synchronous oscillation holding band. Differences of frequency characteristics of 
synchronization of classical and two-stage oscillators van der Pol were analyzed.

Keywords – self-oscillations; van der Pol oscillator; ring generator; phase synchronization; discrete time; difference equations 
of motion; slow amplitudes; frequency characteristics.
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