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Аннотация – В статье разработан алгоритм фильтрации координат наземного источника несанкционированного 
радиоизлучения в системе спутниковой связи с прямой ретрансляцией, позволяющий в приближении теории фильтрации 
координат подвижного объекта повысить точность местоопределения в сравнении с существующими решениями. Задана 
содержательная постановка задачи фильтрации при определении системы ограничений и допущений. Сформирована 
математическая постановка, сводящая общее решение к калмановской модели фильтрации. Основу итогового алгоритма 
фильтрации координат наземного источника несанкционированного радиоизлучения составляет правило рекурсивной 
оценки вектора состояния, определенное при применении расширенного фильтра Калмана. Работоспособность 
разработанного алгоритма проверена на конкретных примерах.

Ключевые слова – алгоритм, фильтрация координат источника несанкционированного радиоизлучения, система 
спутниковой связи с прямой ретрансляцией, расширенный фильтр Калмана.

Введение
Вопросы теории и практики оценки координат 

объектов находят широкое применение в различ-
ных отраслях науки, техники и промышленности 
(в радионавигации, радиолокации, радиоуправле-
нии, радиоастрономии, радиогеодезии, в военной 
сфере). Для решения подобного класса задач уче-
ными (К.М. Антонович, Дж. Вэббер, Д.А. Кошаев, 
С.П. Панько, В.В. Савельев, А.А. Савин, А.Г. Сай-
бель, Ю.Г. Сосулин, В.С. Черняк, Дж. Эффланд, 
М.С. Ярлыков и др.) отечественной и зарубежных 
научных школ статистической теории радиолока-
ции и радионавигации разработан ряд адекватных 
математических моделей фильтрации координат 
подвижного объекта. 

Одним из важных направлений в этой сфере для 
систем спутниковой связи (ССС) является реше-
ние задачи координатометрии наземных источ-
ников несанкционированного радиоизлучений 
(ИНР). При этом особенности организации ССС 
с прямой ретрансляцией затрудняют применение 
типовых алгоритмических решений задач филь-
трации координат подвижного объекта. 

Известные алгоритмы и программно-аппа-
ратные системы координатометрии наземных 
ИНР в ССС с прямой ретрансляцией, которые 
разработаны такими учеными, как Р.В. Волков, 
А.Х. Кельян, В.И. Могучев, В.Н. Саяпин, В.В. Сухо-
тин, В.И. Тисленко, А.О. Чемарев, Wolfgang Koch, 

Darko Musicki, Hugo Seuté, Ali Khenchaf и др. [1–7], 
предполагают двухэтапное разделение. На первом 
решается задача оценки координат и вектора ско-
рости возмущенного орбитального движения ос-
новного и смежного спутника-ретранслятора (СР) 
на различных интервалах времени наблюдения [8]. 
На втором этапе для определенных оценок кине-
матических параметров СР выполняется непо-
средственное решение задачи координатометрии 
ИНР. Подобное разделение несколько снижает 
точность местоопределения ИНР с точки зрения 
классической теории оценивания и ее примене-
ния в связи и управлении (Э.  Сейдж, Дж. Мелс, 
Дж. Вебер, Р.Л. Стратонович, В.И. Тихонов и др.). 
Устранение указанной особенности составляет 
суть настоящей статьи.

1. Содержательная постановка 
задачи фильтрации

Анализ результатов [1–4; 8–10] определяет осо-
бенности для формирования обобщенной схемы 
фильтрации координат наземного ИНР в ССС с 
прямой ретрансляцией (рис. 1).

Основные объекты схемы: ИНР; комплекс радио-
контроля (КРК); K ≥ 2  СР; N ≥ 1  реперных стан-
ций (РС). Вектор параметров состояния k-го СР 

( ) ( ) ( ){ },  k k kt r t V tl =




  ( ),k K= 1  является вектор-
ным случайным процессом, который задает по-
ложение ( )kr t  и скорость ( )kV t



 в момент време-
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ни t k-го СР. Оценка средневыборочных значений 
( )kr t  и ( )kV t



 в момент времени t осуществляется 
по данным телеметрии при численном решении 
дифференциального уравнения, описывающего 
возмущенное движение СР [8], при усреднении по-
лучаемых значений в момент времени t по данным 
измерений РС. Положения КРК и n-x ( ),n N= 1  РС 
являются известными и характеризуются вектора-
ми 0r  и nr  соответственно.

Вектор параметров ( ) ( ){ }í ít r tl =


  является 
неизвестным векторным случайным процессом, 
который задает положение ( )ír t  в момент вре-
мени t ИНР. Реперные станции n-е передают те-
стовый сигнал ( )tζ  в k-х ( ),k K= 1  направлениях 
на соответствующий k-й СР с частотой ( )ââ .nkf t  
Передача сигнала выполняется синхронно с по-
мощью меток времени спутниковых радионавига-
ционных систем – ГЛОНАСС и/или GPS. На входе 
приемника k-го СР наблюдается сигнал ( ) ,nk tζ  
различие которого от исходного ( )tζ  обуславли-
вается воздействием помех среды распростране-
ния радиосигнала и смещения ( )ââ

nkf t  на величи-
ну доплеровского сдвига частоты ( )ââ ,k

nkf tD l


 на 
участке распространения от n-й РС до k-го СР  – 

( ) .n kr r t−
   Ретрансляция сигнала ( )tζ  n-й РС 

k-м спутником связи осуществляется на частоте 

( ) ( ) ( )ñðââ ââ , ,k
nk nk kf t f t f t+ D l + D



 где ( )ñð
kf tD  – часто-

та переноса k-го СР на линию вниз, которая фор-
мируется из суммарной частоты всех гетеродинов 
приемника и передатчика k-го СР. На входе при-
емника КРК сигнал ( )tζ  n-й РС наблюдается на 
частоте ( ) ( )ââ ââ ,k

nk nkf t f t+ D l +


( ) ( )ñð âí , ,k
nkkf t f tD + D l



 
где ( )âí ,k

nkf tD l


  – доплеровский сдвиг частоты на 
участке распространения от k-го СР до КРК. 

Введем обозначение ( ) ( ) ( ){ í ,  ,...,t t tl = l l1  

( )}.K tl


 ИНР осуществляет передачу радиосиг-
нала ( )s t  через 1-й СР – направление основного 
излучения. Направления передачи между ИНР и 
остальными СР (смежные СР) являются побоч-
ными. На входе приемника k-го ( ),k K= 1  СР на-
блюдается сигнал ( ) ,ks t  различие которого от 
исходного ( )s t  обуславливается воздействием по-
мех среды распространения радиосигнала и сме-
щения ( )íââf t  на величину доплеровского сдвига 
частоты ( )íââ ,kf tD l



 с учетом протяженности k-го 
интервала на линии вверх – ( ) ( )í .kr t r t−

   Сигнал 

( )tζ  РС формируется таким образом, чтобы его 
частотный диапазон не содержал общих частот из 
частотного диапазона сигнала ( )s t  ИНР.

На выходе приемника КРК формируется сум-
марный сигнал:

Рис. 1. Схема фильтрации координат наземного ИНР
Fig. 1. Filtration scheme for coordinates of ground-based INR
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=
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


+ ζ −Τ l ×


× + υ



∑

∑

2

1

1

2









составленный из: сдвинутых по временному 
( ), ,s k

k tΤ l


 ( ),k
nk tζΤ l


 и частотному ( ), ,s
kF tD l


 

( ),k
nkF tζD l


 параметрам сигналов ИНР, n-х РС со-
ответственно; затуханий ( ) ,s

kA t  ( )nkA tζ  сигналов 
на участках распространения ИНР–k-й СР–КРК, 
n-я РС–k-й СР–КРК; шумового параметра ( ) ,tυ  
который в рассматриваемой математической мо-
дели непрерывного канала связи определяет по-
мехи среды распространения на линиях вверх и 
вниз.

Величины времени прихода ( ), ,s
k tΤ l


 ( ),k
nk tζΤ l


 
сигналов ( ) ,s t  ( )tζ  от ИНР на КРК, от n-й РС 
на КРК складываются ( ),s

k tΤ l =
 ( ) ( ), ,s s

k kt tττ l + d


 

( ),k
nk tζΤ l =
 ( ) ( ),k

nk nkt tζ ζττ l + d


 из ошибок ( ) ,s
k tτd  

( )nk tζτd  измерения и истинного времени ( ), ,s
k tτ l


 

( ),k
nk tζτ l


 прихода на КРК сигналов от ИНР, n-й 
РС соответственно. Значения ( ), ,s

k tτ l


 ( ),k
nk tζτ l


 
удовлетворяют тождествам:

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

í, ;

, ,

s k k
k

k n k k
nk

t c r t r t r t r

t c r r t r t r

−

ζ −

τ l = − + −

τ l = − + −

1
0

1
0



   



   

	 (1)

где ñ  – скорость света в вакууме.
Ошибки ( ) ,s

k tτd  ( )nk tζτd  обуславливаются ионо
сферной и тропосферной ошибками измерения на 
линиях вверх, вниз и ошибками синхронизации 
передачи сигналов РС по меткам времени.

Величина частотных сдвигов ( ), ,s
kF tD l


 ( ),k
nkF tζD l


 
принимаемых КРК сигналов ( ) ,s t  ( )tζ  определя-
ется

( ) ( ) ( ) ( )ñðíââ íââ, ,s
k k kF t f t f t f tD l = + D l + D +
 

( ) ( ) ( ) ( )êðêâí , , sfk s
k k kf t f t f t t+D l + D = D l + d

 

,

( ) ( ) ( )ââ ââ, ,k k
nk nknkF t f t f tζD l = + D l +

 

( ) ( ) ( )ñð êðêâí ,k
kkf t f t f t+D + D l + D =



( ) ( ), ,fk
nk nkf t tζζ= D l + d


где ( )êðêf tD  – суммарная частота всех гетероди-
нов приемника КРК; ( ), ,s

kf tD l


 ( ),k
nkf tζD l


 и ( ) ,sf
k td  

( )f
nk tζd   – истинный частотный сдвиг принанятых 

КРК сигналов ( ) ,s t  ( )tζ  и ошибки измерения 

( ), ,s
kf tD l


 ( ),k
nkf tζD l


 соответственно. Значение 

( ), ,s
kf tD l


 ( ),k
nkf tζD l


 удовлетворяет тождествам:

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

í
íââ íâí

í

,

;

s k
k

k k

kk k

f t c V t

r t r t r r t
f f

r t r t r r t

−D l = ×

 
− − × + 
− − 

 

1

0

0




   

 

   

	 (2)

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

ââ âí

,

,

k k
nk

k n k

nk nkk n k

f t c V t

r t r r r t
f f

r t r r r t

ζ −D l = ×

 
− − × + 
− − 

 

1

0

0




   

 

   

где
íââ íââ ,f f =   
 

ââ ââ
nk nkf f =   
   и 

íâí
kf =

ñðíâí íâí ,k kf f f  = + D  


âí âí ââ
nk nk nkf f f= = +
  ñð .f + D 

Ошибки ( ) ,sf
k td  ( )f

nk tζd  обуславливаются неста-
бильностями гетеродинов передатчиков ИНР, n-х 
РС, k-х СР и приемников k-х СР, КРК.

Учитывая содержательное описание схемы 
фильтрации канонических параметров ИНР и вве-
денную в [8] систему ограничений, сформулируем 
основные допущения, выделяемые при решении 
задачи фильтрации координат наземного ИНР: 
1) ИНИ находится на поверхности Земли и явля-
ется неподвижным объектом; 2) СР осуществляют 
прямую ретрансляцию сигнала ИНИ; 3) диапазон 
частот сигнала, передаваемого ИНИ в направле-
нии основного излучения, известен; 4) положения 
объектов модели фильтрации координат назем-
ного ИНИ, работающего через СР, не совпадают, 
а сами объекты модели представляются в качестве 
кинематически не взаимосвязанных материаль-
ных точек; 5) различие времени распространения 
сигналов ИНИ и РС до КРК через соответству
ющие СР значительно превышают обратную ве-
личину ширины спектра этих сигналов; 6)  мате-
матическая модель пространственного движения 
k-го СР формируется в земной системе координат 
и задается в кинематических параметрах по пра-
вилам [8]:

( ) ( ) ( )
( )

( )ñð
ñð

ñð

ct
dV t

t t r t
dt r t

 m
= Ψ − − 

 
 

M
3








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( ) ( ) ( ) ( )T
ñð ;ct ct Vt t V t t′− + DM M



	 (3)

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ñð

T
ñð ñð ,ct ct r

dr t dt

V t t t r t t

=

′= − + DM M







где m  – гравитационный параметр Земли; ( )V tD


 
и ( )r tD


 – векторные функции, которые характе-
ризуют случайный характер изменения вектора 
скорости и положения СР соответственно; ( )tΨ



 – 
возмущающее ускорение, обусловленное действием 
сил на СР; ( )T

ct t′M   – транспонированная матри-
ца ( ) ( ) ;ct ctt d t dt′ =M M  ( )ct tM  – матрица преоб-
разования небесной системы координат в зем-
ную; 7) ошибки измерений ( ) ,s

k tτd  ( ) ,nk tζτd  ( ) ,sf
k td  

( )f
nk tζd  и эволюций ( ) ,

kV tD


 ( ) ,
kr

tD


 характеризу
ющие флуктуацию случайных параметров, являются 
случайными величинами, которые распределены 
по нормальному закону; 8)  особенности реализа-
ции многостанционного доступа к частотно-энер-
гетическому ресурсу СР не рассматриваются.

2. Математическая постановка 
задачи фильтрации

Математическая модель фильтрации коор-
динат ИНР задается при представлении ( )tl



 
непрерывным векторным марковским процес-
сом. Эволюцию элементов вектора параметров 
( ) ( ) ( ) ( ){ }í ,  ,..., Kt t t tl = l l l1   

 в общем виде опре-
делим уравнением состояния:

( ), ,t t tt wl = Φ l +
 





 	 (4)

где ( ) ;t tl ≡ l
 

 ;t td dtl ≡ l
 

  ( ),t tΦ l




 – вектор сноса; 
( )tw w t≡

   – белый гауссовский вектор-шум при 

tw  =  0  и cov ,t tw  =  Q  наблюдаемый по пра-
вилу

( ), ,t t tt vη = ϒ l +


  	 (5)

где ( ) ;t tη ≡ η  ( )tv v t≡
    – белый гауссовский век

тор-шум при tW  =  0


  и cov ;t tv  =  R  ( ),t tϒ l


 – 
функция измерения канонических параметров СР 
и положения ИНР по принимаемым сигналам РС 
и ИНР, определяемая по методу Ньютона [12] чис-
ленным решением системы уравнений, составлен-
ных тождествами (1), (2).

С учетом введенной постановки задачи филь-
трации в соотношениях состояния (4) и наблюде-
ния (5) вектор сноса ( ),t tΦ l




 и вектор-шум tw  для:

( ) ( ) ( ) ( ){ }í ,  ,..., Kt t t tl = l l l1   

 при

( ) ( ){ }í í ;t r tl =




( ) ( ) ( ) ( ){ }í í í í, , ;r t x t y t z t=


( ) ( ) ( ){ },  ;k k kt r t V tl =






( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ;k k k kr t x t y t z t=


( ) ( ) ( ) ( ){ }=


, , ,k k k k
x y zV t V t V t V t

определяются по правилу:

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

T

T

T

, ;
...

ct ct

ct

ct ct
t

K K
ct ct

K K K
ct

K
ct ct

V t t t r t

t t r t r t

t t V t
t

V t t t r t

t t r t r t

t t V t

−

−

 
 

′ −
 

  Ψ −m −     
 ′− Φ l =
 
 

′− 
   Ψ −m −     
 ′− 

M M

M

M M

M M

M

M M

1 1

31 1 1

1

3

0








 












 



	 (6)

( ) ( ) ( )(
( ) ( ))

í

T

...

,K K

t r r V

r V

w t t t

t t

= D D D

D D

1 1 





  



 

а функция измерения ( ),t tϒ l


 задается решением 
системы из 3 уравнений и K  систем, включающей 
6 уравнений. Каждая k-я система из K  систем 
уравнений составляется из тождеств (1), (2) при 
обозначениях

( ) ( ) ( ) ( ), , ,n k k k
nk nkG t r r t r t r c tζτ l = − + − − τ l0
 

   

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )
( )

ζ

ζ


−l = +

D l −



− + −

D l − 


 








 

 





 

ââ

âí

,
,

,
,

k n
f k nk
nk k k n

nk

k
nk

k k
nk

r t rf
G t V t

f t r t r

r r tf
ñ

f t r r t
0

0

задаваемых в виде

( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( )) ( )

T

, , , ,

, , , ,

f
n k n k n k n k

f f
kn k n k

G t G t G t G t

G t G t G t

τ τ τl l l l

l l = l =

1 2 3 1

2 3
0

   

  

	 (7)

где

, , ;  :  .n n n N n n n ∈ ≠ ≠ 1 2 3 1 2 31
Элементы системы из трех уравнений

( ) ( ) ( ) ( )( )TÇ, , ,f
k k k k k kG t G t G t Fτl = l l l

1 2 1 2 1 2



   

  

в ( ),t tϒ l


 составляются с учетом обобщенной по-
становки задачи метода FDOA&TDOA [6; 7] в сле-
дующем виде:
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

í

í

,

, ;

k k
k k

k k s
k k

G t r t r t r t r

r t r t r t r c t

τ  l = − + − − 
 

 − − + − − Dτ l 
 

1 1

1 2

2 2

1 2

0

0



   





   

	 (8)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

íââ

í í

íââ

í í

, ,

,

,

kf s
k k k k

k k

k s
k k

k k

G t V t f f t

r t r t r t r t

V t f f t

r t r t r t r t c

−

−

−

−

  l = D l ×    
 × − − −    

  − D l ×    
 × − − −    

1

1 2 1 2

1 1

2

1 2

2 2

1

1

1

1

 






   






   

	 (9)
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

íââ

í í

íââ

í í

, ,

,

,

kf s
k k k k

k k

k s
k k

k k

G t V t f f t

r t r t r t r t

V t f f t

r t r t r t r t c

−

−

−

−

  l = D l ×    
 × − − −    

  − D l ×    
 × − − −    

1

1 2 1 2

1 1

2

1 2

2 2

1

1

1

1

 






   






   

где , ;  : ;k k K k k ∈ ≠ 1 2 1 21  ( ),s
k k tDτ l

1 2



 и ( ),s
k kf tD l

1 2



 – 

разница по времени запаздывания и величин до-
плеровского смещения пар сигналов, принятых 
КРК от СР k1  и .k2

Приняв дополнительное ограничение о 
том, что на длительности tD  элементы векто-
ра tl



 при достаточно медленном изменении 
постоянны, разобьем интервал наблюдения 

,T  0  на тактовые подынтервалы ,j jt t t +
 ∈  1  

( );  , ;  j j t tt t t j N N T t+  D = − = = D 1 1  и перепишем 

уравнения состояния (4) и наблюдения (5) в виде

( ), ;j j j jt wl = Φ l +
 





 	 (10)

( ), ,j j j jt vη = ϒ l +


  	 (11)

где

( ) ;j jtl ≡ l
 

 ( ) ;j jtη ≡ η
   ( ) ;j jw w t≡

   ( ) .j jv v t≡
 

Решение системы нелинейных уравнений

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , ,k k k kG t G t G t G tl = l l l =
1 2 1 2

0


      



предлагается выполнять методом Ньютона [12] 
при составлении приближения наблюдаемого 
вектора состояния jη

  по положению ИНР и кано-
ническим параметром СР k1  и k2  итерационным 
вычислением

, , ,
n n n n

j jj j j jt G t
       + −          η = η − η η   

   
H

1 1 

    	 (12)

где ; ,n N ∈  0  N  – максимальное число итераций; 

;jj
  η = l
0 

  ,
n

jj t
   η 

 
H   – матрица Якоби для систе-

мы функций , .
n

jjG t
   η 

 



  Матрица ( ),tlH


 задает-

ся в блочной форме:

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

, , ,

, , ,

,

k k

k

k

t t t

t t

t

 l l l
 
 l = l
 
 l 

H H H

H O H O

O O H

1 2

1

2

  

  

 



	 (13)

где ( ),k tlH
1



 и ( ),k tlH
2



 – матрицы Якоби размера 
×6 6  для СР k1  и ,k2  составленные с использова-

нием частных производных [8] для соотнесенных к 
соответствующим СР; O  – нулевая матрица разме-
ра ;×6 6  ( ),tlH



  – симметричная матрица размера 
,×3 3  элементы которой определяются через част-

ные производные элементов вектора ( ),k kG tl
1 2





  по 
переменным í;r  ( ),k tlH

1



  и ( ),k tlH
2



  – матрицы 
размера ,×3 6  элементы которых определяются 
через частные производные элементов вектора 

( ),k kG tl
1 2





  по каноническим параметрам kl 1


 и 
kl 2


 СР соответственно. 
Прогнозирование вектора состояния j+l 1



 в мо-
мент времени jt +1  выполняется аналогично реше-
нием обыкновенного дифференциального уравне-
ния ( ),j j jtl = Φ l

 


  из (3.6) с применением явного 
метода Рунге – Кутты [13]:

( )

;

, ,

, ,

s

j j i ji
i

i

ji j ii ji j i
i

j j j

h b

h a t c h

t

+
=

−

′ ′
′=

l = l + κ

 
 κ = Φ l + κ +
 
 

κ = Φ l

∑

∑

1
0

1

1

0

 







	 (14)

где h t≤ D  – величина шага по временной сетке; 
s  – число этапов численной схемы; , ,ii i ia b c′  – ве-
щественные коэффициенты, которые могут быть 
заданы по правилам из [13].

Указанные методы приближенного вычисле-
ния функций экстраполяции ( ),j jtΦ l




 и измере-
ния ( ),j jtϒ l



 позволяют задать нелинейную зада-
чу фильтрации канонических параметров ИНР в 
виде:

( )
( )

, ;

, .
h

N

j j j j j

j j j j

t w

t v

+ e +

+ e + + +

l = l +Φ l +

η = ϒ l +

1 1

1 1 1 1

  






 

	 (15)

По аналогии с [8] выполним линеаризацию сфор-
мированной модели (15) при разложении функции 
эволюции ( ),

hj j jtel +Φ l
 



 и функции измерения 
( ),

N j jteϒ l


 в ряд Тейлора в окрестности точки jl


 
по первому члену:

;

,
j j j j j

j j j j j

B w

D v
+ +

+ + + + +

l = l + +

η = l + +

A

C
1 1

1 1 1 1 1

 







 

	 (16)

где
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( ), ;j M j jt= l +A J E


( ) ( ), , ;
hj j j M j j jB t te= Φ l − l lJ
  

 

( ),M j jtlJ


 – матрица Якоби для системы функций 

( ), ;
h j jteΦ l




( ) ( ), ,j j j j jD t G t−
+ + + + += − l l +H 1

1 1 1 1 1
 

( ), ;S j j jt+ + ++ l lJ 1 1 1
 

( ), ;j S j jt+ + += − lC E J1 1 1


( ),S j jt+ +lJ 1 1


 – матрица Якоби для системы функ-

ций ( ) ( ), , ;j j j jt G t−
+ + + +l lH 1

1 1 1 1
 

 E  – единичная ма-

трица. Элементы матриц ( ), ,M j jtlJ


 ( ),S j jt+ +lJ 1 1


 
аналогично [8] предлагается вычислять численно с 
применением интерполяционного метода Лагран-
жа. Следует отметить, что представление матриц 

( ), ,M j jtlJ


 ( ),S j jt+ +lJ 1 1


 задается в блочной форме:

( ) ( )
( )

, , ;

,

k
M M

k
M

t t

t

 
 
 l = l
 
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E O O

J O J O
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	 (17)
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( ) ( ) ( )
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,

k k
S S S

k
S S

k
S

t t t

t t

t

 l l l 
 l = l 
 l 
 

J J J

J O J O

O O J

1 2

1

2

  

  

 



где ( ) ( ), , ,k k
M St tl lJ J1 1
 

 и ( ) ( ), , ,k k
M St tl lJ J2 2
 

 – матри-
цы Якоби размера ×6 6  для СР k1  и ,k2  форми-
руемые относительно уравнений состояния, на-
блюдения соответственно; O  – нулевая матрица 
размера ;×3 6  E  – единичная матрица ;×3 3  

( ),tlH


   – симметричная матрица размера ,×3 3  
элементы которой определяются через частные 
производные элементов вектора ( ),k kG tl

1 2





  по пе-
ременным í;r  ( ),k

S tlJ 1


  и ( ),k
S tlJ 2


  – матрицы раз-
мера ,×3 6  элементы которых определяются через 
частные производные соответствующих элемен-
тов вектора ( ) ( ), ,j j j jt G t− l lH 1  

 по каноническим 

параметрам kl 1


 и kl 2


 СР.
Для сформированной математической моде-

ли (15) с учетом правила (16) по ее линеаризации 
в калмановской модели фильтрации [14] правило 
оценки вектора состояния

( )ˆ ˆ ˆ ,
Nj j jj j j j j j t+ + e ++ + + +

 l = l + η − ϒ l 
 

K 1 1 11 1 1 1
  



в момент времени jt +1  на интервале наблюдения 
, ,j jt t +

 
 1  где оптимальная, по Калману, матрица 

коэффициентов усиления j+K 1  определится ана-
логичным способом, рассмотренным в [8].

3. Алгоритм фильтрации 
координат наземного ИНР

С учетом формализованных соотношений (15), 
(16) и представлений основу алгоритма фильтра-
ции координат наземного ИНР в системе спутни-
ковой связи с прямой ретрансляцией составляет 
правило рекурсивной оценки вектора состояния 
ˆ

j j+ +l 1 1


 СР, которое позволяет сформировать ито-
говый алгоритм для 2 СР в следующем виде.

Шаг 1. С учетом параметров принимаемых сиг-
налов от n-х РC и ИНР k-х определить среднеква-
дратические ошибки оценки временных задержек 

( ), ,k
nk tζτ l


 ( ),s
k k tDτ l

1 2



 и доплеровских смещений 

( ), ,k
nkF tζD l


 ( ),s
k kf tD l

1 2



 [3]. 
Шаг  2.  Рекуррентным соотношением (12) вы-

числить приближения значений наблюдаемого 
по правилам (11) вектора состояния ИНР и пары 
спутников-ретрансляторов (основного и зеркаль-
ного) N

j
eη
  для , tj N= 1  и его отклоненного наблю-

даемого значения N
j
eη


  с учетом вычисленных зна-
чений среднеквадратических ошибок на первом 
шаге.

Шаг 3. С использованием вычислительной схе-
мы Рунге – Кутты (14) выполнить экстраполя-
цию вектора состояния ИНР и пары СР h

j
el


 для 
, tj N= 1  и с учетом оценок ошибок моделей про-

гнозирования положения Луны, Солнца и др. не-
бесных тел, аппроксимации поверхности Земли 
геоидом при использовании ограниченного числа 
полиномов, неполноты учета возмущающих орби-
тальное движение СР сил [11] выполнить экстра-
поляцию отклоненного вектора состояния ИНР и 
пары СР .h

j
el




Шаг  4.  Вычислить элементы , ,j
l lQ
1 2

 ,
j
l lR
1 2

 

{ }( , , )l l ∈1 2 1 15  соответствующих ковариационных 

матриц ,jQ  jR  по правилам из [15]: 
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  if  ,
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
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где ,jR  k
jR 1  и k

jR 2  – блочные матрицы размерно-
сти ,×3 3  ×6 6  и ×6 6  соответственно, задаваемые 
из соответствующих блочных элементов матрицы:
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Шаг 5. Вычислить ,jA  ,jB


 ,jC  jD


 в лианирезо-
ванной модели (16) фильтрации координат ИНР в 
ССС с прямой ретрансляцией для , .tj N= 1

Шаг 6. Положить ;j = 0  ˆ ;h
jj j
el = l

 

 .j j =P 0
Шаг  7.  Выполнить прогнозирование оценки 

вектора состояния ˆ
j j+l =1
 ( )ˆ ˆ ,

h jj j j j tel +Φ l
 



 и вы-
числить ковариационную матрицу .j j+P 1

Шаг  8.  Вычислить вектор отклонения j+ζ =1


( )ˆ ,
Nj jj j t+ e ++= η − ϒ l1 11


  и рассчитать ковариаци-
онную матрицу j+ =S 1

T
j j jj j+ + ++ +C P C R1 1 11  для .j+ζ 1



Шаг  9.  Вычислить оптимальную, по Калма-
ну, матрицу коэффициентов усиления j+ =K 1

T .j jj j
−

+ ++= P C S 1
1 11

Шаг  10.  Выполнить коррекцию ˆ
j j+ +l =1 1


ˆ
j jj j + ++= l + ζK 1 11

 

 экстраполяции вектора состоя-

ния ˆ .j j+l 1


 

Шаг  11.  По правилам калмановской фильтра-
ции рассчитать ковариационную матрицу j j+ +P 1 1  
оценки вектора состояния ˆ .j j+ +l 1 1



Шаг 12. Проверить условие окончания алгоритма:
а) если ,tj N+ <1  положить j j= +1  и перейти к 

шагу 7;
б) если ,tj N+ =1  завершить итерационный про-

цесс и вывести полученный результат фильтрации 
вектора состояний ˆ

j jl


 ИНР и пары спутников ре-

трансляторов для , .tj N= 1
Шаг  13. Для полученных значений отфильтро-

ванного вектора состояния ˆ
j jl


 по правилу (11) 
выполнить оценку tN  значений í̂

jr  возможного 
местоположения ИНР.

Шаг  14. Выполнить усреднение í
í

ˆ ˆ
tN

j

t j
r r

N
=

= ∑
1

1   

оценок tN  по местоположению ИНР, а результат 

ír̂  считать итоговым и завершить работу алго-
ритма.

4. Верификация 
сформированных решений

Для практического обоснования результатив-
ности сформированного итогового алгоритмиче-
ского решения фильтрации координат наземного 
ИНР в ССС с прямой ретрансляцией в Mathcad 
проведено математическое моделирование. Ис-
ходные данные вычислительного эксперимента 
выбраны следующими.

1. Начальное время и дата моделирования 2 ча-
сов 26 минут 15 секунд 7.04.2019  г. Длительность 
измерений 1 день.

2. Параметры СР: 
2.1.  Основной СР – Ямал-402, подспутнико-

вая точка 54,9 град в.д. (номер спутника в базе 
NORAD 39022); номер витка на момент эпохи 
2324; эксцентриситет орбиты 0,0002895; наклон 
орбиты 0,00010821041362365 рад; долгота вос-
ходящего узла 4,396838687611871 рад; аргумент 
перигея 2,036889994198486 рад; средняя анома-
лия 0,9513335967015571 рад; частота обращения 
1,00274382 об./день; значения первой и второй 
производных среднего движения по времени 
–0,00000082 и 0 соответственно.

2.2.  Зеркальный СР – KazSat 3, подспутнико-
вая точка 58,5 град в.д. (номер спутника в базе 
NORAD 39728); номер витка на момент эпохи 
1808; эксцентриситет орбиты 0,0000279; наклон 
орбиты 0,00023561944901923 рад; долгота вос-
ходящего узла 3,7041890659946533 рад; аргумент 
перигея 0,7237583702047645 рад; средняя анома-
лия 0,6355110325654273 рад; частота обращения 
1,00264004 об./день; значения первой и второй 
производных среднего движения по времени 
0,0000006 и 0 соответственно.

2.  Параметры КРК: широта 52°57’54’’; долгота 
36°04’42’’.

3.  Параметры РС: число РС ;K = 3  ââ
nf =

= 14250 Мгц; âí 11000nf =  МГц; B = 48  кГц; широ-
та РС №1 55°45’07’’; долгота РС №1 37°36’56’’; ши-
рота РС  №2 54°50’37’’; долгота РС  №2 38°11’10’’; 
широта РС №3 56°01’06’’; долгота РС №3 92o52’01’’; 
ОСШ реперных станций 0 дБ; длительности так-
тового подынтервала оценки tD = 90  с.

4. Параметры модели состояния СР: поверхность 
Земли аппроксимируется геоидом EGM2008; воз-
мущение параметров орбиты в модели состояния 
СР задано притяжением центрированного поля 
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Земли, Луны и Солнца; возмущение параметров 
орбиты в реальной модели состояния СР дополне-
но давлением солнечного излучения и нецентри-
рованным притяжением Земли.

5.  Параметры ИНР: широта 52°57’54’’; долгота 
36°00’51’’; íââ 14500f =   МГц; íâí 10750kf =   МГц; 
B = 256  кГц; КУ антенны в направлении основного 
СР 45 дБ; КУ антенны в направлении на зеркаль-
ный СР 20 дБ.

Для выбранных параметров среднеквадратиче-
ская ошибка за время наблюдения модели состоя-
ния: 1) основного СР по положению ,rs = 70 04  м, 
по скорости ,V

−s = ⋅ 61 275 10   м/с; 2)  зеркального 
СР по положению ,rs = 60 672   м, по скорости 

,V
−s = ⋅ 61 044 10  м/с.

На рис. 2 приведены результаты оценок место-
положения ИНР в ССС с прямой ретрансляцией 
при определении положения СР при фильтрации 
канонических параметров СР [8], предполагая что 
задача местоопределения ИНР решается раздель-
но – существующий алгоритм.

Для полученных оценок местоположения ИНР 
средняя ошибка расчетов в случае раздельного ре-
шения – 5753,25 м, а усредненное – 307,83 м.

Рис. 2. Оценки местоположения ИНР в ССС с прямой ретран-
сляцией при раздельном решении
Fig. 2. Estimates of the location of the INR in the CCS with direct 
retransmission with a separate solution

а

б
Рис 3. Графики ошибки фильтрации канонических параметров 
основного СР: а – положение; б – скорость
Fig 3. Graphs of the filtering error of the canonical parameters of 
the main SR: a – position; b – speed

а

б
Рис. 4. Графики ошибки фильтрации канонических парамет
ров зеркального СР: а – положение; б – скорость
Fig. 4. Graphs of the filtering error of the canonical parameters of 
the mirror SR: a – position; b – speed
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На рис. 3 и 4 приведены сравнительные приме-
ры за время наблюдения ошибки фильтрации ка-
нонических параметров основного и зеркального 
СР соответственно по результатам работы ито-
гового алгоритма фильтрации. Для задач филь-
трации получены следующие значения средне-
квадратической ошибки за время наблюдения: 
1)  основного СР по положению ,rs = 30 685   м, 
по скорости ,V

−s = ⋅ 60 647 10   м/с; 2)  зеркально-
го СР по положению ,rs = 23 075   м, по скорости 

,V
−s = ⋅ 60 336 10  м/с.

На рис. 5 представлен результат фильтрации ко-
ординат ИНР в ССС с прямой ретрансляцией при 
работе итогового алгоритма.

Для полученных оценок местоположения ИНР 
с применением итогового алгоритма фильтрации 
средняя ошибка расчетов от истинного составила 
5037,69 м, а усредненное – 264,3 м.

Заключение
В целом результаты проведенного моделирова-

ния подтверждают работоспособность и результа-
тивность разработанного алгоритмического ре-
шения задачи фильтрации координат ИНР в ССС 
с прямой ретрансляцией. По данным апостери-
орных исследований, сформированный итоговый 
алгоритм фильтрации относительно известных 

решений в среднем позволяет снизить среднеква-
дратическую ошибку оценки в 1,34 раза.

Следует отметить, что полученные результаты 
определяют особенность построения итогового 
алгоритма, в котором сигнал ИНР при его не-
подвижности выступает в качестве дополнитель-
ной реперной станции относительно разрабо-
танной в  [8] математической модели фильтрации 
канонических параметров СР при орбитальном  
движении.

Рис. 5. Оценка местоположения ИНР в ССС с прямой ретран-
сляцией по разработанному алгоритму фильтрации
Fig. 5. Evaluation of the location of the INR in the CCS with direct 
retransmission according to the developed filtering algorithm
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Abstract – In the article, an algorithm for filtering the coordinates of a ground source of unauthorized radio emission in a 
satellite communication system with direct retransmission is developed. The content statement of the problem of filtering the 
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coordinates of a ground source of unauthorized radio emission is initially formulated for its formation when selecting a system 
of restrictions and assumptions. On the basis of its mathematical model is developed, which unlike the well-known allows you 
to perform collaborative problem solving filtration coordinates of ground source unauthorized radio emission in conditions 
of a priori uncertainty about the position coordinates and velocity vector of the perturbed orbital motion of the primary and 
adjacent satellites-repeaters. The basis of the final algorithm for filtering the coordinates of a ground source of unauthorized 
radio emission is the rule of recursive estimation of the state vector, defined when using the extended Kalman filter to minimize 
the root-mean-square error of the state vector. The efficiency of the developed algorithm is checked on specific examples. 
The efficiency of the developed algorithm is checked. Based on the results of a posteriori studies, it was determined that the 
algorithm on average reduces the root-mean-square error of the estimate by 1,34 times.

Keywords – algorithm, filtering coordinates of the source unauthorized radio emission, satellite communication system with 
direct retransmission, advanced Kalman filter.


