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Аннотация – В данной статье рассмотрены бифуркации в нелинейных динамических системах и уделяется особое 
внимание бифуркациям – кризисам, которые отождествляются с катастрофами в системах. Качественное изменение 
фазового портрета, происходящее при изменении параметра системы m, называется бифуркацией фазового портрета. 
Значение параметра системы m = m0, при котором происходит бифуркация, называется бифуркационным значением 
параметра (или точкой бифуркации). Приведены математические модели в ненасыщенном режиме; в режиме насыщения. 
Приведены достаточные условия, при выполнении которых имеет место бифуркация Андронова – Хопфа. Определены 
количественные соотношения для условий, при которых в системе имеет место бифуркация Андронова – Хопфа. Введены 
числовые значения параметров, при которых система принимает вполне компактный, но достаточно информативный вид.
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Введение
Слово «бифуркация» означает «раздвоение» и 

употребляется как название любого скачкообраз-
ного изменения, происходящего при плавном из-
менении параметров в любой системе, описыва-
емой системой дифференциальных уравнений [1]. 
В данной работе изучаются бифуркации фазовых 
портретов систем дифференциальных уравнений 
на примере импульсного стабилизатора напряже-
ния (ИСН).

1. Математическая модель 
в ненасыщенном режиме

Запишем уравнения состояния для системы им-
пульсного регулятора в течение двух интервалов 
включения: импульса DT  и паузы .D T′  В течение 
каждого интервала имеет место система линей-
ных дифференциальных уравнений:

– в течение интервала SDT  (ключевой транзи-
стор включен)

( ) ( ) ;
dx t

K A x t B u
dt

= +1 1  (1)

– в течение интервала SD T′  (ключевой транзи-
стор выключен)

( ) ( ) ,
dx t

K A x t B u
dt

= +2 2  (2)

где D  – коэффициент заполнения импульсов; 
;D D′ = −1  T – время одного периода ШИМ;

L
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õ I
õ
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– вектор переменных состояния, являющийся то-
ком в индуктивности и напряжением на емкости 
регулятора; u  – входное воздействие; u V=  (вход-
ное напряжение); ,A1  A2  – квадратные матрицы 
переменных состояния силовой части регулятора, 
составленные на основании законов Кирхгофа:

;
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R C

 
− 
 =
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− − 
 =
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,B1  B2  – прямоугольные матрицы коэффициентов 
внешнего источника (входного напряжения), со-
ставленные на основании законов Кирхгофа для 
его силовой части:

.B B L
 
 = =   
 

1 2

1

0

Найдем решение системы (1) на интервале DT  [2]
.x A x B u= +1 1

( ) tt eϕ = 1A

– фундаментальное решение системы (1).

( ) ( )
t

t stx t e x e B uds−= + ∫ 11 AA
0 1

0

– формула вариации произвольных постоянных, 
где значение матричного экспоненциала:
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1  по абсо-

лютной величине значение матричного экспонен-
циала принимается равным

te I t≈ +1A
1A  или ,te I t− ≈1A

1A

где I
 

=   
 

1 0
0 1

 – единичная матрица.

( ) ( )1A .t se I t s− ≈ + −1A

Следовательно:

( ) ( ) ( )

( ) ,

t

x t I t x B u B u t s ds

B u t
I t x B ut

 = + + + − = 

= + + +

∫1 1

1
1

A A

A
A

0 1 1
0

2
1

0 1 2
( ) ( ) .x t I A t x B ut= + +1 0 1
Решение системы (1) на интервале St DT≤ ≤0  

примет вид

( ) ( ) ( ) .x t I A t x B ut= + +1 10  (3)

Аналогично найдем решение системы (2) на ин-
тервале :S SDT t T≤ ≤

( ) ( )( ) ( ) ( ) .S S Sx t I A t DT x DT B u t DT= + − + −1 1  (4)

Комбинируя уравнения (1), (2) в моменты 
времени St DT=  и SD T′  соответственно, с учетом 

SD T′ = ,St DT−  получаем:

( ) ( ) ( )
( ) .

s s

s

x T I T DA D A x

T DB D B u

 ′= + + + 
′+ +

1 2

1 2

0
 (5)

Перенося полученное соотношение на n + 1 ин-
тервал включения ключевого элемента, получим 
следующее итерационное выражение:

( )( )
( )

( ) .

S n

S n n n

S n n

x n T x

I T D A D A x

T D B D B u

++ = =

 ′= + + + 

′+ +

1

1 2

1 2

1

 (6)

Это уравнение является основным уравнением, 
которое описывает переходный процесс системы; 
это итерация значений ( )Sx T  и ( )( ) .Sx n T+1

Желаемая точка покоя
,n nx x x+ = =1 0     .n nD D D+ = =1 0  (7)

На рис. 1 представлен график функции .nx +1
Функция nx +1  получается из функции nx  (рис. 2).
Подставляя значения (7) в уравнение (6) и решая 

его относительно ,x0  находим положение равно-
весия:

( )
( )
( )

,

.

n n

s

s

x x x

I T D A D A x

T D B D B u

D B D B u
x

D A D A

+ = = =

 ′= + + + 
′+ +

′+
= −

′+

1 0

0 1 0 2 0

0 1 0 2

0 1 0 2
0

0 1 0 2

 (8)

Удобно для анализа перенести оси координат 
так, чтобы точка покоя (точка, в которой выход-
ные величины регулятора являются номинальны-
ми), находилась в начале координат. Это возмож-
но с помощью замены переменных:

,n nx x x= +0     .n nD D d= +0  (9)

Подставляя выражения формулы (9) в уравне-
ние  (6), получим дискретное уравнение, которое 
описывает работу импульсного регулятора в нор-
мальном, ненасыщенном режиме:

,n n n nD D D d D d′ ′= − = − − = −0 01 1

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

n s n n

n s n n

x x I T D d A D d A

x x T D d B D d B u

+
 ′+ = + + + − × 

′× + + + + −

0 1 0 1 0 2

0 0 1 0 2

 (10)

( )
( ) ( )
( ) ,

n s n

s n

s n n

x I T D A D A x

T A A x B B u d

T d A A x

+  ′= + + + 
 + − + − + 

+ −

1 0 1 0 2

1 2 0 1 2

1 2

где
,T

n nd f x= −  (11)
Tf  – матрица-строка коэффициента усиления 

цепи обратной связи; nx  – матрица-столбец век-
торов состояния.

От дискретного уравнения (10) перейдем к диф-
ференциальному уравнению с помощью аппрок-
симации разностного оператора дифференциаль-
ным (формула Эйлера).

Рис. 1. График функции nx +1
Fig. 1. Graph of the function nx +1

Рис. 2. Перенос точки покоя в начало координат
Fig. 2. Moving the rest point to the origin
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( )
,n n

S

dx t x x
dt T

+ −
= 1  (12)

где ST  – шаг.
В результате

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ,

dx t
D A D A x t

dt
A A x B B u d t

d t A A x t

′= + +

 + − + − + 
+ −

0 1 0 2

1 2 0 1 2

1 2

 (13)

где

( ) ( ) .Td t f x t= −

Уравнение (13) – непрерывное уравнение, кото-
рое описывает работу импульсного регулятора в 
нормальном, ненасыщенном режиме [3].

Анализ уравнения (13) будет рассмотрен в даль-
нейшем.

Уравнение (13), описывающее динамику процес-
са в ненасыщенном режиме, может иметь положе-
ния равновесия («виртуальные»), расположенные 
в физически нереализуемой области или области 
насыщения.

2. Математическая модель 
в режиме насыщения 

Рассмотрим выражение для коэффициента за-
полнения импульсов [4]

( ) ( )
( )

,

,T
L c

D t D d t

d t f I f V f x

= +

= − − = −

0

1 2

 (14)

где

( ), ;Tf f f= 1 2

;L

C

õ I
õ

x V
   

= =      
   

1

2

D0  – коэффициент заполнения импульсов в номи-
нальном режиме (точке покоя); f1  – коэффициент 
усиления цепи обратной связи по току; f2  – ко-
эффициент усиления цепи обратной связи по на-
пряжению.

min max( ) ,D D t D< <

min max .TD D f x D< − <0

Это иллюстрирует рис. 3.

( )

( ) ,

n s sat sat n

s sat sat

x I T D A D A x

T D B D B u

+  ′= + + + 

′+ +

1 1 2

1 2

 (15)

где
.sat satD D′ = −1

Уравнение (15) линейно, так как 

constsatD =  (или minsatD D=  или max ).satD D=  (16)

Уравнение (15) – дискретное уравнение, которое 
было получено подстановкой замены (16) в урав-
нение (6).

От дискретного уравнения (15) перейдем к диф-
ференциальному уравнению с помощью аппрок-
симации разностного оператора дифференциаль-
ным (формула Эйлера):

( ) ( )

( ) .

sat sat

sat sat

dx t
D A D A x t

dt

D B D B u

′ = + + 

′+ +

1 2

1 2

 (17)

Подставим значения из формулы (7) в уравнение 
(15) и, решая его относительно ,x0  находим поло-
жение равновесия:

( )
.sat sat

sat sat

D B D B u
x

D A D A

′+
= −

′+
1 2

0
1 2

 (18)

3. Определение количественных 
соотношений 

Выполним преобразования в уравнении (13):

( ) ( ) ( ) [( )

( ) ] ( ) ( )( ) ( ),

dx t D A D A x t A A x
dt

B B u d t d t A A x t

′= + + − +

+ − + −

0 1 0 2 1 2 0

1 2 1 2

где ( ) ;Òd x f x f x f x= − = − −1 1 2 2  ( ), .Tf f f= 1 2
Обозначения

( ) ( ) .T TA D A D A A A x f B B uf′= + + − + −0 1 0 2 1 2 0 1 2


Рис. 3. Насыщенные и ненасыщенный участки ШИМ-регуля-
тора на плоскости векторов состояния. I0  и V0  – номиналь-
ный ток (ток покоя) в индуктивности и номинальное напряже-
ние (напряжение покоя) на конденсаторе
Рис. 3. Saturated and unsaturated sections of the PWM control-
ler on the plane of the state vectors. I0  и V0  are the rated current 
(quiescent current) in the inductor, and the rated voltage (quiescent 
voltage) across the capacitor
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В результате обозначения получим систему сле-
дующего вида:

( ) ( ) ( ).dx t A dB x t
dt

= +  (19)

Введем нормированную матрицу K равенством:

;LK

C
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1 0

10

;
L

K
C

−  
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1 0
0

( ) ( ) ( ).dx tK A dB x t
dt

= +

Тогда система примет вид
( ) ( ) ( ),dx t K A K dB x t

dt
− −= +1 1


где

( ) ( )

( ) ( )
;

L

H

H

L

H

H

R V f D V f
L L LK A

C D I f I f R
C R C

R V f D V f
I f R

D I f
R

−

′ + + − −  = =  ′   + −  
 
 

′ − + − + 
= − ′ + 
 

0 1 0 0 2
1

0 0 1 0 2

0 1 0 0 2

0 2
0 0 1

0
0 1

1



.
L LK B

C
C

−

 
    

= =       −    − 
 

1

100 0 1
10 1 00

Обозначим
;

;

;

.

L

H

H

R R V f

N D V f

N D I f

I f R
R

R

= +

′= +

′= +

−
=

1 0 1

1 0 0 2

2 0 0 1

0 2
2

1

В результате получим следующую систему:

( ) ;
x R N x

f x f x
x N R x

        − −
= + − −               −         

1 1 1 1
1 1 2 2

2 2 2 2

0 1
1 0





,

.

x R x N x f x x f x

x N x R x f x f x x
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 = + + +

2
1 1 1 1 2 1 1 2 2 2

2
2 2 1 2 2 1 1 2 1 2





 (20)

Вычислим матрицу системы (20), линеаризован-
ную в окрестности нулевой точки покоя:

;

, ;

.

F F
x x

A
F F
x x

x x

R N
A

N R

 ∂ ∂
 
∂ ∂ =  ∂ ∂

  ∂ ∂ 
= =

 − −
=   
 

1 1

1 2

2 2

1 2

1 2

1 1

2 2

0 0

Составим характеристическое уравнение ма-
трицы A:

( ) .

R N
A E

N R

R R N N R R

− −λ −
−λ = =

−λ

= λ + − λ + − =

1 1

2 2

2
1 2 1 2 1 2 0

Или, что то же самое:
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1
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Найдем корни характеристического уравне-
ния (21):

( )( )

( )( )
;

H
L

H

L H
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I f R
D b ac R V f

R

D V f D I f

R V f I f R
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0 2
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11
2
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I f R
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  −
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0 2
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11
2

Приведем достаточные условия, при выполне-
нии которых имеет место бифуркация Андроно-
ва – Хопфа.

m -параметр:
1) ( ),λ m1  ( )λ m2  – корни характеристического 

уравнения (21) оказываются чисто мнимыми при 
;m = m0

2) ( )Re ( ) Re ,λ m = λ m =1 2 0  при ;m = m0

3) 
(Re ( ))d

d
λ m

≠
m

1 0  при .m = m0

⇒  при m = m0  система (20) обладает однопараме-
трическим семейством периодических решений.

Значение m = m0  является точкой бифуркации 
для системы (20).

Будем считать все параметры системы фикси-
рованными, кроме .HR  Исследуем условия, при 
которых при изменении HR  (бифуркационный 

параметр) в системе имеет место бифуркация Ан-
дронова – Хопфа.

Введем числовые значения параметров для си-
стемы (20):

, ;f =1 0 1     , ;LR R V f == +1 0 1 5 75

;f =2 1     , ;N D V f′= + =1 0 0 2 37 9     ;LR = 2

,, ;
H

N D I f
R

′= + = +2 0 0 1
3 750 4     , ;V =0 37 5

, ;H

H H

I f R
R

R R
−

= =0 2
2

1 36 5     , ;D =0 0 6

, ;D D′ = − =0 01 0 4     , .
H H

V
I

R R
= =0

0
37 5

Система (20) примет следующий вид:

, , , ,

, ,, , ,
H H

x x x x x x

x x x x x x
R R

 = − − − −

  

= + + + +     

2
1 1 2 1 2 2

2
2 1 2 1 1 2

5 75 37 9 0 1

3 75 36 50 4 0 1





 (22)

,x R∈ 2  ,HR R∈  HR  – параметр.

Заключение
В результате качественного описания проблемы 

устойчивости и бифуркаций ИСН можно тем не 
менее сделать определенные выводы. Эволюция 
динамических систем сопровождается потерей 
устойчивости одними режимами функционирова-
ния и бифуркационными переходами их в новые. 
Эти «фазовые переходы» могут осуществляться 
плавно, мягко, а могут происходить скачкообраз-
но, в виде катастроф. Строгий математический 
анализ устойчивости и бифуркаций позволяет 
сегодня практически рассматривать широкий 
спектр проблем, связанных с исследованиями би-
фуркационных переходов в динамических систе-
мах импульсных стабилизаторов напряжения. Но 
при этом необходимо опираться на строгие матема-
тические результаты и использовать обоснованные 
методы теоретического и качественного анализа.
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Bifurcation transitions in dynamic systems of pulse voltage regulator

Andrei A. Voronoi  , Nikita A. Cilimbaev, Vladimir A. Ushmodin
Povolzhskiy State University of Telecommunications and Informatics  

23, L. Tolstoy Street,  
Samara, 443010, Russia

Abstract – In this article bifurcations in nonlinear dynamical systems are considered and special attention is paid to 
bifurcations-crises, which are identified with catastrophes in systems. The qualitative change in the phase portrait that occurs 
when the parameter m of the system changes is called the bifurcation of the phase portrait. The value of the system parameter 
m = m0, at which bifurcation occurs, is called the bifurcation value of the parameter (or bifurcation point). Mathematical models are 
presented in unsaturated mode; in saturation mode. Sufficient conditions are given under which the Andronov–Hopf bifurcation 
takes place. Quantitative relations are determined for the conditions under which the Andronov–Hopf bifurcation takes place in 
the system. Numerical values of parameters are entered, at which the system takes a quite compact, but quite informative form.

Keywords – catastrophe, bifurcations, nonlinear systems, phase portrait.
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