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В работе представлено приближенное аналитическое решение в замкнутом виде для мод изогнутого круглого сла-
бонаправляющего оптического волокна с произвольным профилем показателя преломления. Решение справедливо для 
направляемых линейно-поляризованных мод произвольных радиального и азимутального порядков. Предлагаемое ре-
шение основано на совместном использовании метода приближения Гаусса и метода стратификации, а также замене 
оптического волокна с радиусом изгиба, значительно превышающим радиус волокна, некоторым прямым оптическим 
волокном c эквивалентным профилем показателя преломления. Представлены результаты вычислений для типичного 
профиля показателя преломления многомодового оптического волокна с диаметрами сердцевины и оболочки 50/125. По-
казано, что для рассмотренных примеров степень влияния радиуса изгиба на постоянную распространения моды изогну-
того волоконного световода возрастает с увеличением порядка моды. При этом, в диапазоне изменений радиуса изгиба 
световода, в котором выполняются условия применения предложенного приближенного аналитического решения, по-
стоянная распространения мод за счет изгиба световода изменяется незначительно и можно полагать, что это изменение 
не зависит от значения радиуса изгиба.
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На практике, как правило, имеют дело с изогну-
тым оптическим волокном. В частности, в кабеле 
из-за избыточной длины оптического волокна, 
в  кассетах оптических муфт вследствие укладки 
запаса оптического волокна и т. п. Соответствен-
но, с практической точки зрения непосредствен-
ный интерес представляет анализ волоконных 
световодов с учетом их кривизны. В ряде работ, 
посвященных анализу изогнутых оптических во-
локон, оптическое волокно с кривизной заменяют 
прямым волоконным световодом с некоторым эк-
вивалентным профилем показателя преломления 
[1–9]. В работах [10–19] рассмотрены более строгие 
модели изогнутого световода. Однако, во-первых, 
подавляющее большинство работ ограничивается 
анализом потерь из-за изгибов волокна. И,  кро-
ме того, во всех вышеперечисленных работах за-
дача решается либо для какого-то конкретного 
типа профиля показателя преломления световода, 
либо для конкретной моды. Общее приближенное 
аналитическое решение для моды произвольных 
радиальных и азимутальных порядков слабона-
правляющего изогнутого оптического волокна с 
произвольным профилем показателя преломле-
ния представлено в статье [20]. Здесь, как и в [1–9] 
волоконный световод с кривизной заменяют на 

прямой волоконный световод с некоторым экви-
валентным профилем показателя преломления, 
для которого задачу решают хорошо известным 
методом приближения Гаусса [21–23]. Как и в [24] 
метод приближения Гаусса применяли совместно 
с методом стратификации [25;  26], что позволило 
получить аналитическое решение для волокна 
с произвольным профилем показателя прелом-
ления и моды произвольного порядка. Однако, 
представленные в [20] аналитические выражения 
для постоянной распространения и характеристи-
ческое уравнение справедливы лишь для кусочно-
регулярной модели изогнутого волоконного све-
товода, что вносит дополнительную погрешность. 
Кроме того, в качестве примера выбран «плохой» 
профиль показателя преломления, который не 
типичен для современных оптических волокон. 
В данной работе, предлагается решение для про-
извольной моды изогнутого оптического волокна 
с произвольным профилем показателя преломле-
ния, базирующееся на изложенном в [20] подходе, 
но свободное от указанных выше недостатков.

Как было отмечено выше, для определения па-
раметров моды радиального порядка m и азиму-
тального порядка l многомодового оптического 
волокна воспользуемся методом приближения 
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Гаусса, согласно которому в общем случае для 
оптического волокна с профилем показателя пре-
ломления, описываемому зависимостью ( , ),n r ϕ  
выражение для постоянной распространения 
имеет вид [23; 24]:
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, ( )l mF x  – радиальное распределение поля моды 

;lmLP  r, ,φ  z – координаты цилиндрической систе-
мы координат (r – радиальная, φ  – азимутальная); 
a – радиус сердцевины световода; 0r  – эквивалент-
ный радиус поля моды; /R r a=  – нормированная 
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полином Лагерра; 2 /k = p l  – постоянная распро-
странения свободного пространства; l  – длина 
волны.

Интегрируя, из (1) получаем [24]:
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Как и в [20] будем рассматривать изогнутый во-
локонный световод, радиус кривизны которого  Cr   
значительно превышает диаметр сердцевины. В этом 
случае изогнутый световод может быть заменен 
некоторым прямым (не изогнутым) световодом с 
эквивалентным профилем показателя преломле-
ния, определяемым формулой [1; 2]:
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Следует отметить, что в ряде работ рекоменду-
ют в формуле (3) вместо значения радиуса изгиба 
подставлять некоторое эквивалентное значение. 
Так, в [7] предлагается использовать значение эк-
вивалентного радиуса изгиба равное 1,28 ,Ce Cr r=  
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Подставляя (6) в (3), получаем
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Известно, что [27; 28]
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где p – целое число; ( )pI b  – модифицированная 
функция Бесселя первого рода целого порядка от 
аргумента b.

Учитывая, что подынтегральная функция в (7) 
является четной, согласно (8)–(9) из (7) получаем:
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Здесь 02 / .Cr rη =
Как и в [24] стратифицируем сердцевину свето-

вода и полагаем его оболочку однородной и бес-
конечной. В результате получаем:
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Здесь N – число слоев в сердцевине.
Для вычисления интеграла (11) воспользуемся 

разложением модифицированной функции Бессе-
ля целого порядка в ряд [27; 28]:
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Или в более удобном для дальнейших операций 

виде
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Подставляя (14) в (13) получаем следующее выра-
жение для искомой интегральной функции:
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Представим произведение полиномов Лагерра в 
виде ряда [27; 28]:

( ) ( )
1 2

1 2

1 2

( ) ( )

0
,

m m
l l p

pm m
p

L x L x g x
+

=

= ∑ 	 (17)

( ) ( )

( )

( )2
2 1

2 1
1

min ,

, ,
max 0,

,
p m

l l
p j m p j m

j p m
g q q −

= −

= ∑

( ) ( )
( ) ( ),

!
.

! ! !
i

i

l i i
j m

i i

l m
q

j m j l j

+
=

− +

Подставляя (17) в (2) получаем
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После подстановки (18) в (15) и (16) приходим к 
следующим выражениям для искомой интеграль-
ной функции:
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Интеграл в (18), (20) является табличным и вы-
числяется по формуле [27–29]:
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Согласно (21) после группирования членов сумм 
из (19), (20) получаем следующие аналитические 
выражения для вычисления искомых интеграль-
ных функций:
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Поскольку 1η <<  то, несмотря на бесконечный 
предел, ряд по u в (20) сходится достаточно быстро. 

Дифференцируя выражение (11) для квадра-
та постоянной распространения моды 2β  по 0R  
и приравнивая полученную производную нулю 
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В результате получили в замкнутом виде при-
ближенное аналитическое решение для произ-
вольной моды изогнутого круглого слабонаправ-
ляющего волоконного световода с произвольным 
профилем показателя преломления. Решая харак-
теристическое уравнение (24), определяем экви-
валентный радиус пятна моды, зная который по 
формуле (11) с учетом (12) и (22), (23) рассчитываем 
постоянную распространения моды. Определив 
эквивалентный радиус пятна моды Лагерра – 
Гаусса можно найти и остальные ее параметры.
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В качестве примера для типичного профиля 
показателя преломления многомодового оптиче-
ского волокна на длине волны 1300 нм были вы-
полнены расчеты зависимости от радиуса изгиба 
расхождения оценок постоянной распростране-
ния отдельных мод изогнутого световода и пря-
мого прямого световода. Профиль показателя 
преломления оптического волокна, для которого 
были выполнены расчеты представлен на рис.  1. 
Результаты вычислений для отдельных мод пред-
ставлены на рис. 2. Как следует из представленных 
результатов, обусловленные изгибом изменения 
постоянной распространения для мод одного по-
рядка 02 ,LP  11LP  практически совпадают. Рассма-
триваемое расхождение увеличивается с увеличе-
нием порядка моды. Вместе с тем, практически во 
всем диапазоне изменения кривизны волоконно-
го световода, в котором допустимо применение 
предлагаемого аналитического решения, это рас-
хождение не превышает 1,0 % и можно полагать, 
что эта величина не зависит от радиуса изгиба.

Таким образом, в работе получено приближен-
ное аналитическое решение в замкнутом виде для 
произвольной моды изогнутого круглого слабона-
правляющего волоконного световода с произволь-
ным профилем показателя преломления. Пред-
ставлены результаты вычислений для типичного 
профиля показателя преломления многомодового 
оптического волокна с диаметрами сердцевины и 
оболочки 50/125. Показано, что для рассмотрен-
ных примеров степень влияния радиуса изгиба 
на постоянную распространения моды изогну-
того волоконного световода возрастает с увели-
чением порядка моды. При этом, в диапазоне 
изменений радиуса изгиба световода, в котором 
выполняются условия применения предложен-
ного приближенного аналитического решения, 
постоянная распространения мод за счет изгиба 
световода изменяется незначительно и можно по-
лагать, что это изменение не зависит от значения  
радиуса изгиба.

Рис. 1. Пример профиля показателя преломления многомодового оптического волокна 50/125

Рис. 2. Зависимости от радиуса изгиба расхождения оценок постоянных распространения мод прямого и изогнутого оптическо-
го волокна
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An approximate solution for modes of curved optical fiber
V.A. Burdin, A.V. Bourdine, D.E. Praporshchikov

Povolzhskiy State University of Telecommunications and Informatics  
23, L. Tolstoy Street  

Samara, 443010, Russian Federation

The paper presents an approximate analytical solution in closed form for the mode of a weakly guiding circular optical fiber 
with an arbitrary profile of the refractive index. The solution is valid for guided linearly polarized modes of arbitrary radial and 
azimuthal orders. The proposed solution is based on the joint application of the Gaussian approximation method and the stratifi-
cation method, as well as the replacement of an optical fiber with a bending radius significantly exceeding the radius of the fiber, 
some direct optical fiber with an equivalent profile of the refractive index. The results of calculations for a typical refractive index 
profile of a multimode optical fiber with a core and cladding diameters of 50/125 are presented. It is shown that for the considered 
examples, the degree of influence of the bending radius on the propagation constant of the mode of a curved fiber waveguide 
increases with increasing mode order. And, in the range of changes in the bend radius of the fiber, in which the conditions for ap-
plying the proposed approximate analytical solution are fulfilled, the mode propagation constant due to the bending of the fiber 
changes insignificantly and we can assume that this change does not depend on the value of the bend radius.

Keywords: optical fiber, linearly polarized mode, refractive index profile, equivalent mode field radius, curvature, bend radius, 
mode propagation constant.
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