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Для эффективного решения задачи оценки канонических параметров спутника-ретранслятора при орбитальном 
движении сформулирована содержательная постановка, в рамках которой задана обобщенная схема модели фильтрации 
координат и вектора скорости движения спутника-ретранслятора. Введена система ограничений и допущений. При пред-
ставлении вектора состояния непрерывным векторным марковским процессом определены обобщенные уравнения  
состояния и наблюдения в кинематических переменных. С применением методов численного дифференцирования, схем 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений, оптимизации выполнена линеаризация исходной задачи филь-
трации при определении правил вычисления матриц эволюции и измерений. Работоспособность сформированных алго-
ритмических решений проверена на конкретных примерах.
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Активно развивающиеся системы радионави-
гации, геолокации и радиоконтроля в системах 
спутниковой связи обуславливают актуальность 
задачи максимально точной (ошибка соизмерятся 
единицами метров) оценки канонических пара-
метров (мгновенные значения координат и век-
тора скорости) спутников-ретрансляторов (СР) 
при орбитальном движении [1]. Указанная задача 
является одной из составляющих проблемы бал-
листико-навигационного обеспечения, которая в 
Российской Федерации решается Баллистически-
ми центрами Министерства обороны, Института 
прикладной математики им. М.В. Келдыша и Рос
авиакосмосом. Фундаментальную основу для ре-
шения задачи оценки канонических параметров 
СР составляет теория баллистического проекти-
рования искусственных спутников Земли, теория 
оценивания и фильтрации.

Теория баллистического проектирования ос-
нована на положениях и принципах небесной 
механики [2–6] при изучении особенностей вы-
числений матриц прецессии и нутации, звездного 
времени, положения Луны и Солнца относитель-
на центра масс Земли, эффектов движения полюса 
Земли, разниц всемирного и всемирного коорди-
нированного времени и пр. По своей сути разра-
батываемые математические модели баллистики 
в формируемых и совершенствуемых современ-
ных численно-аналитических теориях движения  

искусственных спутников Земли [11] при заданных 
начальных условиях сводятся к решению систем 
дифференциальных уравнений в кинематических 
или оскулирующих переменных, которые задают 
уравнение состояние относительно прогнозиру-
емых канонических параметров СР на текущий 
момент времени. Фактически канонические па-
раметры, полученные при экстраполяции из урав-
нения состояния, всегда отличаются от реальных 
из-за действия и неполноты учета возмущающих 
факторов, неадекватности расчетных моделей [2]. 
Повышение точности указанных методов воз-
можно при добавлении к уравнению состояния 
дополнительной системы уравнений наблюдения, 
задающей в формируемой модели разнесенных из-
мерительных сенсоров независимое правило оце-
ни канонических параметров СР, с последующей 
фильтрацией получаемых значений состояния и 
наблюдения по выбранному критерию в обобщен-
ной теории байесовской фильтрации [12; 25]. По-
добные решения с применением калмановской 
модели фильтрации координат подвижного объ-
екта рассматриваются в работах В.С. Черняка [13], 
D. Musicki, W. Koch [14], В.Н. Харисова, А.И. Яков-
лева, А.Г. Глущенко [15], Zhixin Liu, Yongjun Zhao, 
Dexiu Hu, Chengcheng Liu [16], ����������������������K���������������������.��������������������C�������������������.������������������ Ho��������������� [17] и др. Од-
нако указанные исследования непосредственно не 
рассматривают задачу фильтрации канонических 
параметров СР и не учитывают особенности фор-
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мирования рекуррентных алгоритмических реше-
ний с определением матриц эволюции и перехода 
при линеаризации исходной модели. Последнее 
затрудняет построение адекватных математиче-
ских моделей фильтрации канонических параме-
тров спутника-ретранслятора при орбитальном 
движении. Устранение указанного недостатка яв-
ляется целью настоящей статьи.

С учетом анализа решений [1; 12–16] сформиро-
вана схема задачи фильтрации канонических па-
раметров спутника-ретранслятора при орбиталь-
ном движении (рис. 1).

Основные объекты схемы: командно-измери-
тельная система (КИС); спутник-ретранслятор 
(СР); K реперных станций (РС). Вектор параме-
тров ( ) ( ) ( ){ }ñð ñð,t r t V tλ =

 



 состояния СР является 
исследуемым векторным случайным процессом, 
который задает канонические параметры СР – по-
ложение ( )ñðr t  и скорость ( )ñðV t



 в момент време-
ни  t. Положения КИС и РС известны и характе-
ризуются векторами 0r

  и 1,..., Kr r   соответственно.
Реперные станции k-е передают тестовый сиг-

нал ( )S t  на спутник-ретранслятор с частотой 
( )ââ .kf t  Передача сигнала выполняется синхрон-

но с помощью меток времени спутниковых радио-
навигационных систем ГЛОНАСС и/или GPS  [1]. 
На входе приемника СР наблюдается сигнал 

( )kS t  ( )1, ,k K=  различие которого от исходного 

( )S t  обуславливается воздействием помех сре-
ды распространения радиосигнала и смещения 

( )ââ
kf t  на величину доплеровского сдвига часто-

ты ( )ââ ,kf t∆ λ


 на участке распространения от k-й 

РС до СР. Ретрансляция сигнала ( )S t  k-й РС спут-
ником связи осуществляется на частоте ( )ââ

kf t +

( ) ( )ñðââ , ,kf t f t+ ∆ λ + ∆


 где ( )ñðf t∆  – частота пере-
носа СР на линию вниз (участок от СР до КИС), ко-
торая формируется из суммарной частоты всех ге-
теродинов приемника и передатчика СР. На входе 
приемника КИС сигнал ( )S t  k-й РС наблюдается 
на частоте ( ) ( )ââ ââ ,k kf t f t+ ∆ λ +



( ) ( )ñð âí , ,kf t f t∆ + ∆ λ


 

где ( )âí ,f t∆ λ


  – доплеровский сдвиг частоты на 

участке распространения от СР до КИС. На выходе 
приемника КИС формируется суммарный сигнал

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ,

1
, ,k

K
i F t t

k k
k

t A t S t t e t
π ∆ λ

=

ξ = −Τ λ + υ∑




составленный из сдвинутых по временному 
( ),k tΤ λ


 и частотному ( ),kF t∆ λ


 параметрам сигна-
лов k-х реперных станций, затухания ( )kA t  сигна-
ла на участке распространения k-я РС–СР–КИС и 
шума ( ) .tυ  Шумовой параметр ( )tυ  в рассматри-
ваемой математической модели непрерывного ка-
нала связи определяет помехи среды распростра-
нения на линиях вверх и вниз (соответствующие 
участки от k-й РС до СР и от СР до КИС).

Величина времени прихода ( ),k tΤ λ


 сигнала 
( )S t  от k-й РС на КИС складывается ( ),k tΤ λ =



( ) ( ),k kt tτ= τ λ + δ


 из ошибки ( )k tτδ  измерения и ис-
тинного времени ( ),k tτ λ



 прихода на КИС сигнала 
от k-й РС. Значение ( ),k tτ λ



 удовлетворяет тожде-
ству

( ) ( ) ( )( )ñð ñð
1

0, ,k kt c r r t r t r−τ λ = − + −


    	 (1)

где c  – скорость света в вакууме.

Рис. 1. Схема задачи фильтрации канонических параметров спутника-ретранслятора при орбитальном движении
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Ошибка ( )k tτδ  обуславливается ионосферной 
и тропосферной ошибками измерения на линиях 
вверх и вниз – соответствующие участки от k-й РС 
до СР и от СР до КИС и ошибкой синхронизации 
передачи сигналов РС по меткам времени.

Величина частотного сдвига ( ),kF t∆ λ


 принима-
емого КИС сигнала ( )S t  k-й РС от СР определяется 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ñðââ ââ

âí êèñ

, ,

, , ,
k k k

f
k k k

F t f t f t f t

f t f t f t t

∆ λ = + ∆ λ + ∆ +

+ ∆ λ + ∆ = ∆ λ + δ

 

 

где ( )êèñf t∆  – суммарная частота всех гетероди-
нов приемника КИС; ( ),kf t∆ λ



 и ( )f
k tδ   – истин-

ный частотный сдвиг принятого КИС сигнала 
( )S t  от k-й РС и ошибка измерения ( ),kf t∆ λ



 со-
ответственно. Значение ( ),kf t∆ λ



 удовлетворяет 
тождеству

( )

( ) ( )
( )
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−
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 − − = +  − − 



   



 

   

	 (2)

где ââ ââ
k kf f =   
   и ñðâí âí ââ

k k kf f f f = = + ∆  
    – 

средние номинальные значения передачи сигнала 
( )S t  k-й РС на линиях вверх и вниз соответственно.
Ошибка ( )f

k tδ  обуславливается нестабильнос
тями гетеродинов передатчиков k-х РС, СР и при-
емника СР, КИС.

Учитывая содержательное описание схемы 
фильтрации канонических параметров СР при 
орбитальном движении, сформулируем основные 
допущения и ограничения, выделяемые при реше-
нии задачи математического моделирования.

1.  Математическая модель пространственного 
движения спутника-ретранслятора формируется в 
земной системе координат и задается в кинемати-
ческих параметрах:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ñð ñð ñð

T
ñð

ñð ñð
T

ñð

3

;

,

ct

ct ct V

ct ct r

dV t dt t t r t r t

t t V t t
dr t dt V t

t t r t t

− 
= Ψ −µ − 

 
′− + ∆

= −

′− + ∆

M

M M

M M

 

 

 









	 (3)

где GMµ =  – гравитационный параметр Земли; 

G = 116,6719 10−⋅   ( )2 2ì êã ñ⋅  – постоянная поля 

тяготения Земли; 245,974227218225421 10M = ⋅  кг – 
масса Земли; ( )V t∆



 и ( )r t∆


 – векторные функ-
ции, которые характеризуют случайных характер 
изменения вектора скорости и положения СР со-
ответственно; ( )tΨ



  – возмущающее ускорение, 

обусловленное действие сил (влияние нецентри-
рованного поля тяготения Земли, притяжение 
третьих тел, давление солнечного света, наличие 
атмосферы и др. [2; 7]) на СР; ( )T

ct t′M  – транспони-
рованная матрица ( ) ( ) ;ct ctt d t dt′ =M M  ( )ct tM   – 
матрица преобразования небесной системы коор-
динат в Земную. Предполагается, что вычисление 
элементов матрицы ( )ct t′M  выполняется числен-
но с применением интерполяционного метода, 
например Лагранжа. Производная произвольной 
функции ( )f x  в таком случае будет определяться 
соотношением

( ) ( )

( ) ( )
 

 

2 2

1 2

1

2

0
2

2 2 102

1
0

1

;1
1, ,

;
0, ,

L

l
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l l l

l l lL

l

df x
f x

dx

x x x x
x x l l l l
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l l
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=
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≈ ∆ ×

  − ∆ ∆ −∆ ∆ − ∆ = ∨ =
× ≠

 =

∑

∏
∑

	 (4)

где ( ) ;lx x l L∆ = + ∆ −  ∆  – шаг численного диффе-
ренцирования; 2L  – порядок интерполяции.

2. Правила вычисления элементов ( ) ,tΨ


 ( )ct tM  
известны и могут быть реализованы по алгорит-
мам, представленным в [18].

3. Ошибки измерений ( ) ,k tτδ  ( )f
k tδ  и эволюции 

( ) ,V t∆


 ( ) ,r t∆


 характеризующие флуктуацию слу-
чайных параметров, являются случайными вели-
чинами, которые распределены по нормальному 
закону.

4. Особенности реализации многостанционного 
доступа РС к частотно-энергетическому ресурсу 
СР выносятся за рамки формируемой математи-
ческой модели.

Для формирования обобщенной математи-
ческой модели фильтрации канонических па-
раметров СР представим ( )tλ



 непрерывным 
векторным марковским процессом, эволюция ко-
торого в общем виде определяется из уравнения  
состояния:

( ), ,t t tt wλ = Φ λ +
 





 	 (5)

где ( ) ;t tλ ≡ λ
 

 ;t
t

d
dt
λ

λ ≡





  ( ),t tΦ λ




 – вектор сноса; 

( )tw w t≡
   – белый гауссовский вектор-шум при 

0tw  = 
  и cov ,t tw  =  Q  наблюдаемый по пра-

вилу

( ), ,t t tt vη = ϒ λ +


  	 (6)

где ( ) ;t tη ≡ η  ( )tv v t≡
    – белый гауссовский век

тор-шум при 0tW  = 


  и cov ;t tv  =  R  ( ),t tϒ λ


 – 
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функции измерения канонических параметров СР 
по принимаемым сигналам РС.

С учетом заданной постановки задачи филь-
трации в соотношениях состояния (5) и наблюде-
ния (6) вектор сноса ( ),t tΦ λ




 и вектор-шум tw  для 

( ) ( ) ( ){ }ñð ñð,t r t V tλ =
 

  определяются из выраже-

ния (3) соответствующими соотношениями:
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	 (7)

а функция измерения ( ),t tϒ λ


 задается решением 
системы из 6 уравнений, составленных тождества-
ми (1), (2), и при обозначениях 

( ) ( ) ( ) ( )ñð ñð 0, , ,k k kG t r r t r t r c tτ λ = − + − − τ λ
 
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задаваемых в виде
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( )

T
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	 (8)

где   1 2 3 1 2 3, , 1; : .k k k K k k k ∈ ≠ ≠ 
Приняв дополнительное ограничение о том, что 

на длительности t∆  элементы вектора tλ


 при до-
статочно медленном изменении постоянны, разо-
бьем интервал наблюдения 0,T    на тактовые 

подынтервалы 1,j jt t t +
 ∈    ( 1 ;j jt t t+∆ = −  1, ;tj N=  

)tN T t = ∆   и перепишем уравнения состояния 

(5) и наблюдения (6) в виде

( ), ;j j j jt wλ = Φ λ +
 





 	 (9)

( ), ,j j j jt vη = ϒ λ +


  	 (10)

где ( ) ;j jtλ ≡ λ
 

 ( ) ;j jtη ≡ η
   ( ) ;j jw w t≡

   ( ) .j jv v t≡
 

С учетом заданного дополнительного ограни-

чения оценка частотных ( ),k j jf t∆ λ


 и временных 

( ),k j jtτ λ


 параметров в (8), принимаемого КИС 

сигнала k-й РС, выполняется по правилу макси-

мального правдоподобия взаимной функции не-
определенности (ВНФ), которое представлено, на-
пример, в [19].

Решение системы нелинейных уравнений (8) 
предлагается выполнять численно, например ме-
тодом Ньютона [20], при составлении приближе-
ния наблюдаемого вектора состояния jη

  СР ите-
рационным вычислением
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n n n n

j jj j j jt G t
       + −          η = η − η η   

   
H



    	 (11)

где 0; ,n N ∈    N  – максимальное число итера-
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;jj
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Прогнозирование состояния 1j+λ


 СР в момент 
времени 1jt +  осуществляется решением обыкновен-
ного дифференциального уравнения ( ),j j jtλ = Φ λ

 


  
из (9) с применением явного метода Рунге – Кутты [21]:
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1
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1
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∑
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
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	 (13)

где h t≤ ∆  – величина шага по временной сетке; 
s  – число этапов численной схемы; ,iia ′  ,ib  ic  – ве-
щественные коэффициенты, которые могут быть 
заданы по правилам из [21].

(12)
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Рекуррентное вычисление (11) формирует при-
ближенный вид ( ),

N j jtεϒ λ


 функции измерения 
( ),j jtϒ λ


 и совместно с численным решением (13) 
позволяют задать нелинейную задачу фильтрации 
канонических параметров СР при орбитальном 
движении:

( )
( )

1 1

1 1 1 1

, ;

, .
h

N

j j j j j

j j j j

t w

t v
+ ε +

+ ε + + +
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η = ϒ λ +

  






 

	 (14)

где
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′= =

 
 Φ λ = Φ λ + κ +
 
 

∑ ∑
 

 

Выполним линеаризацию сформированной 
модели (14) при разложении функции эволюции 

( ),
hj j jtελ +Φ λ

 


 и функции измерения ( ),
N j jtεϒ λ


 
в ряд Тейлора в окрестности точки jλ



 по первому 
члену:

1 1

1 1 1 1 1

;

,
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λ = λ + +

η = λ + +
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	 (15)

где ( ), ;j M j jt= λ +A J E


 ( ) ( ), , ;
hj j j M j j jB t tε= Φ λ − λ λJ
   

( ), ;M j j jt− λ λJ
 

 ( ),M j jtλJ


  – матрица Яко-

би для системы функций ( ), ;
h j jtεΦ λ




 1jD + =


( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 1 1 1, , , ;j j j j S j j jt G t t−

+ + + + + + += − λ λ + λ λH J
    

 

1j+ =C ( )1 1, ;S j jt+ +− λE J


 ( )1 1,S j jt+ +λJ


  – матри-

ца Якоби для системы функций ( )1
1 1,j jt−

+ +λH


( )1 1, ;j jG t+ +λ
 

 E  – единичная матрица. Элементы 

матриц ( ), ,M j jtλJ


 ( )1 1,S j jt+ +λJ


 предлагается вы-

числять численно с применением интерполяцион
ного метода Лагранжа по заданному правилу (4).

Разработанная математическая модель (14) с 
учетом правила (15) по ее линеаризации позволя-
ет применить известный алгоритм расширенного 
фильтра Калмана [22; 25] с использованием совре-
менных численных методов [26–28] для решения 
задачи оптимальной фильтрации канонических 
параметров СР при орбитальном движении.

Для практического обоснования сформирован-
ного решения в �����������������������������  Mathcad����������������������   проведено математиче-
ское моделирование рассматриваемой задачи. 
Исходные данные вычислительного эксперимен-
та выбраны следующими.

1.  Параметры СР: Ямал-401 (номер спутника в 
базе ����������������������������������������NORAD����������������������������������� 40345); номер витка на момент эпо-
хи 1605; начальное время и дата моделирования 
12 часов 40 минут 43 секунд 6.04.2019; длитель-

ность измерений 2 дня; эксцентриситет орбиты 
0,0000373; наклон орбиты 0,00025481807079117 рад; 
долгота восходящего узла 3,3725276388966745 рад; 
аргумент перигея 4,208400724261799 рад; средняя 
аномалия 0,7031373050924515 рад; частота обраще-
ния 1,00271746 обор./день; значения первой и вто-
рой производных среднего движения по времени 
–0,00000231 и 0 соответственно.

2. Параметры КИС: широта 52 47'54'';°  долгота 
36 04'42'';°  высота над уровнем моря 0.

3.  Параметры РС: число РС 4;K =  ââ
kf =  

5866=  МГц; ââ 3541kf =  МГц; 20B =  кГц; широта 
РС №1 55 45'07'';°  долгота РС №1 37 36'56'';°  вы-
сота над уровнем моря РС №1 0; широта РС №2 
56 51'27'';°  долгота РС №2 60 36'44'';°  высота над 
уровнем моря РС №2 0; широта РС №3 56 29'51'';°  
долгота РС  №3 84 58'27'';°  высота над уровнем 
моря РС №3 0; широта РС №4 54 42'23'';°  долго-
та РС  №4 20 30'39'';°  высота над уровнем моря 
РС №4 0.

4. Параметры модели состояния СР: поверхность 
Земли аппроксимируется геоидом �������������EGM����������2008; воз-
мущение параметров орбиты в модели состояния 
СР задано притяжением центрированного поля 
Земли, Луны и Солнца; возмущение параметров 
орбиты в реальной модели состояния СР допол-
нено давлением солнечного излучения и нецен-
трированным притяжением Земли (использованы 
алгоритмические реализации из [18]).

Для выбранных параметров среднеквадратиче-
ская ошибка за время наблюдения модели состо-
яния СР по положению составляет 94,14rσ =   м, 
а по скорости – 61,495 10V

−σ = ⋅   ì ñ .
На рис. 2 приведены зависимости среднеква-

дратической ошибки оценки канонических пара-
метров СР при орбитальном движении от K, t∆  и 

,γ  усредненной на заданном интервале наблюде-
ния по 100 расчетам.

Результаты проведенного моделирования под-
тверждают работоспособность и результатив-
ность разработанных алгоритмических решений. 
По данным апостериорных исследований (рис. 2), 
сформированное алгоритмическое решение филь-
трации канонических параметров СР при орби-
тальном движении относительно погрешностей 
экстраполяции и наблюдения в среднем дает воз-
можность снизить среднеквадратическую ошибки 
оценки в 1,78  раза. Предложенная линеаризация 
в модели фильтрации при уточнении особенно-
стей формирования рекуррентных алгоритмиче-
ских решений с определением матриц эволюции 
и перехода с минимальными вычислительными 
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затратами позволяет снизить накопление ошибок 
экстраполяции при увеличении времени наблюде-
ния с относительно большой ошибкой наблюде-
ния. Также апостериорно полученные зависимо-
сти (рис. 2) среднеквадратической ошибки оценки 

канонических параметров СР позволяют сформи-
ровать рекомендации по использованию конкрет-
ного числа реперных станций для заданных дли-
тельности интервала дискретизации и отношению 
сигнал/шум принимаемого тестового сигнала.

	 	
а)	 б)

	 	
в)	 г)
Рис. 2. Графики зависимости среднеквадратической ошибки оценки канонических параметров СР при орбитальном движении 
от K, t∆  и γ
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Mathematical model filtering canonical parameters 
of satellite-repeater in orbital motion

I.S. Polyanskii, I.V. Polyanskaya, T.Z. Pham
The Academy of the Federal Guard Service of the Russian Federation  

35, Priborostroitelnaya Street  
Oryol, 302015, Russian Federation

For the effective solution of the problem estimation of canonical parameters the satellite-repeater at orbital motion the sub-
stantial statement within which the generalized scheme of model filtration of coordinates and a vector of speed movement the 
satellite-repeater is given is formulated. The system of restrictions and assumptions is introduced. When the state vector is rep-
resented by a continuous vector Markov process, the generalized equations of state and observations in kinematic variables are 
determined. Using the methods of numerical differentiation, schemes for solving ordinary differential equations, optimization, 
linearization of the original filtration problem in determining the rules for calculating the evolution and measurement matrices 
is performed. The efficiency of the generated algorithmic solutions is tested on specific examples.

Keywords: mathematical model, filtering canonical parameters of the relay satellite, perturbed inertial orbital motion, vector 
Markov process, extended Kalman filter.
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