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Настоящая статья посвящена вопросам разработки корректных методов электродинамического анализа одиночных 
и многоэлементных излучающих структур с подложками из киральных метаматериалов. Предложен подход к электро-
динамическому анализу таких антенн на основе метода сингулярных интегральных представлений поля и метода по-
верхностных импедансов. Получена система сингулярных интегральных уравнений относительно неизвестных функций 
распределения плотности токов по излучателям. Выполнена апробация предложенного метода на примере решения те-
стовой задачи с использованием программного комплекса Feko. Показаны перспективы использования таких излуча
ющих структур в системах MIMO, позволяющих увеличить их эффективность, в частности повысить пропускную способ-
ность. Представлен также эффект азимутального рассеяния электромагнитных волн, который может найти применение 
при создании низкопрофильных антенн абонентских станций радиосвязи, установленных на подвижных объектах.
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Введение
Задачи совершенствования электрических и 

массогабаритных характеристик антенн, с одной 
стороны, являются особенно важными и актуаль-
ными в настоящее время, поскольку в современ-
ной радиотехнике зачастую самым габаритным 
элементом является именно антенна. С другой 
стороны, помимо требований к массогабаритным 
характеристикам, имеют место достаточно жест-
кие требования по назначению, характеризующие 
излучающую (принимающую) способность антен-
ны. Перспективным направлением в антенной 
технике являются антенны в микрополосковом ис-
полнении, которые в некоторой степени способны 
удовлетворять нынешним требованиям [1–7].

Вместе с тем традиционные подходы к созда-
нию микрополосковых антенн уже практически 
достигли своего предела относительно дальней-

шего улучшения их электрических и массогаба-
ритных характеристик, поэтому поиск новых тех-
нических решений подобных антенн в последнее 
время существенно активизировался. Весьма пер-
спективным подходом к дальнейшему улучшению 
электрических и массогабаритных характеристик 
микрополосковых антенн является применение в 
их конструкции искусственных композитных ма-
териалов, обладающих, как правило, дисперсией, 
и получивших в литературе название метаматери-
алов [8; 9].

Как показывают результаты исследований, при-
менение метаматериалов в антенной технике по-
зволяет существенно улучшить их характеристи-
ки [10], в частности компенсировать реактивность 
электрически малых антенн [11], значительно по-
высить направленные свойства [12;  13], улучшить 
согласование, уменьшить взаимное влияние между 
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излучателями при обеспечении ЭМС [14], а также 
в антенных решетках систем MIMO [15; 16] и т. д.

В работах [17; 18] рассматриваются вопросы со-
гласования антенны с фидерным трактом, а также 
влияние такой подложки на резонансную часто-
ту. В работе [19] рассматривается многослойная 
структура на основе метаматериалом при тре-
угольной и прямоугольной формах излучателя. 
В  [20] приведено исследование микрополоско-
вой антенны с подложкой из метаматериала для  
круглого излучателя, а в [21] – для кольцевого из-
лучателя. В данных работах показано, что приме-
нение подложки из метаматериала в целом позво-
ляет улучшить характеристики антенны. В работе 
[22] Д.М. Позар отметил, что гораздо больший эф-
фект с точки зрения улучшения характеристик 
антенн позволяют получить более сложные ме-
таматериалы – бианизотропные и биизотропные 
среды.

Именно к данным средам относятся киральные 
метаматериалы, представляющие собой диэлек-
трический контейнер, в котором равномерно рас-
положены проводящие элементы зеркально-асим-
метричной формы (спирали, S-элементы и т.  д.). 
Одной из первых работ, посвященных исследова-
нию антенн на основе киральных метаматериалов, 
были [23; 24], появившиеся в 1988–1989 гг. 

На данный момент существует достаточно мно-
го исследований, посвященных исследованию 
характеристик микрополосковых антенн и резо-
наторов на основе киральных метаматериалов. 
Так, например, в [25] показан эффект вращения 
плоскости поляризации при падении волны на 
киральную структуру, в [26] – появление TE / TM-
волн связи, эффект кросс-поляризации, в [27] – эф-
фект так называемой «медленной» резонансной 
частоты, в [28] – антенны поверхностной волны. 
В [29–35] показано, что имеет место увеличение 
коэффициента усиления, повышение развязок 
между излучателями антенной решетки, а также 
уменьшение габаритов за счет компенсации ре-
активной составляющей входного сопротивления.  
В [32] доказано, что использование таких подложек 
позволяет менять резонансную частоту антенны, 
а также изменять ширину рабочей полосы. Кроме 
того, использование киральных подложек повы-
шает эффективность излучения путем снижения 
поверхностных волн [36; 37]. В [38] рассматривает-
ся прямоугольный микрополосковый излучатель, 
расположенный между двумя слоями – суперстрат 
и сабстрат. В работе [39] исследуется микрополо-

сковая антенна с прямоугольным излучателем. 
Приведены зависимости резонансной частоты, 
ширины полосы, а также входного сопротивле-
ния. Показано, что параметры антенны связаны 
со свойством киральности. Предсказана анизо-
тропия взаимности такой среды.

В ряде вышеприведенных работ задача анализа 
микрополосковой антенны с киральной подлож-
кой сводится к решению интегральных уравне-
ний Фредгольма первого рода, которые относят-
ся к классу некорректных математических задач 
в смысле Адамара, в свою очередь, приводящих к 
неустойчивым решениям. Другой подход, связан-
ный с использованием программных комплексов 
электродинамического моделирования, таких как 
Feko, HFSS, CST Studio и т.  п., в силу закрытого 
содержания затрудняет оценку полученных с их 
помощью результатов. Кроме того, такой подход 
требует достаточно больших вычислительных ре-
сурсов.

Данная работа посвящена электродинамическо-
му анализа микрополосковых антенн с подложкой 
из кирального метаматериала методом сингуляр-
ных интегральных представлений (СИП). Суть 
данного метода заключается в получении СИП 
электромагнитного поля, которое при подстанов-
ке в него граничных условий на излучающей по-
верхности переходит в сингулярное интегральное 
уравнение (СИУ), численное решение которого 
является корректной математической задачей.  
Ввиду того что аппроксимируется только часть 
неизвестной функции, описывающей распределе-
ние плотности тока на излучателе (остальная вы-
числяется аналитически), данный метод не требу-
ет больших вычислительных ресурсов.

1. Постановка задачи. Метод 
поверхностных импедансов

Рассмотрим излучающую структуру (ИС), у ко-
торой подложка выполнена из кирального мета
материала толщиной d  и металлизирована с 
нижней стороны (рис. 1). Макроскопические пара-
метры киральной подложки при этом равны 1,ε  

1µ  и ,χ  где 1,ε  1µ  – относительные диэлектри-
ческие и магнитные проницаемости, а χ  – пара-
метр киральности, физический смысл которого 
заключается в определении степени взаимосвязи 
процессов магнитной и электрической поляриза-
ций в среде. На данной подложке расположен бес-
конечно тонкий и идеально проводящий прямо
угольный симметричный излучатель длиной 2l  и 
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шириной 2 .a  Над излучателем находится диэлек-
трическое полупространство, у которого относи-
тельные диэлектрические и магнитные проница-
емости равны 2,ε  2.µ

Было положено, что излучатель является доста-
точно узким, в связи с чем поперечной составля-
ющей поверхностной плотности тока можно пре-
небречь (0, ).yη = η

  В зазор излучателя шириной 
2b  подключен источник электродвижущей силы, 
обеспечивающий непрерывность функции поверх-
ностной плотности тока в зазоре и на поверхности 
излучателя. Предполагалось также, что тангенци-
альная составляющая напряженности стороннего 
поля имеет лишь одну продольную компоненту 

{ }ñò ñò0, ,0 .yE Eτ =


 Кроме того, на поверхности пло-
ского излучателя предполагается выполнение гра-
ничных условий:

( ) ( ), , 0,y yx l x lη − = η + =

( ), 0E x yτ =


 при , ,x a a∈ −    , , ,y l b b l∈ − − ∪       	 (1)

( ) ñò,E x y Eτ τ= −
 

 при , ,x a a∈ −    , .y b b∈ −  

Для решения задач электродинамического ана-
лиза был использован метод поверхностных им-
педансов. Суть этого метода заключается в опре-
делении матрицы поверхностных импедансов, 
связывающей Фурье-образ { }x yT T ,Tτ =



 танген-
циальной составляющей напряженности электри-
ческого поля Eτ



 с Фурье-образом { },x yF F F=


 по-
верхностной плотности тока на излучателе :η

11 12

21 22
,y y

x x

T FZ Z
Z ZT F

    
=    
        

	 (2)

где ijZ  ( ), 1,2i j =  – элементы матрицы поверхност-
ных импедансов ,Z    которые являются функ-
циями переменных β  и h  Фурье-пространства 

( ), .ij ijZ Z h= β
В связи с этим возникает необходимость разло-

жения напряженностей электрического E


 и маг-
нитного H



 полей, а также поверхностной плотно-
сти тока η  в интеграл Фурье.

Элементы матрицы поверхностных импедансов 

ijZ  ( ), 1,2i j =  определяются через элементы ма-
трицы поверхностных адмитансов ijY  ( ), 1,2 ,i j =  
которые, в свою очередь, определяются через эле-
менты матрицы входных адмитансов кирального 
слоя (киральной подложки) ( )1

ijY  ( ), 1,2i j =  и ди
электрического полупространства ( )2

ijY  ( ), 1,2 .i j =  
Выражение для определения элементов матрицы 
поверхностных адмитансов имеет следующий вид:

( ) ( )2 1 ,ij ij ijY Y Y= − 	 (3)

где ( )1
ijY  и ( )2

ijY  ( ), 1,2i j =  – элементы матриц вход-
ных адмитансов кирального и диэлектрического 
слоев соответственно.

Ниже приведено выражение для определения 
элементов матрицы входных адмитансов:

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1,2 1 21,2 1 2
11 12

1,2 1 2 1 2 1 2
21 22

, ,
x y

, , ,
y x

M TY Y
,

M TY Y

    
    =     

        

	 (4)

где ( )1 ,xT  ( )1 ,yT  ( )1 ,xM  ( )1
yM  – выражения Фурье-об-

разов тангенциальных составляющих напряжен-
ности электрического и магнитного поля соответ-
ственно в киральном метаматериале. ( )2 ,xT  ( )2 ,yT  

( )2 ,xM  ( )2
yM  – выражения Фурье-образов танген-

циальных составляющих напряженности электри-
ческого и магнитного поля соответственно в ди
электрическом полупространстве.

2. Элементы матрицы входных 
адмитансов кирального слоя

В большинстве случаев в основе исследований 
киральных сред лежит феноменологическая тео-
рия, которая предполагает использование следу
ющих материальных уравнений [40; 41].

0 1 0 0

0 1 0 0

;

,

D E i H

B H i E

= ε ε χ ε µ

= µ µ ± χ ε µ

  



  

	  (5)

где 0,ε  0µ  – электрическая и магнитная постоянные.
В данных выражениях присутствует параметр 

киральности ,χ  характеризующий степень взаи-
мосвязи процессов электрической и магнитной 
поляризаций в среде. Следует отметить, что здесь 
и далее верхние знаки в выражении (3) соответ-
ствуют киральной среде на основе «правосторон-
них» элементов (например, правовинтовых спира-
лей), а нижние знаки – киральной среде на основе 
«левосторонних» элементов (соответственно, лево-
винтовых спиралей).

В результате были получены выражения элемен-
тов матрицы входных адмитансов кирального слоя:

Рис. 1. Структура ИС
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1
0 1 121

11

, , ,
, ;

sin sinR L

a h i h Y h w h
Y h

z z

+ + ωε ε ν β − β β  β =
± γ + γ

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
12

0 1
1

1 22
21

1
22

0 1

,
, ;

,

,
, , ;

sin sin
sin sin

, ,
,

R L

R L

w h
Y h

i h

a h Y h
Y h w h

z z
z z

Y h
i h a h

−

−

+

−

β
β =

ωµ µ ν β

β
β = β

γ + γ

γ − γ
β =

ωµ µ ν β



	 (6)

где

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

, cos cos

sin sin ;
R R L L

R L

h s h z z

h h z z

+ν β = − ± γ γ + γ γ +

+ ζ β γ + γ

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

, cos cos

sin sin ;
R R L L

R L

h s h z z

h h z z

−ν β = − γ γ − γ γ ±

± ζ β γ − γ

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

, sin sin

cos cos ;
R L

R R L L

w h h z z

q h z z

+ β = −β ± γ + γ

± γ γ + γ γ





( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

, sin sin

cos cos .
R L

R R L L

w h h z z

q h z z

− β = β γ − γ ±

± γ γ − γ γ

Выражения для элементов матрицы входных ад-

митансов ( )2
11( ,Y  ( )2

12 ,Y  ( )2
21 ,Y  ( )2

22 )Y  диэлектрическо-
го полупространства определяются аналогичным 
образом и приведены в монографии [42].

3. Математическая модель 
излучающей структуры с киральной 

подложкой. Метод сингулярных 
интегральных представлений поля

На поверхности излучателя и киральной среды 
должны выполняться следующие граничные условия:
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

2 1 2 1

, ,

, ,

x x y y

x y y y x x

E E E E

H H H H

= =

η = − η = −
	 (7)

где ( )1
xE  и ( )2 ,xE  ( )1

yE  и ( )2
yE  – соответственно x- и 

y-составляющие вектора напряженности элек-
трического поля на границе раздела в киральной 

среде и в верхнем полупространстве, ( )1
xH  и ( )2 ,xH  

( )1
yH  и ( )2

yH  – x- и y-составляющие вектора напря-
женности магнитного поля на границе раздела в 
киральной среде и в верхнем полупространстве, 

,xη  yη  – x- и y-составляющие вектора плотности 
тока на поверхности излучателя (киральной среды).

Так как излучатель ИС является узким, то по-
перечная составляющая плотности тока xη  много 
меньше продольной ,yη  поэтому определяются 

лишь элемент 11,Z  поскольку, как следует из (2), 
данные элементы связывают Фурье-образы про-
дольной составляющей напряженности электри-
ческого поля с Фурье-образом продольной состав-
ляющей поверхностной плотности тока:

11 ,y yT Z F= 	 (8)

Поскольку выражения (8) записаны относитель-
но Фурье-образов, то применим к ним обратное 
преобразование Фурье, а также учтем то, что плот-
ность тока равна нулю везде, кроме излучателя. 
В итоге получаем следующее выражение для опре-
деления напряженности поля на поверхности из-
лучателя:

( ) ( ) ( )ñò , , , , ; , ,
a l

y y
a l

E x y d x y Z x y x y dx dyΣ

− −

′ ′ ′ ′ ′ ′= η∫ ∫ 	 (9)

где

( )

( ) ( ) ( )
112

, , ,

1 , .
4

i x x ih y y

Z x y x y

Z h e e d dh

Σ

∞ ∞
′ ′− β − − −

−∞ −∞

′ ′ =

= β β
π ∫ ∫

Поскольку излучатель достаточно узкий, то по-
перечную вариацию продольной составляющей 
поверхностной плотности тока можно предста-
вить в виде квазистатического приближения: 

( )'y xη = ( )21 1 ' ,x a−  поэтому функция распре-

деления поверхностной плотности тока принима-
ет следующий вид:

( ) ( )

( )2
'

', ' ,
1 '

y
f y

x y
x a

η =
−

 	 (10)

где ( )'f y  – неизвестная функция, описывающая 
продольное распределение плотности тока.

Несобственный интеграл в выражении (9) яв-
ляется расходящимся, поэтому для устранения 
расходимости вычтем и прибавим слагаемое с 
асимптотическим сомножителем ( )11 ,Z h∞  а затем 
произведем подстановку выражения (10) в (9), при 
этом учитывая граничное условие ( ) ( ) 0f l f l− = =  
и производя интегрирование получившегося вы-
ражения по частям по y’, а также проведя ряд ал-
гебраических операций, получим сингулярное 
интегральное представление тангенциальной со-
ставляющей электрического поля ( ), ,yE x y z  отно-
сительно неизвестной функции ( ) ( ) :f y df y dy′ ′ ′ ′=

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11
0

, ,

,1, , '
4

'
,

l

y
l

l
ih y yi x

l

Z h
E x y d af y J a

ih

C af y
e e d dhdy x dy

y y

∞ ∞

− −∞ −∞

′− − ε µ χ− β

−

∆ β
′= − β ×

π

′
′ ′× β − ζ

′π −

∫ ∫ ∫

∫
	(11)
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11
0

, ,

,1, , '
4

'
,

l

y
l

l
ih y yi x

l

Z h
E x y d af y J a

ih

C af y
e e d dhdy x dy

y y

∞ ∞

− −∞ −∞

′− − ε µ χ− β

−

∆ β
′= − β ×

π

′
′ ′× β − ζ

′π −

∫ ∫ ∫

∫
где

( )
( ) ( ) ( )

0 1 2
, , 22

1 2 1 2

,
i

C
k k

ε µ χ
ωµ µ +µ

=
 ε + ε µ +µ − χ 
 

( ) 2 2

1 , | | ,

0, | | .

x a
x a x

x a


<ζ =  −

 >
Подставляя в выражение (11) граничные усло-

вия (1), которые, вообще говоря, справедливы в 
любой точке излучателя, получим сингулярное 
интегральное уравнение с особенностью Коши от-
носительно неизвестной функции ( )' ,f y′  характе-
ризующей продольное распределение плотности 
тока по излучателю:

( ) ( )'1 ,
l

l

af y
dy F y

y y
−

′
′ =

′π −∫ 	 (12)

где

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1 ' , ;
4

l

l

aF y y af y K y y dy
Cε µ χ −

′ ′ ′= σν −
π ∫

( )

( ) ( ) ( )11
0

, ,

,

,1 ;
4

ih y y

K y y

Z ha J a e d dh
C ih

∞ ∞
′− −

ε µ χ −∞ −∞

′ =

∆ β
= β β

π ∫ ∫

, ,

1 2 1 1 ;
2 c

a li V
Z a Cε µ χ

π
σ =

λ

( )v y  – профиль напряжения в зазоре вибратора; 

02V bE=  – величина напряжения в зазоре; cZ  – 
волновое сопротивление среды.

Данное уравнение было решено несколькими 
методами. Во-первых, использовался широко из-

вестный метод моментов (MoM). При этом в каче-
стве базисных функций использовались полино-
мы Чебышева 1-го рода:

( ) ( )
2

1

'
' ' .

1 '

n n

n

A T t
af t

t

∞

=

=
−

∑ 	 (13)

Данное уравнение также было решено с помо-
щью метода частичного обращения оператора 
(МЧОО), суть которого состоит в сведении син-
гулярного уравнения к интегральному уравнению 
Фредгольма второго рода с помощью формулы об-
ращения интеграла типа Коши не ограниченного 
на интервале :1;1−  

( ) ( )
1 2

02
1

1 1 '' ' ' ,
'1

taf t a F t dt
t tt −

 − = π −
 −π −  

∫ 	 (14)

где 0 0a =  – константа, определяемая из условия 
( ) ( ) 0.f l f l− = =
Неизвестная функция была аналогичным обра-

зом представлена в виде разложения в ряд по по-
линомам Чебышева 1-го рода.

Окончательно получаем выражение для функ-
ции ( ) :af t

( ) ( ) ( )12
2

11

'
' 1 .

1 '

t N
k k

k

Int t A U t
af t dt t

kt

−

=−

 σ  = − − −
 π − 

∑∫ 	(15)

Следует отметить, что возбуждение задается 
функцией ( ) .v t  Данная функция выбирается, во-
обще говоря, произвольным образом, но к ней 
предъявляется ряд требований, связанных с во-
просами сходимости интеграла в выражении для 

( ) .Int t
Здесь были использованы безразмерные вели-

чины: / ,a λ  / ,l λ  / ,d λ  / ,b l  поэтому были введены 
новые переменные: ,aα = β  ,haξ =  / ,t y l=  / .t y l′ ′=

	 	
а)	 б)
Рис. 2. Распределение тока по излучателю ИС (MoM и МЧОО)
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На рис. 2 приведены распределения тока по из-
лучателю ИС, вычисленные с помощью МЧОО 
при 10N =  (рис. 2, а) и при 40N =  (рис. 2, б). При-
ведены также распределения тока, вычисленные 
MoM при 40.N =

Как видно, данные графики совпадают, однако 
при использовании МЧОО количество необходи-
мых членов аппроксимирующего ряда для точно-
го определения токовой функции составляет все-
го  10, в то время как для MoM – 40, что, в свою 
очередь, несомненно, скажется на времени вычис-
ления.

Данный подход к анализу ИС с подложками из 
кирального метаматериала, позволяет коррек-
тно вычислять распределение тока. Знание токо-
вой функции, в свою очередь, дает возможность 
рассчитывать поле в любой точке пространства, 
включая ближнюю зону, а кроме того, определять 
другие характеристики антенны. В частности, на 
рис. 3 приведены диаграммы направленности ИС 

с киральной подложкой, металлизированной с 
нижней стороны, в вертикальной и азимутальных 
плоскостях.

Как видно из рис. 3, излучение данной ИС с под-
ложкой из кирального метаматерала сосредото-
чено в азимутальной плоскости. Данный эффект 
азимутального рассеяния электромагнитных волн 
может найти применение при создании низкопро-
фильных антенн абонентских станций радиосвя-
зи, установленных на подвижных объектах.

4. Математическая модель 
многоэлементной излучающей 

структуры с киральной подложкой
Данный метод сингулярных интегральных 

представлений поля был распространен на случай 
многоэлементных ИС с подложками из кирально-
го метаматериала, на основе которой могут быть 
спроектированы многоэлеметные линейные ан-
тенные решетки.

На рис. 4 приведена многоэлементная ИС, пред-
ставляющая собой подложку из кирального мета-
материала, с аналогичными предыдущему случаю 
параметрами. На поверхности киральной под-
ложки располагается произвольное количество 
бесконечно тонких и идеально проводящих пря-
моугольных полосок (излучателей), длина которых 
составляет 2 ,nl  где n  – порядковый номер излу-
чателя. Ширина данных излучателей составляет 
2 ,na  а расстояние между ними – .n∆  Ширина за-
зоров излучателей – 2 .nb

Рис. 3. ДН излучающей структуры в вертикальной и азимутальной плоскостях

Рис. 4. Многоэлементная полосковая антенная решетка
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Аналогичным образом, излучатели возбужда-
ются гармоническими источниками ЭДС, При 
этом функции распределений плотностей токов 
являются непрерывными как на поверхностях из-
лучателей, так и в областях зазоров: ( ), ,n x yη  где 

, ,n nx a a∈ −    , .n ny l l∈ −  
Будем также считать, что ширина излучателей 

много меньше длины волны ( )2 .na << λ  В связи 
с этим, граничные условия записываются следу
ющим образом:

( ) ( )
( )

( )

ïðè

ïðè

1 1

1

1

1

1

, , 0,
, 0

, , , , ,

,
, , , .

n n
y n n y n n

n

n n n n n n n

n

n n n n n

x l x l
x y

x a a y l b b l

x y
x a a y b b

− −

−

−

−

−

η + ∆ − = η + ∆ =

+ ∆ =

+ ∆ ∈ − ∈ − − ∪          
+ ∆ = −

+ ∆ ∈ − ∈ −      

n

ext
n n

E

E E



 

τ

τ τ

	 (16)

На поверхностях излучателей (в плоскости )z d=  
{ }x yT ,T=T



τ  Фурье-образ тангенциальной состав-
ляющей напряженности электрического поля E



τ  
и Фурье-образ { },x yF F=F



 плотности тока nη  на 
излучателях связаны также через матрицу поверх-
ностных импедансов .  Z

В связи с этим выражение для интегрального 
представления поля многоэлементной ИС на по-
верхности излучателей имеет вид:

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1

1

1
1

1 1

1 1

112

, ,

, , , ,

, , ,

1 , ,
4

n n n

n n n

l aN
y y
p p n

n l a

np n p

np n p

i x x ih y y

E x y x y

Z x y x y dx dy

Z x y x y

Z h e e d dh

−

−

∆ +

−
= − ∆ −

Σ
− −

Σ
− −

∞ ∞
′ ′− β − − −

−∞ −∞

′ ′= ∆ = η ×

′ ′ ′ ′× = ∆ = ∆

′ ′= ∆ = ∆ =

= β β
π

∑ ∫ ∫

∫ ∫

	 (17)

где p – номер рассматриваемого излучателя.
Метод определения и аналитические выраже-

ния элементов матрицы поверхностных импедан-
сов аналогичны предыдущему случаю.

Для удобства предположим, что абсцисса распо-
ложения первого излучателя совпадает с началом 
координат, т. е. равна нулю ( )1 0 0 .x = ∆ =  Соответ-
ственно, абсцисса расположения других излучате-
лей будут совпадать с расстояниями между ними 
( )1 .n nx −= ∆

Функции распределения плотностей токов 
( )', 'n

y x yη  будут описываться следующим образом:

( ) ( )
( )( )21

, ,
1 /

ny
n

n n

f y
x y

x a−

′
′ ′η =

′− − ∆
	 (18)

где ( )nf y′  – неизвестные функции, характе-
ризующие продольные распределения поверх-

ностных плотностей токов на соответствующих  
излучателях.

После ряда математических преобразований 
была получена система СИП электрического поля, 
которая при подстановке граничных условий (16) 
переходит в систему СИУ с особенностями типа 
Коши относительно неизвестных функций, харак-
теризующих продольные распределения токов по 
излучателям ИС на основе киральных метамате-
риалов: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

ext

1 1

1
1

11 11
0

, ,
1 1

1,
4

,

.

n

n

n p

n

n

lN

p p n n
n l

n

i ih y y

l
n n

p n
l

Ey y a f y

Z h Z h
J a

ih

e e d dhdy

C a f y
dy

y y

− −

−
= −

∞ ∞ ∞

−∞ −∞
β ∆ −∆ ′− −

ε µ χ
− −

−


 ′ ′− ∆ = − × π


β −
× β ×

′× β +

′ ′ ′+ ζ ∆ − ∆ ′π −


∑ ∫

∫ ∫

∫

	 (19)

Нормированная система СИУ имеет следу
ющий вид:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

,

1 .

n

n

n

n

lN

p p n np
n l

l
n

n p n
l

v t f t K t t

f t
a dt

t t

= −

− −
−


 ′ ′ ′−σ = +


′ ′ ′+ ζ ∆ − ∆ ′π −


∑ ∫

∫
	 (20)

где

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )1 1

0
, , 0

2

11 , ,

/ 1, ;
2

1 1

2
, | | ;

p

n

n p

n

l
i t t

p n a
np np

np n

i
an nn

l a
K t t g e d

g J
i C

a
Z C e d

− −

∞ ′− ξ −

−∞
∞

ε µ χ
∆ −∆

α

ε µ χ

′ = − ∆ ξ ξ
π ξ

∆ ξ = α ×

 π  × − α ξ − ξ α  λ  

∫

∫

( )( )
1 2

, , 2
1 2 1 2

;nCε µ χ
µ +µ

= −
ε + ε µ +µ − χ

( ) ( )ext
1, 0 ;p p p pEy t E v t−∆ =

0 ;
2

p
p

p

V
E

b
=     

, ,

1 1 ,p p
p pn

c p

l l
i V

Z b Cε µ χ

σ = π
λ

где ( )nv t  – профили напряжений в зазорах излу-
чателей; cZ  – характеристическое сопротивление.

Данная система сингулярных интегральных 
уравнений была решена с помощью метода мо-
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ментов, который при достаточном количестве 
членов аппроксимирующего ряда позволяет полу-
чить корректные результаты расчета характери-
стик ИС с достаточно высокой точностью.

Неизвестные функции, характеризующие про-
дольные распределения поверхностных токов 
на излучателях, также были представлены в 
виде ряда, состоящего из полиномов Чебышева  
1-го рода.

Система СИУ (20) была сведена к системе ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ):

1 1
,

N
pnp n

m k km
n k

B A C
∞

= =

=∑∑ 	 (21)

где 

( ) ( )

( )

/
2

1
/
1

, , ,

1 1

2 1 ,

1,
,

0,

p p

p p

b l
p
m p m p

b l
pn k m

n p k mkm

n p n

B t U t v t dt

C mi

m k
a

m k

−
−

− +

− −

= σ −
π

= ζ +

 =+ ζ ∆ − ∆ ×  ≠  

∫

( ) ( ) ( )
, , , 2

/ /
,p n p n

n p np
J l a J l a

g d
∞

ς υ
υ ς

−∞

ξ ξ
ζ = ∆ ξ ξ

ξ∫

( )
( )22

1 1

1 1 1 1

1 1

1 ,

| | ;
0, | | .

n p n

p n p n n

p n n

a

a
a

− −

− − − −

− −



 − ∆ − ∆


ζ ∆ − ∆ = ∆ − ∆ <
 ∆ − ∆ >

Матрица СЛАУ относительно неизвестных ко-
эффициентов n

kA  имеет вид:
1

.pnn p
k m kmA B C

−
    =       

	 (22)

Неизвестные функции, характеризующие про-
дольное распределение поверхностной плотности 
тока на излучателях, определяются в соответствии 
со следующим выражением:

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2
1

2
1

1

'
1

1 .

nt t k k
n n

k
n
k

k
k

A T t
f t f t dt dt

t
A

t U t
k

∞

− −
=

∞

−
=

′
′ ′ ′= = =

′−

= − −
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Токовая функция рассчитывается следующим 
образом:
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В целях верификации данного метода произве-
дем расчет функций распределения токов по из-
лучателям трехэлементной ИС на основе кираль-
ных метаматериалов и сравним их с результатами 
расчетов, полученными в программном комплек-
се FEKO. При этом параметры ИС имеет следу
ющий вид: 1 2/ /l lλ = λ = 3 / 0.25,l λ =  1 2/ /a aλ = λ =

3 / 0.025,a λ =  1 /∆ λ = 2 / 1,∆ λ =  / 0.1.d λ =  Диэлек-
трическая и магнитная проницаемости подложки 
равны 1 1 1.ε = µ =

На рис. 5 показаны результаты расчета функций 
распределения тока по каждому излучателю при 
синфазном возбуждении 

Было также произведено исследование влияния 
подложки из кирального метаматериала на раз-
вязку между вибраторами трехэлементных АР. 
На рис. 6 приведена зависимость развязки между 
излучателями трехэлементной ИС от параметра 
киральности для случаев, когда возбужден только 
один вибратор (а) и когда возбуждены два вибра-
тора (б). В частности, 1-2 означает, что на вибрато-
ре 1 установлен источник ЭДС, а на вибраторе 2 – 
нагрузка. Аналогичным образом 13-2 означает 
наличие источников ЭДС на вибраторах 1 и 3 и на-
грузки на вибраторе 2. При этом параметры  

	 	 	
а)	 б)	 в)
Рис. 5. Функции распределения тока по первому (а), второму (б) и третьему (в) вибраторам при синфазном возбуждении
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ИС равны: 1 /∆ λ = 2 / 0.25∆ λ =  и / 0.5.l λ =  Следу-
ет отметить, что нулевое значение параметра ки-
ральности соответствует подложке, выполненной 
из диэлектрика, отрицательные значения χ – под-
ложке на основе левосторонних киральных эле-
ментов, положительные – соответственно, право-
сторонних.

Как видно их приведенных графиков, значения 
развязки в случае ИС с подложкой из киральных 
метаматериалов при некоторых значениях пара-
метра киральности χ  существенно выше, чем с 
диэлектрической. Данное свойство может найти 
применение при проектировании антенных реше-
ток для систем ������������������������������MIMO�������������������������� в целях увеличения их эф-
фективности. На рис. 7 приведены графики зави-
симости пропускной способности от частоты при 
использовании двухэлементных антенных реше-
ток на основе киральных метматериалов.

Заключение
Таким образом, в статье показан метод элек-

тродинамического анализа одиночных и много-
элементных полосковых ИС на основе киральных 
метаматериалов. Получена система сингулярных 
интегральных уравнений относительно неизвест-
ных функций распределения плотности тока по 
излучателям. Выполнена апробация метода путем 
сравнения полученных распределений тока с ре-
зультатами, вычисленными в FEKO. Приведены 
перспективы использования киральных подложек 
в ИС, позволяющих улучшить развязку между из-
лучателями, тем самым увеличить эффективность 
систем �������������������������������������     MIMO���������������������������������     . Кроме того, показан эффект ази-
мутального рассеяния электромагнитных волн, 
который может найти применение при созда-
нии низкопрофильных антенн абонентских стан-
ций радиосвязи, установленных на подвижных  
объектах.

	 	
а)	 б)
Рис. 6. Зависимость развязки между излучателями трехэлементной АР от параметра киральности

	 	
а)	 б)
Рис. 7. Зависимость пропускной способности от частоты
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Methods for solving incorrect tasks of electrodynamic analysis 
of radiating structures based on chiral metamaterials
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This article is devoted to the development of correct methods for electrodynamic analysis of single and multi-element radiat-
ing structures with substrates of chiral metamaterials. An approach to the electrodynamic analysis of such antennas based on the 
method of singular integral representations of the field and the method of surface impedances is proposed. A system of singular 
integral equations with respect to unknown distribution functions of current density over emitters is obtained. The proposed 
method was tested using the example of solving a test problem using the Feko software package. The prospects of using such 
ICs in MIMO systems are shown, which make it possible to increase their efficiency, in particular, to increase throughput. The 
effect of azimuthal scattering of electromagnetic waves is also presented, which can be used to create low-profile antennas of 
subscriber radio communication stations installed on mobile objects.

Keywords: metamaterial, chiral medium, radiating structure, singular integral equation, convergence, correct mathematical 
problem.
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