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В работе получено спектральное разложение решения интегрального уравнения Линдли для системы массового об-
служивания с пуассоновским входным потоком требований и гиперэрланговским распределением времени обслужива-
ния. На его основе выведена расчетная формула для среднего времени ожидания в очереди для этой системы в замкнутой 
форме. Как известно, все остальные характеристики системы массового обслуживания являются производными от сред-
него времени ожидания. Полученная расчетная формула дополняет и расширяет известную формулу Полячека – Хинчина 
в теории массового обслуживания для систем M/G/1. В теории массового обслуживания исследования частных систем 
типа M/G/1 актуальны в связи с тем, что они до сих пор активно используются в современной теории телетрафика.
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ложения, преобразование Лапласа.

обслуживания получены именно с помощью дан-
ного метода. Одна из форм ИУЛ выглядит так [1]:
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где ( )W y  – функция распределения вероятно-
стей (ФРВ) времени ожидания требования в оче-
реди; ( ) ( )C u P u u= <  – ФРВ случайной величины 

,u x t= −    где, в свою очередь, x  – случайное время 
обслуживания требования; t  – случайная величи-
на – интервал времени между поступлениями тре-
бований.

При кратком изложении метода решения урав-
нения Линдли будем придерживаться подхода 
и символики автора [1]. Для этого через ( )A s∗  и 

( )B s∗  обозначим преобразования Лапласа функ-
ций плотности распределения интервалов между 
поступлениями и времени обслуживания соот-
ветственно. Суть решения интегрального урав-
нения Линдли методом спектрального разло-
жения состоит в нахождении для выражения 

( ) ( )* * 1A s B s− −  представления в виде произведе-
ния двух множителей, которое давало бы рацио-
нальную функцию от s. Следовательно, для нахож-
дения закона распределения времени ожидания 
необходимо следующее спектральное разложе-

Введение

Данная работа посвящена анализу системы мас-
сового обслуживания (СМО) M/HE2/1 с пуассонов-
ским входным потоком требований и гиперэрлан-
говским распределением 2-го порядка времени 
обслуживания в системе. Как известно из теории 
массового обслуживания, среднее время ожида-
ния является основной характеристикой для лю-
бых СМО. По этой характеристике оценивают за-
держки пакетов в сетях пакетной коммутации при 
моделировании телетрафика с помощью СМО. 
Рассматриваемая СМО M/HE2/1 по трехпозици-
онной символике Кендалла для их классификации 
A/B/K относится к типу M/G/1.

В теории массового обслуживания исследова-
ния систем M/G/1 актуальны в связи с тем, что 
они активно используются в современной теории 
телетрафика, хотя необходимо заметить, что при 
моделировании активного сетевого оборудования 
с ограниченным буфером системы с неограничен-
ным временем ожидания могут быть использова-
ны только в первом приближении.

Метод спектрального разложения решения ин-
тегрального уравнения Линдли (ИУЛ) в исследо-
вании систем M/G/1 и G/G/1 играет важную роль, 
и  большинство результатов в теории массового 
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ние: ( ) ( )* * 1A s B s− − = ( ) ( )/ ,s s+ −ψ ψ  где ( )s+ψ  и 
( )s−ψ  – некоторые рациональные функции от s, 

которые можно разложить на множители. Функ-
ции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  должны удовлетворять следу-
ющим условиям, согласно [1]:

1. Для ( )Re s 0>  функция ( )s+ψ  яв-
ляется аналитической без нулей в этой 
полуплоскости;

2. Для ( )Re s D<  функция ( )s−ψ  яв-
ляется аналитической без нулей в этой 
полуплоскости, где D – некоторая по-
ложительная константа, определяемая 

из условия: 
( )
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a t

e−→∞
< ∞

(1)

Кроме того, функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  должны 
обладать следующими свойствами:
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1. Постановка задачи
В работе ставится задача нахождения решения 

для среднего времени ожидания требований в 
очереди в СМО M/HE2/1 с экспоненциальным (M) 
и гиперэрланговским (HE2) входными распреде-
лениями с использованием классического мето-
да спектрального разложения решения ИУЛ. Для 
других систем применение этого метода рассмо-
трено в [3–7]. Вопросы аппроксимации законов 
распределений подробно освещены в [8–10], а но-
вые исследования по системам массового обслу-
живания приведены в [11–14].

2. Решение задачи для системы M/HE2/1
Рассмотрим СМО M/HE2/1, для которой законы 

распределения входного потока и времени обслу-
живания задаются функциями плотности:

,( ) ta t e−λ= λ 	 (3)

( ) ( )1 22 22 2
1 24 4 1 .t tb t q te q te− µ − µ= µ + − µ 	 (4)

Запишем преобразования Лапласа функций (3) и (4):
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В этом случае выражение для спектрального раз-
ложения решения ИУЛ примет следующий вид:

( )
( )

( )
2

1 2

1 2

2 2
1 1.

2 2

s
ss

q q
s s

+

−

ψ λ 
= × λ −ψ  

    µ µ × + − −    + µ + µ    

	 (5)

Представив выражение, стоящее в квадратных 
скобках, в виде:
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где промежуточные параметры 2 2
0 1 216 ;b = µ µ  1b =

( )1 2 1 216 [ 1 ];q q= µ µ µ + − µ  2b = ( )2 2
1 24[ 1 ],q qµ + − µ  про-

должая спектральное разложение (5), получим
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Коэффициенты многочлена четвертой степени 
в числителе разложения, найденные с помощью 
символьных операций Mathcad, имеют вид:

0 1 1 2 1 2 1 216 [ ( )],d b= λ + µ µ µ µ −λ µ +µ

1 1 2 1 2
2 2
1 1 2 2 2

16 ( )

4 ( 4 ) ,

d

b
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2 2
2 1 2 1 2 1 24( ) 16 4 ( ),d = µ +µ + µ µ − λ µ +µ

3 1 24( ) ,d = µ +µ −λ

и положительны в случае стабильной системы. 
Многочлен четвертой степени

4 3 2
3 2 1 0s d s d s d s d+ + + + 	 (6)

с положительными коэффициентами имеет че-
тыре действительных отрицательных корня либо 
два действительных отрицательных корня и два 
комплексно сопряженных корня с отрицательны-
ми вещественными частями. Тогда окончательно 
спектральное разложение решения ИУЛ для си-
стемы M/HE2/1 имеет вид:
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где через 1,σ  2 ,σ  3 ,σ  4σ  обозначены для удобства 
отрицательные корни многочлена (6). На рисунке 
показана комплексная s – плоскость с нулями и 
полюсами функции ( ) ( )/ ,s s+ −ψ ψ  где полюсы от-
мечены крестиками, а нули – кружками. Нули и 
полюсы нужны для построения функций ( )s+ψ  и 

( )s−ψ  в отдельности.
Далее с учетом условий спектрального разложе-

ния (1), (2) строим функции ( )s+ψ  и ( ) :s−ψ
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Эта константа определяет вероятность того, что 
поступающее в систему требование застает ее сво-
бодной.

Далее по методике спектрального разложения 
строим функцию 
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Отсюда преобразование Лапласа функции плот-
ности времени ожидания * ( ) ( )W s s s+= Φ  будет:
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а среднее время ожидания 
* ( )dW sW

ds
= −  будет равно

1 2 3 4 1 2

1 1 1 1 1 1 .W = + + + − −
σ σ σ σ µ µ

	 (9)

Преобразование Лапласа (8) позволяет кроме 
среднего времени ожидания находить также и мо-
менты высшего порядка времени ожидания. С уче-
том определения вариации задержки – джиттера в 
телекоммуникациях как разброс времени ожида-
ния от его среднего значения [15], тем самым по-
лучим возможность определения джиттера через 
дисперсию времени ожидания.

Для того чтобы воспользоваться формулой (9) 
для расчетов среднего времени ожидания, необ-
ходимо задать входные параметры, в качестве ко-
торых используем значения начальных моментов 
первого порядка интервалов поступлений и вре-
мени обслуживания, а также их коэффициентов 
вариаций ,λτ  ,µτ  ,cλ  .cµ  С помощью этих вход-
ных параметров необходимо определить методом 
моментов неизвестные параметры распределе-
ний (3) и (4) ,λ  ,q  1,µ  2 ,µ  а затем коэффициенты 
многочлена (6).

Для этого воспользуемся свойством преобразо-
вания Лапласа воспроизведения моментов и запи-
шем начальные моменты до второго порядка для 
распределения (4):

( ) ( )2

1 2 1 2

1 13, .
2

q qq q
µ µ

 − −
τ = + τ = + 

µ µ µ µ  
	 (10)

Рассматривая равенства (10) как форму записи 
метода моментов, найдем неизвестные параметры 
распределения (3) 1,µ  2 ,µ  .q  Система двух урав-
нений (10) при этом является не доопределенной, 
поэтому к ней добавим выражение для квадрата 
коэффициента вариации:

2 2
2

2

( )
,

( )
c µ µ

µ

τ − τ
=

τ
	 (11)

как связующее условие между (10). Кроме того, 
коэффициент вариации будем использовать в рас-
четах в качестве входного параметра системы. Ис-
ходя из вида уравнений (10), положим

1 2 / ,q µµ = τ     2 2(1 ) / .q µµ = − τ 	 (12)
Подставив выражения (10) вместе с частным ре-

шением (12) в (11), получим уравнение четвертой 
степени относительно параметра q:

2 2 2(1 )[8(1 ) 8(1 ) 3] 0.q q c q c qµ µ− + − + + =

Отбросив тривиальные решения 0q =  и 1,q =  полу-
чим квадратное уравнение 2 2 28(1 ) 8(1 ) 3c q c qµ µ+ − + + =

0,=  корни которого равны 

1
2

q = ±
2

2

2(1 ) 3
.

8(1 )

c

c
µ

µ

+ −

+

Рис. Нули и полюсы функции ( ) ( )/s s+ −ψ ψ  для системы M/
HE2/1
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Для однозначности выберем больший корень

2

2

2(1 ) 31 .
2 8(1 )

c
q

c
µ

µ

+ −
= +

+
	 (13)

Подставив значение вероятности q, определен-
ное (13) в (12), найдем параметры 1,µ  2.µ  Остается 
определить коэффициенты многочлена (6), найти 
его корни и воспользоваться расчетной формулой 
(9) для среднего времени ожидания. Теперь полу-
ченный результат (9) необходимо сопоставить с 
известной формулой Полячека – Хинчина.

В связи с тем что данная система М/HE2/1 отно-
сится к классу систем М/�����������������������G����������������������/1, рассмотрим извест-
ный результат для данной системы.

Среднее время ожидания в системе М/���������G��������/1 дает-
ся формулой Полячека – Хинчина [1]:

( )
2
ì ,

2 1
W

λτ
=

−ρ

где коэффициент загрузки 0 / 1.< ρ = λ µ <

Для распределения HE2 
( )2

2 2
1 2

13
2

qq
µ

 −
 τ = +
 µ µ 

 (см. 

выражение (10)), подставив сюда значения параме-

тров ,q  1,µ  2 ,µ  полученные по выражениям (12), 
(13), получим среднее время ожидания в системе 
М/HE2/1 по формуле Полячека – Хинчина.

Многочисленные эксперименты с выражени-
ем  (9) подтверждают полную идентичность двух 
разных результатов по системе М/HE2/1.

3. Результаты вычислительных 
экспериментов

Ниже в таблице приведены данные расчетов 
для системы М/HE2/1 для случаев малой, средней 
и высокой нагрузки 0.1;ρ =  0.5; 0.9. Коэффициент 
загрузки ρ в обеих таблицах определяется отно-
шением средних интервалов / .µ λρ = τ τ  Расчеты, 
приведенные в таблице, проведены для норми-
рованного времени обслуживания 1.µτ =  Дан-
ные таблицы хорошо согласуются с результатами 
двухмоментной аппроксимации [16] в той области 
изменения параметров, в которой рассмотренная 
система применимы.

Заключение
Таким образом, по результатам работы можно 

сделать следующие выводы:
Научная новизна результатов заключается в том, 

что получено спектральное разложение решения 
интегрального уравнения Линдли для рассматри-
ваемой системы и с его помощью выведена рас-
четная формула для среднего времени ожидания 
в очереди для этой системы в замкнутой форме. 
Данные численных экспериментов подтверждают 
полную адекватность полученных теоретических 
результатов.

Практическое значение работы заключается в 
том, что полученные результаты с успехом могут 
быть применены в современной теории телетра-
фика, где задержки пакетов входящего трафика 
играют первостепенную роль. Для этого необхо-
димо знать числовые характеристики интервалов 
входящего трафика и времени обслуживания на 
уровне двух первых моментов, что не вызывает 
трудностей при использовании современных ана-
лизаторов трафика [9; 10].

Таблица
Результаты экспериментов для СМО М/HE2/1

Входные  
параметры

Среднее время  
ожидания

ρ cµ для системы M/НE2/1

0.1

0.71 0.09
2 0.28
4 0.94
8 3.61

0.5

0.71 0.75
2 2.50
4 8.50
8 32.50

0.9

0.71 6.77
2 22.50
4 76.50
8 292.50
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In this work, we obtain the spectral decomposition of the solution of the Lindley integral equation for a queuing system with 
a Poisson input flow of requirements and a hyper-Erlang distribution of the service time. Based on it, a calculation formula is 
derived for the average queue waiting time for this system in a closed form. As you know, all other characteristics of the queuing 
systems are derived from the average waiting time. The resulting calculation formula complements and extends the well-known 
Polyachek-Khinchin formula in queuing theory for M/G/1 systems. In the queueing theory, studies of private systems of the M/G/1 
type are relevant due to the fact that they are still actively used in the modern theory of teletraffic.
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