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В настоящей работе мы исследовали динамику атомного перепутывания в квантовой системе, состоящей из двух 
идентичных двухуровневых атомов (кубитов), резонансно взаимодействующих посредством вырожденных двухфотонных 
переходов с модой теплового поля резонатора без потерь, при наличии штарковского сдвига энергетических уровней. 
Получено аналитическое выражение для параметра перепутывания атомов (отрицательности) для сепарабельных и пере-
путанных начальных состояний атомов. Рассмотрено влияние штарковского сдвига на степень атом-атомного перепу-
тывания. Установлено, что штарковский сдвиг приводит к существенному увеличению степени перепутывания атомов 
в случае сепарабельных начальных состояний атомов и стабилизации атомного перепутывания в случае перепутанных 
начальных состояний атомов.

Ключевые слова: идентичные двухуровневые атомы, двухфотонные переходы, тепловое поле, динамический штарков-
ский сдвиг, атом-атомное перепутывание, контроль и управление перепутыванием.

мингса (МДК) и ее обобщениях [6]. Исходная МДК 
состоит из двухуровневого атома, взаимодейству-
ющего посредством однофотонных переходов с 
модой квантового электромагнитного поля иде-
ального резонатора. В последние годы рассматри-
вались различные обобщения МДК, учитывающие 
возможность многофотонных переходов, наличие 
нескольких атомов и несколько рабочих уровней 
в атомах, многомодовых полей, диполь-дипольно-
го взаимодействия атомов, наличие расстройки 
частот атомов и поля, зависимость от времени и 
интенсивности констант атом-полевой связи, не-
линейности Керра и другие [7]. В последнее время 
особое внимание в КЭД уделяется эксперимен-
тальному и теоретическому изучению двухфотон-
ных обобщений МДК. Такой интерес к двухфотон-
ным процессам инициирован экспериментальной 
реализацией двухфотонного мазера [8]. При изуче-
нии динамики кубитов, взаимодействующих с по-
лями резонаторов, необходим учет динамического 
штарковского сдвига [9]. В последние годы отме-
чены различные возможности использования эф-
фекта Штарка в квантово-оптических приложени-
ях, в частности, показана возможность управления 
запутанностью кубитов с помощью динамическо-
го эффекта Штарка [10–19]. Экспериментально 
динамический штарковский сдвиг изучался в дис-

Введение
Квантовые нелокальные корреляции или запу-

танность имеют первостепенное значение в кван-
товой информатике. В последние годы появилось 
большое число экспериментальных и теорети-
ческих работ, в которых исследовались запутан-
ные состояния кубитов в различных физических 
системах [1–4]. При этом одной из наиболее важ-
ных задач при разработке эффективных протоко-
лов функционирования квантовых компьютеров 
и квантовых сетей является задача управления 
и контроля перепутанными состояниями куби-
тов [5]. Одним из наиболее перспективных спосо-
бов решения такой задачи стало использование 
взаимодействия кубитов с выделенными модами 
резонаторов. Раздел квантовой оптики, посвя-
щенны изучению динамики кубитов и выделен-
ных мод электромагнитного и других квантовых 
полей, получил название квантовой электродина-
мики резонаторов (КЭД). В последние годы в КЭД 
проведено большое число экспериментов, в кото-
рых изучалось перепутывание кубитов для ней-
тральных атомов, ионов в магнитных ловушках, 
сверхпроводящих цепей, квантовых точек и при-
месных спинов [1–5]. Теоретические исследования 
таких схем основаны на модели Джейнса – Кам-
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персионном режиме для сверхпроводящих джо-
зефсоновскиз кубитов в компланарных резонато-
рах [20; 21]. В ряде наших недавних работ [22–25]  
исследовалась возможность генерации перепутан-
ных состояний в двухатомных МДК с тепловым 
полем резонатора. Представляет интерес изучить 
влияние динамического штарковского сдвига на 
степень перепутывания кубитов, индуцированно-
го тепловым полем резонатора. 

В связи с этим в настоящей работе мы исследу-
ем динамику перепутывания двух естественных 
или искусственных атомов, взаимодействующих 
посредством двухфотонных переходов с модой 
теплового поля идеального резонатора с учетом 
динамического штарковского сдвига энергетиче-
ских уровней кубита.

1. Модель и ее точное решение
Будем исследовать систему, состоящую из двух 

атомов (кубитов), взаимодействующих с кван-
товым тепловым электромагнитным полем в 
идеальном резонаторе посредством вырожден-
ных двухфотонных переходов. Предположим, 
что взаимодействие носит резонансный харак-
тер, т.  е.  имеет место соотношение 0 2 ,ω = ω  где 

0ω  ‒ частота перехода между возбужденным и 
основным состояниями кубита, а ω  ‒ частота ре-
зонаторной моды. Физически это могут быть рид-
берговские нейтральные атомы, ионы в ловушках 
Пауля, сверхпроводящие джозефсоновские коль-
ца, примесные спины, квантовые точки и другие 
двухуровневые системы, взаимодействующие с 
микроволновыми полями резонаторов. С учетом 
штарковского сдвига энергетических уровней мы 
можем записать эффективный гамильтониан рас-
сматриваемой системы в представлении взаимо-
действия в виде
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где a+  и a  ‒ операторы рождения и уничтоже-
ния фотонов резонаторной моды; | |i ii

+σ = +〉 〈−  
| |i iiσ = −〉 〈+  ‒ повышающий и понижающий опе-

раторы в i-м кубите ( 1,2)i =  соответственно; 2Γ  
и 1Γ  ‒ параметры, описывающие штарковские 
сдвиги энергетических уровней; g  ‒ эффективная 
константа двухфотонного кубит-полевого взаимо-
действия.

Предположим, что резонаторное поле находит-
ся в начальный момент времени в одномодовом 
тепловом состоянии с матрицей плотности 

(0) | |,F n
n

p n nρ = 〉〈∑ 	 (2)

где весовые коэффициенты 1/ (1 ) .n n
np n n += +  

Здесь n  ‒ среднее число тепловых фотонов в ре-
зонаторе n = 1(exp[ / ] 1] ,i Bk T −ω −  где Bk  ‒ посто-
янная Больцмана и T  ‒ равновесная температура 
резонатора, а атомы в начальный момент времени 
находятся в одном из чистых сепарабельном со-
стояний 
| (0) | , ,AΨ 〉 = + −〉 	 (3)

| (0) | ,AΨ 〉 = + +〉 	 (4)
или перепутанных состояниях белловского типа 
| (0) cos | , sin | , ,AΨ 〉 = θ + −〉 + θ − +〉 	 (5)

| (0) cos | , sin | , ,AΨ 〉 = θ + +〉 + θ − −〉 	 (6)
где θ  ‒ параметр, задающий начальную степень 
перепутывания кубитов.

Временная матрица плотности полной системы 
есть 

/ /( ) (0) | (0) (0) | .iHt iHt
F AAt e e−ρ = ρ ⊗ Ψ 〉 〈Ψ  	 (7)

Для нахождения явного вида матрицы (7) мы 
используем собственные функции и собственные 
значения исходного гамильтониана (1). Для га-
мильтониана (1) имеются три набора собственных 
функций и соответствующих собственных значе-
ний. Первый набор, соответствующий числу воз-
буждений в системе 0,n ≥  может быть представ-
лен в виде
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где 
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11, 12, 13, 14,0, 1, 1, 0,n n n nX X X X= = − = =

21, 2 22, 2 32, 2 42,, , , 1.n n n n n n nX X X X= α = β = γ =

31, 3 32, 3 33, 3 34,, , , 1,n n n n n n nX X X X= α = β = γ =

41, 4 42, 4 43, 4 42,, , , 1.n n n n n n nX X X X= α = β = γ =

Соответственные собственные значения есть 
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При записи формул (9) использовались следующие 
обозначения
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Второй набор собственных значений необходи-
мо учитывать, если начальное состояние кубитов 
представляет собой суперпозицию векторов со-
стояния | , ,2 ,− − 〉  | , ,0 ,+ − 〉  | , ,0 .− + 〉  Собственные 
функции гамильтониана (1) в этом случае есть
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Соответствующие собственные значения есть
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Наконец, третий набор собственных значений 
необходимо учитывать, если начальное состояние 
кубитов представляет собой суперпозицию векто-
ров состояния | , ,3 ,− − 〉  | , ,1 ,+ − 〉  | , ,1 .− + 〉  В этом слу-
чае собственные функции можно представить как 
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Используя формулы (7)–(12), мы нашли явный 
вид временной матрицы плотности полной систе-
мы с гамильтонианом (1). Усредняя полную матри-
цу плотности по переменным поля, мы получили 
редуцированную временную матрицу плотности 
подсистемы кубитов ( ) ( ).A Ft Tr tρ = ρ  Для двухку-
битной системы, описываемой матрицей плотно-
сти ( ),A tρ  мы можем использовать в качестве меры 
перепутывания кубитов параметр Перенса – Хо-
родецких или отрицательность [26; 27] 

2 ,i
−ε = − µ∑

где i
−µ  ‒ отрицательные собственные значения ча-

стично транспонированной по переменным одного 
кубита редуцированной матрицы плотности 1( ).

T
Aρ
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Для начальных состояний кубитов (3) и (5) реду-
цированная матрица плотности кубитов ( )A tρ  мо-
жет быть представлена в виде

11
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Элементы матрицы (13) для начального состоя-
ния кубитов (2) имеют вид 
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Для других начальных состояний элементы ре-
дуцированной матрицы плотности кубитов в на-
стоящей статье не приводятся ввиду слишком гро-
моздкого вида.

Частино транспонированная по переменным 
одного кубита матрица плотности для (13) есть 
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Матрица (14) имеет всего одно собственное зна-
чение, которое может принимать отрицательные 
значения. В результате для отрицательности в 
рассматриваемых случаях мы имеем 
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Для начальных состояний кубитов (4) и (6) реду-
цированная по переменным одного кубита матри-
ца плотности имеет вид
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Матрица (16) имеет два собственных значения, 
которые могут принимать отрицательные значе-
ния. В результате для отрицательности в рассма-
триваемых случаях мы имеем 
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Результаты численного моделирования отрица-
тельностей (15) и (17) представлены на рис. 1–4.а)

б)
Рис. 1. Отрицательность как функция безразмерного времени 
gt  для начального состояния | , .+ −〉  Параметр штарковско-

го сдвига = 0β  (сплошная линия), = 0.5β  (штриховая линия). 
Среднее число фотонов = 0.1n  (а) и = 1n  (б)

Рис. 2. Отрицательность как функция безразмерного времени 
gt  для начального состояния | , .+ +〉  Параметр штарковского 

сдвига = 0.7β  (сплошная линия), = 1β  (штриховая линия) и 
= 1.2β  (точечная линия). Среднее число фотонов = 0.1n
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2. Результаты и обсуждения
Временные зависимости отрицательности для 

начального сепарабельного состояния атомов для 
начального состояния | ,+ −〉  различных значений 
параметра штарковского сдвига приведены на 
рис. 1. Кривые построены для фиксированных зна-
чений среднего числа тепловых фотонов 0.1n =  (а) 
и 1n =  (б). Из рисунка хорошо видно, что при уве-
личении штарковского сдвига β  степень перепу-
тывания атомов существенно возрастает. Заметим, 
что влиянием штарковского сдвига на динамику 
атомов можно управлять, включая расстройку ча-
стот атомов и поля резонатора. При этом увели-
чение интенсивности теплового поля резонатора 
приводит к уменьшения максимальной степени 
перепутывания. Зависимость отрицательности 
от нормированного времени gt  для начального 
сепарабельного состояния атомов для начального 
состояния | ,+ +〉  и различных значений параметра 
штарковского сдвига β  представлена на рис.  2. 
Среднее число фотонов выбрано равным = 0.1.n  
Хорошо видно, что для начального состояния ато-

мов, в котором оба они возбуждены, тепловое поле 
индуцирует перепутывание кубитов для значений 
параметра штарковского сдвига β  вблизи значе-
ний, равных единице или .gΓ   Заметим, что вы-
бранного начального состояния атомов в случае 
отсутствия штарковского сдвига перепутывания 
атомов не возникает ни при каких интенсивностях 
теплового поля резонатора [22–24]. Зависимость 
отрицательности от нормированного времени gt  
для начального белловского перепутанного состо-
яния атомов вида 1 / 2 (| , | , )+ −〉+ − +〉  и различных 
значений параметра штарковского сдвига β  пред-
ставлена на рис. 3. Среднее число фотонов 0.1n =  
(а) и 1n =  (б). Из рисунка хорошо видно, что вклю-
чение штарковского сдвига приводит к уменьше-
нию осцилляций Раби параметра перепутывания, 
т.  е. к существенной стабилизации наведенного 
начального перепутывания атомов. При этом для 
интенсивного теплового поля резонатора в отсут-
ствие штарковского сдвига имеет место эффект 
мгновенной смерти перепутывания, т. е. исчезно-
вение перепутывания на временах, меньших вре-
мен релаксации. Включение штарковского сдвига 

а)

б)
Рис. 3. Отрицательность как функция безразмерного време-
ни gt  для перепутанного белловского начального состоя-
ния 1 / 2(| , | , ).+ −〉+ − +〉  Параметр штарковского сдвига = 0β  
(сплошная линия) и = 2β  (штриховая линия). Среднее число 
фотонов = 0.1n  (а) и = 1n  (б)

а)

б)
Рис. 4. Отрицательность как функция безразмерного време-
ни gt  для перепутанного белловского начального состоя-
ния 1 / 2(| , | , ).+ +〉+ − −〉  Параметр штарковского сдвига = 0.β  
Среднее число фотонов = 0.1n  (a) и = 2n  (б)
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позволяет исключить указанный эффект. Наконец, 
зависимость отрицательности от нормированного 
времени gt  для начального белловского перепу-
танного состояния атомов вида 1 / 2(| , | , )+ −〉+ − +〉  
и различных значений параметра штарковского 
сдвига β  представлена на рис. 4. Для выбранного 
начального состояния и в приближении 1 2Γ = Γ  
смещение энергетических уровней возбужденно-
го | ,+ +〉  и основного | ,− −〉  состояний системы 
двух атомов одинаковы. Поэтому штарковские 
сдвиги энергетических уровней не выводят систе-
му из резонанса, следовательно, не влияют на ди-
намику параметра перепутывания. Как и в случае 
предыдущего перепутанного состояния, в рассма-
триваемой ситации для интенсивных тепловых 
полей имеет место эффект мгновенной смерти 
перепутывания. Однако учет штарковского сдвига 
не позволяет устранить данный эффект.

Заключение
Таким образом, в настоящей работе мы иссле-

довали влияние динамического штарковского 
сдвига энергетических уровней на перепутывание 
атомов, резонансно взаимодействующих посред-
ством вырожденных двухфотонных переходов 
с тепловым одномодовым полем идеального резо-
натора. Мы показали, что для сепарабельного на-
чального состояния атома | ,+ −〉  учет штарковско-
го сдвига приводит к существенному увеличению 
степени перепутывания атомов, индуцированной 

тепловым полем. При этом влиянием штарковско-
го сдвига на динамику атомов можно управлять, 
включая расстройку частот атомов и поля. Вели-
чиной расстройки можно легко управлять для ис-
кусственных атомов. Например, для потоковых 
сверхпроводящих колец можно в достаточно ши-
роких пределах изменять ширину энергетической 
щели, изменяя магнитное поле [1–5]. Мы также 
показали, что при наличии штарковского сдвига 
для сепарабельного начального состояния | ,+ +〉  
тепловое поле может индуцировать атом-атомное 
перепутывание в случае достаточно малых интен-
сивностей теплового поля. 

В отсутствие штарковского сдига для рассма-
триваемого начального состояния тепловое вза-
имодействие атомов с тепловым полем не приво-
дит к их перепутыванию ни при каких значениях 
параметров модели. Расчеты также показали, что 
для перепутанного белловского начального атом-
ного состояния вида 1 / 2(| , | , )+ −〉+ − +〉  наличие 
штарковского сдвига приводит к существенному 
уменьшение амплитуд колебаний отрицательно-
сти, то есть приводит к стабилизации начально-
го перепутывания. В случае относительно интен-
сивных тепловых полей включение штарковского 
сдвига позволяет устранить эффект мгновенной 
смерти перепутывания. Это означает, что динами-
ческий штарковский сдвиг энергетических уров-
ней является эффективным механизмом контроля 
и управления перепутыванием атомов.
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The entanglement of atoms with two-photon transitions 
in the presence of ac Stark shift of energy levels

E.K. Bashkirov, M.O. Guslyannikova
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Samara, 443086, Russian Federation

In this paper, we investigated the dynamics of atomic entanglement in a quantum system consisting of two identical two-
level atoms (qubits) resonantly interacting with a mode of a thermal cavity field through degenerate two-photon transitions, in 
the presence of a Stark energy level shift. An analytical expression is obtained for the atom entanglement (negativity) parameter 
for separable and entangled initial states of atoms. The influence of the Stark shift on the degree of atom-atom entanglement is 
considered. It is established that the Stark shift leads to a significant increase in the degree of atom entanglement in the case 
of separable initial states of atoms and to stabilization of atomic entanglement in the case of entangled initial states of atoms.

Keywords: identical two-level atoms, two-photon transitions, thermal field, ac Stark shift, entanglement control and operation.


