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Предложены новые дискретные отображения классической автоколебательной системы –  осциллятора 
Ван дер  Поля. Отображения получены на основе сочетания методов параметрического  синтеза и инвариантности 
импульсных характеристик динамических систем. Приведены примеры генерации регулярных и хаотических авто-
колебаний в дискретном времени.
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1. Современная нелинейная динамика [1] рас-
сматривает эволюцию динамических систем как 
в непрерывном (НВ),  так и дискретном времени 
(ДВ). Модели и методы нелинейной НВ-динамики 
широко  и успешно  применяются в радиофизи-
ке,  биофизике,  экологии,  химических техноло-
гиях и многих других отраслях науки и техни-
ки. В области дискретного  времени нелинейная 
динамика смыкается с цифровой обработкой 
сигналов [2],  и объекты ДВ-динамики могут слу-
жить основой алгоритмов обработки. Для выпол-
нения этих функций необходим широкий круг 
ДВ-систем,  обеспечивающий возможность вы-
бора заданной характеристики преобразования 
сигналов. Поиск таких систем следует рассма-
тривать в качестве одной из задач нелинейной 
динамики дискретного  времени. 

Как правило,  объекты НВ-динамики явля-
ются результатом формализации физических 
(химических,  биологических и т. д.) моделей ре-
ально  существующих систем,  в то  время как 
ДВ-системы в большинстве случаев возника-
ют в результате дискретизации времени в НВ-
системах. При этом конкретная форма процесса 
дискретизации существенным образом влияет 
на характеристики полученной (синтезирован-
ной) ДВ-системы. Заметим,  что  для обозначения 
ДВ-систем часто  используется также термин 
«дискретные отображения».

Широко  известен ряд способов построения 
дискретных отображений. В качественной теории 
динамических систем это  сечения Пуанкаре [1]. 
Для гамильтоновых систем с помощью введения 
в гамильтониан нелинейных дельта-воздействий 

строятся универсальное и стандартное отобра-
жения [3]. Рассматривается также и самый пря-
мой способ дискретизации времени –  конечно-
разностная аппроксимация производных в диф-
ференциальном уравнении движения системы. 
Этот подход широко  распространен в численном 
моделировании,  но  имеет ограниченное приме-
нение в теории дискретных сигналов и систем [2].

В теории и практике синтеза линейных дис-
кретных фильтров находит применение метод 
инвариантности импульсных характеристик 
(МИИХ). Он привлекателен с физической точки 
зрения,  т. к. сохраняет временные характеристи-
ки отклика линейной системы на внешнее воз-
действие. В работах [4;  5] метод распространен 
на автоколебательные системы томсоновского  
типа. В настоящем сообщении МИИХ дополнен 
элементами параметрического  синтеза и полу-
чены новые варианты дискретных отображений 
осциллятора Ван  дер   Поля –  базовой модели 
теории нелинейных колебаний.

2.  В качестве линейной аналоговой системы-
прототипа рассмотрим диссипативный осцил-
лятор  с одной степенью свободы. Имея в виду 
дискретизацию времени с интервалом ,∆  урав-
нение для свободных колебаний запишем отно-
сительно  безразмерной временной переменной 

1:t −τ = ∆
2

2 2 0
02

4 2
d y dy

y
Q dd

ω
+ π ω = − π

ττ
, 	 (1)

где 0ω  –  собственная частота контура,  измеряе-
мая в единицах частоты дискретизации;  Q –  до-
бротность контура.
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В рамках МИИХ НВ-осциллятору ставится в 
соответствие ДВ-осциллятор

( ) 2
0 0 0[ ] 2 cos 2 [ 1] [ 2] 0y n y n y n− α πω − + α − = , 	 (2)

где 0α  –  параметр  линейной диссипации:

0
0 exp

Q

ω α = −π 
 

.	 (3)

Детали перехода (1) (2)→  можно  найти в [2] (см. 
также [6]). 

В разностном уравнении движения (2),  в от-
личие от дифференциального  уравнения (1),  
диссипативная составляющая не выделена в яв-
ной форме. Такое выделение для высокодоброт-
ных осцилляторов проведем путем разложения 
экспоненты (3) в ряд Тейлора:

( )
( )

( )( )

2
0 0 0

0

0
0

[ ] 2 cos 2 [ 1] [ 2]

[ ] 2 cos 2 [ 1] [ 2]
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y n y n y n
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Q
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≈ − π ω − + − +

ω
+ π π ω − − −

Теперь ДВ-осциллятор  (2) определяется урав-
нением движения

( )

( )( )
0

0
0

[ ] 2 cos 2 [ 1] [ 2]

2 cos 2 [ 1] [ 2] .

y n y n y n

y n y n
Q

− π ω − + − =

ω
= − π π ω − − −

	 (4)

Из сопоставления правых частей уравнений (1) 
и (4) следует вывод о  том,  что  при переходе к 
дискретному времени в высокодобротных осцил-
ляторах для неконсервативных частей уравне-
ний движения можно  использовать замену

dy

d
→

τ
( )0cos 2 [ 1] [ 2]y n y nπ ω − − − .	 (5)

3. Перейдем теперь к дискретизации времени 
в осцилляторе Ван�����������������������������   ����������������������������  дер �������������������������  ������������������������ Поля. Его  уравнение дви-
жения запишем с выделением диссипативной и 
активной частей системы:

2
2 2 0 0

02
4 2 2 ( )

d y dy dy
y pg y

Q d Q dd

ω ω
+ π ω = − π + π

τ ττ
.	 (6)

Здесь функция активной нелинейности с учетом 
соответствующей нормировки осциллирующей 
переменной ( )y τ  имеет вид ( )2( ) 1 ,g y y= −  p – ко-
эффициент превышения ( 1)p >  порога генерации 
( 1).p =

Применив к правой части уравнения (6) преоб-
разование (5),  получим

( )
( ) ( )

( )

0

0

[ ] 2 cos 2 [ 1] [ 2]

cos 2 ( [ 1]) [ 1]

( [ 2]) [ 2] ,

y n y n y n

g y n y n

g y n y n

− π ω − + − =

= − πω ν − γ − − +

+ ν − γ − −

	 (7)

где введены обозначения 02 / Qν = πω  для поло-
сы линейного  осциллятора и 02 /p Qγ = πω  для 
параметра глубины обратной связи. Кроме того,  
при записи уравнения (7) учтены два члена раз-
ложения экспоненты (3) в ряд Тейлора.

Сформированное таким образом нелинейное 
разностное уравнение (7) есть искомое дискрет-
ное отображение осциллятора Ван  дер   Поля. 
Являясь итегрируемым отображением,  оно  дает 
простой алгоритм генерации дискретных ав-
токолебаний. В качестве объекта теории коле-
баний в дискретном времени отображение (7) 
можно  также обозначать как ДВ-осциллятор  
Ван дер  Поля. Отметим,  что  при высоких часто-
тах дискретизации (соответственно  при 0 0)ω →  
разностное уравнение (7) переходит в диффе-
ренциальное уравнение (6).

Отображение (7),  являясь лишь одним из 
множества возможных (см.,  например,  [5]),  де-
тально  воспроизводит в дискретном времени 
свойства аналоговой автоколебательной систе-
мы. Это  нетрудно  показать цифровым анализом 
генерируемых (7) временных рядов,  но  мы вос-
пользуемся здесь методами теории колебаний. 

4.  Для сокращения записей обозначим че-
рез  ( )2 [ ]L y n  разностный оператор  гармони-
ческих осцилляций в левой части (7),  а через 

( )[ 1], [ 2]F y n y n− −  –  функцию в правой части. 
С  учетом введенных обозначений отображение 
(7) принимает вид

 ( ) ( )2 [ ] [ 1], [ 2]L y n F y n y n= − − .	 (8)

Генерируемый отображением временной ряд 
представим как

1 1
[ ] [ ] [ ]

2 2
1

[ ] . .,
2

к с

n n

n

y n A n Z A n Z

A n Z

∗ −= + =

= +
	 (9)

где 0exp( 2 ) r iZ j Z jZ= πΩ = + ;  [ ]A n  –  комплекс-
ная амплитуда –  медленная функция дискрет-
ного  времени,  связанная с действительными 
амплитудой [ ]a n  и фазой [ ]nϕ  соотношением 

( )[ ] [ ] exp [ ]A n a n j n= ϕ . С учетом того,  что

 ( )2 0nL Z± = ,

действие оператора  ( )2 [ ]L y n  на квазигармониче-
ское колебание (9) приводит к приближенному 
равенству


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1
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i

L A n Z

j A n A n Z Z −
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В.В. ЗАЙЦЕВ



Т. 17,  № 1		  37

При его  выводе использовано  условие медлен-
ности изменения комплексной амплитуды [ ]A n  в 
форме 

[ 1] [ 2] [ ] [ 1]A n A n A n A n− − − = − − .

При подстановке колебания (9) в правую часть 
уравнения (8) примем во  внимание разложение 
четной функции ( )g y  в ряд Фурье 

( )( )
( ) ( ) ( )

0

0 2 0

cos 2

cos 4 2

g a n

g a g a n

πω + ϕ =

= + πω + ϕ
	 (10)

с коэффициентами 2
0( ) 1 / 2,g a a= −  2

2( ) / 2.g a a= −  
После алгебраических преобразований с учетом 
допущения о  том,  что  для нелинейных и дис-
сипативных членов [ 2] [ 1]A n A n− = −  получим 
следующее равенство:

( )

0 2

1

[ 1], [ 2]

1
( [ 1]) ( [ 1])

2 2

[ 1] . . . .к с в гn
i

F x n x n

j
g a n g a n

A n Z Z −

− − =

  = − ν − γ − + − ×    

× − + +

Здесь символом «в.г.»  обозначены высшие гармо-
ники колебания с частотой 0.ω

Теперь из равенства медленных во  времени 
коэффициентов при nZ  в правой и левой частях 
уравнения (8) следует укороченное уравнение 
для комплексной амплитуды автоколебаний:

0 2

[ ] [ 1]

1 1
( [ 1]) ( [ 1]) [ 1] .

2 2

A n A n

g a n g a n A n

= − −

  − ν − γ − + − −    

	(11)

Заметим,  что,  поскольку нелинейные слагаемые 
уравнения (11) определяются двумя первыми 
членами ряда Фурье вида (10),  это  уравнение 
справедливо  не только  для четной квадратич-
ной нелинейности,  но  и для любой четной функ-
ции ( ).g y

Комплексное укороченное уравнение (11) экви-
валентно  двум уравнениям для действительных 
амплитуды [ ]a n  и фазы [ ].nϕ  Одно  из них

( )[ ] sin [ ] [ 1] 0.a n n nϕ − ϕ − =

Следовательно,  поправка на частоту ( [ ]n∆ω = ϕ −  
)[ 1] / 2 0,n−ϕ − π =  т.  е. автоколебания являют-

ся изохронными,  как и автоколебания НВ-
осциллятора Ван дер  Поля.

Второе уравнение,  уравнение для амплитуды 
фактически совпадает с (11):

0 2

[ ] [ 1]

1 1
( [ 1]) ( [ 1]) [ 1] .

2 2

a n a n

g a n g a n a n

= − −

  − ν − γ − + − −    

	(12)

На рис. 1 в качестве примера непрерывными 
линиями показаны графики зависимостей [ ]a n±  
в осцилляторе с параметрами 0 0.21,Ω =  20Q =  
и 4.5,γ =  построенные с помощью укороченного  
уравнения (12) для амплитуды начального  воз-
мущения [0] 0.01.a =  Точечный график соответ-
ствует временному ряду,  генерируемому дис-
кретным отображением (7). При n → ∞ уравне-
ние (12) имеет стационарное решение const,sA =  
соответствующее корню алгебраического  урав-
нения

0 2
1 1

( ) ( )
2s sg A g A

p
+ = .	 (13)

Хорошее соответствие результатов метода 
ММА анализируемому колебанию сохраняется в 
диапазоне 1 10,p< ≤  свидетельством чему явля-
ется приведенный на рис. 2 график зависимости 
амплитуды установившихся автоколебаний  –  
корней уравнения (13) от параметра превыше-
ния порога генерации. Точками на рисунке по-
казаны значения амплитуды,  рассчитанные по  
реализациям автоколебаний методом аналити-

Рис. 1. Процесс установления дискретных автоколебаний Рис. 2. Зависимость амплитуды автоколебаний от параметра 
превышения порога генерации

О ДИСКРЕТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ ОСЦИЛЛЯТОРА ВАН ДЕР ПОЛЯ
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ческого  сигнала. Отметим,  что  уравнение  (13) 
справедливо  и для амплитуды установивших-
ся автоколебаний в аналоговом осцилляторе 
Ван дер  Поля.

Таким образом,  результаты проведенного  
анализа указывают на то,  что  динамика осцил-
ляций,  задаваемых отображением (7),  типична 
для автоколебаний осциллятора Ван дер  Поля. 

Это  дает основания использовать предложенное 
отображение в алгоритмах нелинейной фильтра-
ции дискретных сигналов,  например,  подобно  
тому,  как автогенераторы с частотным управле-
нием используются в устройствах связи [7].

5.  Дополнив принцип импульсной инвариант-
ности элементами параметрического  синтеза,  

Рис. 3. Амплитудные спектры и фазовые портреты автоколебаний ДВ-осциллятора Ван дер  Поля

В.В. ЗАЙЦЕВ
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получим еще одну форму дискретного  отобра-
жения осциллятора Ван  дер   Поля. Для чего  
уравнение движения (6) запишем в виде

( )
2

2 2 0
02

4 2 1 ( )
d y dy

y g y
Q dd

ω
+ π ω = − π −

ττ
.	 (14)

Коэффициент при первой производной в пра-
вой части уравнения (14) рассматриваем как 
нелинейный параметр  диссипации. Тогда при 
дискретизации времени в нелинейной системе,  
по  аналогии с переходом (1) (2),→  совершим пе-
реход от дифференциального  уравнения (14) к 
разностному уравнению 

( ) ( )
( )

0

2

[ ] 2 cos 2 [ 1] [ 1]

[ 2] [ 2] 0 ,

y n y n y n

y n y n

− π ω α − − +

+ α − − =
	 (15)

где диссипативная функция с учетом (3) прини-
мает вид

( )

( )

0( ) exp 1 ( )

exp ( ) .

y pg y
Q

g y

ω α = −π − = 
 

= −ν + γ
	 (16)

Дискретное отображение (15) содержит нели-
нейность (16) в мультипликативной по  отноше-
нию к порождающему уравнению гармониче-
ских осцилляций  ( )2 [ ] 0L y n =  форме,  в то  время  
как (7) является отображением с аддитивной не-
линейностью. Легко  установить,  что  при учете 
двух членов разложения экспоненты (16) в ряд 
Фурье отображение (15) переходит в отображе-
ние (7). Поэтому без проведения дополнитель-
ных исследований разностного  уравнения (15) 
имеются все основания предполагать совпадение 
динамических характеристик дискретных ото-
бражений осциллятора Ван  дер   Поля с муль-
типликативной и аддитивной нелинейностями 
при умеренных превышениях порога генера-
ции ( 10)p ≤  в высокодобротных осцилляторах 
( 10).Q ≥  При значительных превышениях поро-
га генерации ( 10)p >  метод ММА неприменим к 
анализу динамики отображений (7) и (15). В этой 
ситуации свойства отображений можно  устано-
вить путем исследования генерируемых отобра-
жениями временных рядов (сигналов).

6. Приведем некоторые численные результаты,  
иллюстрирующие режимы генерации сигналов 
отображением (15). При этом будем использо-
вать терминологию теории колебаний,  называя 
(15) ДВ-осциллятором Ван  дер  Поля. Значение 
добротности в дальнейшем остается постоянной 
величиной 20,Q =  а собственная частота резона-
тора 0Ω  и уровень возбуждения р варьируются.

На рис. 3,  а показаны амплитудный спектр  
( )A Ω  и предельный цикл автоколебаний ДВ-

осциллятора с параметрами 0 0.21,Ω =  3.8.p =  
Этот режим генерации качественно  полностью 
соответствует свободным автоколебаниям в НВ-
системе. Специфика ДВ-системы проявляется 
лишь в том,  что  вследствие эффекта подмены 
частот [2] гармоники автоколебаний наблюда-
ются на частотах,  не кратных основной частоте  
(на рис. 3 прослеживаются третья и пятая гар-
моники). Взаимодействие подмененных гармо-
нических составляющих приводит в конечном 
счете к хаотизации автоколебаний при значи-
тельных уровнях возбуждения. Рис 3,  б,  на ко-
тором представлены усредненный амплитудный 
спектр  ( )A Ω  и хаотический аттрактор  автоко-
лебаний,  иллюстрирует режим генерации ди-
намического  хаоса в осцилляторе с параметра-
ми 0 0.31Ω =  и 12.p =  Дальнейший рост уровня 
возбуждения до  значения 38p =  переводит ДВ-
осциллятор  (5) в режим генерации хаотических 
импульсов,  показанных в правой части рис. 3,  в.

7.  Представленные здесь дискретные отобра-
жения осциллятора Ван  дер   Поля наряду с 
предложенными в работах [4;  5;  8] расширяют 
круг объектов нелинейной динамики дискретно-
го  времени со  свойствами автоколебательных 
систем непрерывного  времени. Практические 
применения предложенных отображений (ДВ-
осцилляторов) весьма разнообразны –  модели-
рование сигналов и систем,  нелинейная филь-
трация дискретных (цифровых) сигналов,  защи-
та информации.
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