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Разработаны математические модели электродинамического  уровня строгости для решения 3D краевых задач 
дифракции для уравнений Максвелла с электродинамическими граничными условиями,  используя введение эффек-
тивных электромагнитных параметров магнитного  нанокомпозита. Комплексные компоненты тензора эффективной 
магнитной проницаемости нанокомпозита в зависимости от поля подмагничивания рассчитаны на основе электро-
динамической модели,  используя декомпозиционный вычислительный алгоритм на основе автономных блоков с маг-
нитными нановключениями и виртуальными каналами Флоке. Используя вычислительный алгоритм,  разработанный 
проекционным методом,  получены результаты электродинамического  расчета S-параметров Y-циркулятора на ос-
нове магнитного  нанокомпозита из опаловой матрицы.
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Введение

Магнитные 3D-нанокомпозиты на основе опа-

ловых матриц с внедренными в межсферические 

полости магнитными наночастицами являются 

одним из наиболее перспективных классов ма-

териалов для создания магнитноуправляемых 

приборов и устройств в сантиметровом и мил-

лиметровом диапазонах [1–4]. Микроволно-

вые свойства опаловых матриц,  содержащих в 

межсферических пустотах наночастицы Mn-Zn- 

и Ni-Zn-ферритов,  исследованы в [2].

Разработка устройств СВЧ на основе новых 

нанокомпозитов требует проведения большо-

го  количества дорогостоящих экспериментов,  

часть из которых может быть заменена более 

дешевым вычислительным экспериментом.

В настоящее время в моделировании устройств 

СВЧ на основе магнитных нанокомпозитов суще-

ствуют два подхода: первый –  применение упро-

щенных моделей при введении эффективных 

электромагнитных параметров (эффективной 

магнитной и диэлектрической проницаемостей) 

наноматериалов [5–9]. Второй подход –  решение 

3D-краевых задач для уравнений Максвелла со-

вместно  с уравнениями движения в материаль-

ной среде без упрощения уравнений и гранич-

ных условий [10;  11]. Только  этот второй подход 
позволяет достичь адекватности математиче-
ских моделей реальным электродинамическим 
объектам для решения задач расчета микровол-
новых характеристик и устройств СВЧ на основе 
анизотропных наноструктурных материалов.

Целью работы является разработка матема-
тических моделей электродинамического  уров-
ня строгости и вычислительных алгоритмов для 
точного  расчета микроволновых характеристик 
невзаимных устройств СВЧ (циркуляторов,  вен-
тилей) на основе магнитных нанокомпозитов из 
опаловых матриц. 

1. Математическая модель

Y�����������������������������������������  -циркулятор  на основе магнитного  наноком-
позита будем рассматривать как волноводный 
трансформатор  [13] с входными сечениями 

1,S  

2,S  3,S  к которым присоединены прямоугольные 
волноводы. Конструкция Y-циркулятора (рис. 1) 
состоит из прямоугольных волноводов (3),  рас-
положенных под углами 120 ,°  магнитного  нано-
композита (1) и диэлектрической вставки (2).

Сформулируем краевую задачу для Y-цирку
лятора (рис.���������������������������������  �������������������������������� 1),  используя введение эффектив-
ных электромагнитных параметров магнитного  
нанокомпозита [11]. 
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Электромагнитное поле удовлетворяет уравне-
ниям Максвелла:

в области магнитного  нанокомпозита мнV
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– тензор  эффективной магнитной проницаемо-
сти нанокомпозита;
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где дε  –  диэлектрическая проницаемость встав-
ки;

и в области 0 мн вV V V− −  (рис. 1) 
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0 0,ε µ  –  диэлектрическая и магнитная постоян-
ные.

Используя запись для кусочно-неоднородной 
среды в области 0,V  запишем системы уравне-
ний (1),  (2) и (3) в виде:
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2. Построение вычислительного 
алгоритма определения матрицы 

рассеяния Y-циркулятора на основе 
магнитного нанокомпозита

Построим вычислительный алгоритм опреде-
ления матрицы проводимости Y-циркулятора 
на основе магнитного  нанокомпозита –  волно-
водного  трансформатора (рис. 1),  которую затем 
пересчитаем в матрицу рассеяния. Для этого  
применим проекционный метод [12].

Чтобы определить базисные функции,  необ-
ходимо  решить краевую задача на собственные 
значения [12]. Краевая задача на собственные 
значения (собственные частоты) формулируется 
для вспомогательного  цилиндрического  резо-

натора радиусом 2 2/ 4 / 3R a c= +  и длиной 
L b=  (рис. 1):

необходимо  решить уравнения Максвелла

0
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	 (5)

в области 0V  с граничным условием 0kE τ =


 на 
металлической поверхности резонатора,  где 

kω  –  собственные частоты резонатора;  ,kE


 kH


 –  
электрические и магнитные поля собственных 
колебаний (собственные функции) резонатора,  

kE τ


 –  касательная составляющая электрическо-
го  поля. 

Система собственных функций { },k kE H
 

 кра-
евой задачи (5) состоит из соленоидальной 

{ }c c,k kE H′ ′
 

 и потенциальной { }п п,k kE H′′ ′′
 

 подсистем. 
Индекс k kik +′ ′′=  определен на множестве ин-
дексов k′ и k′′ { }, .k k k′ ′′=
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

 c
kH ′


 
и собственные значения kω  краевой задачи (5) 
имеют следующий вид [13].
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Рис. 1. Y-циркулятор  на основе магнитного  нанокомпозита 
как волноводный трансформатор: 1 –  магнитный наноком-
позит;  2 –  диэлектрическая вставка;  3 –  прямоугольные 
волноводы;  1,S  2,S  3S  –  входные сечения;  0V  –  основная 
область волноводного  трансформатора;  м

1 ,S  м
2 ,S  м

2S  –  ме-
таллические боковые поверхности волноводного  трансфор-
матора;  RS  –  боковая поверхность вспомогательного  цилин-
дрического  резонатора
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и собственные значения kω  краевой задачи (5) 
имеют следующий вид [13]:
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Поперечные электрические и магнитные ком-
поненты собственных волн прямоугольных вол-
новодов (рис.�������������������������������� �������������������������������1) определялись следующим обра-
зом [13].
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α –  номер  входного  сечения Sα волноводного  
трансформатора (рис. 1);
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Поперечные электрические и магнитные ком-
поненты собственных волн прямоугольных вол-
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ставляем в виде разложения в ряды Фурье:

( ) ( )

( ) ( )

1

1

,

, 1,2,3.

k k
k

k k
k

E a e

H b h

∞

α α α
=
∞

α α α
=

=

= α =

∑

∑








	 (7)

Из (7) и нормировки 

( ) ( )( ) 0, ,

1, ,k n

S

k n
e h dS

k n
α

∗
αα α

≠
× ⋅ =  =∫
 



	 (8)

следуют интегральные выражения:
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; 	 (10)

Интегральные выражения (9),  (10) являются 
условиями неасимптотического  излучения [14] 
на входных сечениях Sα волноводного  транс-
форматора (рис. 1). 

Используя решения краевой задачи на соб-
ственные значения (5),  тождество  rot rotb a a b− =

 

 

 
rot ( ),a b= ×





формулу Остроградского  –  Гаусса 
и условия неасимптотического  излучения (9),  
(10),  запишем для системы уравнений (4) проек-
ционную интегральную модель:

0 0

6

1

0

( )

,

k

S

k k k

V V

E H dS

i E E dV i H H dV

β

∗
β

β=

∗ ∗

× ⋅ =

= − ω ε ⋅ − ω µ ⋅

∑ ∫

∫ ∫

 

   

0 0

6

1

0

( )

,

k

S

k k k

V V

H E dS

i E E dV i H H dV

β

∗
α

β=

∗ ∗

× ⋅ =

= ω ε ⋅ + ω µ ⋅

∑ ∫

∫ ∫



   

, 	 (11)

( ) ( )( )q q

S

b e H dS

α

∗
α α α α= × ⋅∫





,

01,2, ... , 1,2, ... , 1,2,3,k N q Nα= = α =

где Sβ –  поверхности входных сечений волно-
водного  трансформатора (рис. 1).

Вычислительный алгоритм для определения 
матрицы проводимости Y волноводного  транс-
форматора (�������������������������������   Y������������������������������   -циркулятора),  связывающей ко-
эффициенты ( )ka α  с коэффициентами ( )kb α  рядов 
Фурье (7),  строим следующим образом. Решение 
краевой задачи (4) ищем в виде линейной комби-
нации по  следующим системам функций:

{ },nЕ


 { }nH


 (собственные волны цилиндриче-
ского  резонатора) в основной области 0V  волно-
водного  трансформатора:

0 0 0

1 1 1

, , ,
N N N

n n n n n n
n n n

E a E H b H M d H
= = =

= = =∑ ∑ ∑
     



 	(12)

где 0N  –  число  базисных функций;

и ( ){ }le β


,  ( ){ }lh β


 (собственные волны прямо-

угольных волноводов) на входных сечениях 
( 1,2, ..., 6)Sβ β =  волноводного  трансформатора:

( ) ( ) ( ) ( )
1 1`

, ,

N N

l l l l
l l

E a e H b h
β β

β β β β β β
= =

= =∑ ∑
 



	 (13)

где Nβ –  число  базисных функций.

Подставляя (12) и (13) в (11),  получаем следу-
ющую систему алгебраических уравнений:

0

0

0

0

0
1

1

6

( ) ( )
1 1

( ) ,

N

k n k n
n V

N

n k n
n V

N

l k l
l S

i E E dV a

i H H dV b

e H dS a
β

β

∗

=

∗

=

∗
β β β

β= =

 
 ω ε ⋅ +  
 
 
 + ω µ ⋅ =  
 

 
 − × ⋅ 
 
 

∑ ∫

∑ ∫

∑∑ ∫

 



 







0

0

0

0

1

0
1

6

1

( ) 0,

N

n k n
n V

N

k n k
n V

n k n

S

i E E dV a

i H H dV

H E dS b

β

∗

=

∗

=

∗
β

β=

 
 ω ε ⋅ +  
 

+ ω µ ⋅ −




− × ⋅ =



∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

 



 





	 (14)

0

( ) ( )
1

( )
N

q n n q
n S

e H dS b b

α

∗
α α α

=

 
 × ⋅ =  
 

∑ ∫




 ,
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где k k′ω = ω  –  для соленоидальных собственных 
функции c ,kE ′



 c ,kH ′


 0kω =  –  для потенциальных 
собственных функций п ,kE ′′



 п .kH ′′


Запишем систему линейных алгебраических 
уравнений (14) в матричной форме:

,

,

,

⋅ + ⋅ = − ⋅

⋅ + ⋅ =

⋅ =

A a B b L a

D a U b 0

W b b











	 (15)

где ,A  ,B  ,D  ,U  ,W  L –  матрицы с элементами:
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∫




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,

01,2, ... , 1,2, ... , 1,2,3.k N q Nα= = α =

Компонентами n-мерных векторов ,a  ,b  ,a  b яв-
ляются коэффициенты { },na  { }nb  и { }( )la β ,  { }( )lb β  
рядов Фурье (12) и (13),  соответственно.
Исключая ,a  b  из системы уравнений (15) по-

лучаем:

( ) 11 −−= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅b W A D U B L a .	 (16)

Из (16) следует выражение для матрицы про-
водимости Y волноводного  трансформатора 
(Y-циркулятора)

( ) 11 −−= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅Y W A D U B L .	 (17)

Матрицу рассеяния R ���������������������Y��������������������-циркулятора получа-
ем из (17) при помощи матричной формулы [13] 

( ) ( )1 .−= + −R I Y I Y

3. Электродинамический расчет 
S-параметров Y-циркулятора на 

основе магнитного нанокомпозита 
из опаловой матрицы. Верификация 

математической модели

Проведен электродинамический расчет эле-
ментов knRαβ ( ,α  β –  индексы входных сечений;  
k,  n –  индексы собственных волн волноводов;  

1, 2, ;α =   k, , )1, 2n =   матрицы рассеяния R 

О.А. ГОЛОВАНОВ,  Г.С. МАКЕЕВА,  Д.Н. ШИРШИКОВ
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Y������������������������������������������     -циркулятора на основе магнитного  наноком-
позита из опаловой матрицы (рис. 1) в диапазоне 
СВЧ.

На первом этапе рассчитаны компоненты тен-
зора эффективной магнитной проницаемости 
нанокомпозита на основе электродинамической 
модели с учетом обмена и граничных условий,  
используя декомпозиционный вычислительный 
алгоритм расчета матрицы проводимости авто-
номных блоков с магнитными нановключениями 
и виртуальными каналами Флоке (МФАБ) [15;  16]. 

Магнитный нанокомпозит состоит из нанос-
фер  2SiO  (радиус наносфер  125r =  ���������   нм,  отно-
сительная комплексная диэлектрическая про-
ницаемость r 9,5 0,3;iε = −  материал наночастиц 

0,5 0,5 2 4Co Zn Fe O  (намагниченность насыщения 
4 7500SMπ =  �������������������������������      Гс,  константа обменного  взаимо-
действия 111,75 10q −= ⋅  А м;⋅  параметр  диссипа-
ции 0,04α =  [17]). В расчете принято,  что  число 
N учитываемых в данной модели сферических 
магнитных наночастиц диаметра d в полости 
опаловой матрицы в МФАБ 5N =  ( 29d =  нм). 

На рис. 2 приведены результаты электроди-
намического  расчета действительной и мнимой 
частей диагональной Σµ  и недиагональной Σ

αµ  
компонент тензора эффективной магнитной про-
ницаемости магнитного  нанокомпозита из опа-
ловой матрицы в зависимости от напряженно-
сти постоянного  магнитного  поля 0H  на частоте 

16, 4f =  ГГц.
На втором этапе проведен электродинамиче-

ский расчет S-параметров ��������������������Y�������������������-циркулятора на ос-
нове магнитного  нанокомпозита из опаловой ма-
трицы,  используя разработанный вычислитель-
ный алгоритм расчета матрицы рассеяния R.

Результаты расчета элементов матрицы рас-

сеяния 21
11R  (коэффициент прохождения волны 

10H  из плеча 1 в плечо  2 –  прямые потери),  
31
11R  (коэффициент прохождения волны 10H  из 

плеча 1 в плечо  3 –  развязка между плеча-

ми) и 11
11R  (коэффициент отражения на входе 1) 

Y-циркулятора на основе магнитного  наноком-
позита из опаловой матрицы в зависимости от 
частоты представлены на рис.����������������� ����������������3 (сплошные кри-
вые). Расчет проведен для Y-циркулятора (рис. 1) 
с размерами 16,0a =  мм,  4,0b =  мм,  16,0c =  мм,  

14,5R =  мм.
Параметры нанокомпозита те же,  что  и на 

рис.�����������������������������������������   ����������������������������������������  2. Образец того  же магнитного  нанокомпо-
зита на основе опаловой матрицы с магнитными 
наночастицами 0,7 0,3 2 4Со Zn Fe O  использовался 
как цилиндрический вкладыш при измерении 
S-параметров Y-циркулятора.

На рис. 3 (пунктирные линии) приведены для 
сравнения результаты измерения S-параметров 

матрицы рассеяния: прямых потерь 21
11 ,R  раз-

вязки 31
11R  и коэффициента отражения на входе 

11
11R  Y-циркулятора на основе магнитного  нано-

композита из опаловой матрицы с наночастица-
ми 0,7 0,3 2 4Со Zn Fe O .

Соответствие результатов расчета на основе 
модели с использованием эффективных параме-
тров магнитного  нанокомпозита из опаловой ма-
трицы эксперименту наблюдается при следую-
щих полагаемых в математической модели зна-
чениях компонент тензора эффективной магнит-

Рис. 2. Расчетные зависимости действительной и мнимой 
частей диагональной Σµ

 
(––––) и недиагональной Σ

αµ  (– – –) 
компонент тензора эффективной магнитной проницаемости 
нанокомпозита из опаловой матрицы от напряженности по-
стоянного  магнитного  поля: 16,4f =   ГГц; наносферы 2SiO  
( 100r =   нм,  4

0/ 4,6 4 10 );с
−ε µ = − ⋅  магнитные наночастицы 

0,7 0,3 2 4Со Zn Fe O

Рис. 3. Расчетные и экспериментальные характеристи-
ки �����������������������������������������������     Y����������������������������������������������     -циркулятора на основе магнитного  нанокомпози-
та из опаловой матрицы (с магнитными наночастицами 

0,7 0,3 2 4Со Zn Fe O ) в зависимости от частоты: 21
11R  –  прямые 

потери;  31
11R  –  развязка;  11

11R  –  коэффициент отражения;  
–––– –  теория,  – – – –  эксперимент
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ной проницаемости: 0/ 0,95,Σµ µ =  0/ 0,64,Σ
αµ µ =  

что  соответствует значению напряженности по-
стоянного  магнитного  поля 0 800H =  Э (см. гра-
фик на рис. 2).

Учтем влияние формы образца магнитного  на-
нокомпозита –  это  цилиндрический вкладыш 
(рис.������������������������������������������ �����������������������������������������1). Внутреннее магнитное поле в ферромаг-
нитном цилиндре (эллипсоиде),  помещенном во  
внешнее магнитное поле 0,H



 равно

0 0 0внH H NM= −


, 	 (18)

где N


 –  тензор  размагничивания.
Моделью образца магнитного  нанокомпозита 

(рис.��������������������������������������        �������������������������������������       1) является тонкий цилиндр  с продоль-
ным подмагничиванием внешним магнитным 
полем 0 0 0H H y=





 (размагничивающие факторы 
2 ,x yN N= = π  )0 .zN =

Рассчитанное из (18) внешнее постоянное маг-
нитное поле составляет в 1600H =  Э,  что  согла-
суется с экспериментом в( 1500 50–16H =  Э).

Заключение

Впервые разработаны адекватные математи-
ческие модели невзаимных устройств СВЧ на 
основе магнитных нанокомпозитов из опаловых 
матриц,  базирующиеся на решении уравнений 
Максвелла с электродинамическими гранич-
ными условиями совместно  с уравнением Лан-
дау –  Лифшица с учетом поля обменного  взаи-
модействия (без каких-либо  упрощений уравне-
ний и граничных условий). 

Модели базируются на решении 3D-задач 
дифракции для устройств СВЧ проекционным 
методом,  при этом компоненты тензора эффек-
тивной магнитной проницаемости нанокомпозита 
рассчитываются на основе электродинамической 
модели с учетом обмена и граничных условий,  
используя декомпозиционный вычислительный 
алгоритм методом МФАБ.

Математическое моделирование с помощью 
разработанных вычислительных алгоритмов 
определения матриц рассеяния невзаимных 
устройств СВЧ (циркуляторов,  вентилей) на 
основе магнитных нанокомпозитов позволит ча-
стично  отказаться от экспериментально-эмпи-
рического  подхода в проектировании и разра-
ботке устройств,  применимых в телекоммуника-
циях,  радиотехнических системах,  радиолока-
ционных станциях.

Работа поддержана Российским фондом фун-
даментальных исследований грант № 12-02-
97025-р_поволжье_а. 
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Modeling of nonreciprocal microwave devices  
based on magnetic nanocomposites

O.A. Golovanov, G.S. Makeeva, D.N. Shirshikov

The rigorous mathematical models of  magnetic nanocomposite-based nonreciprocal microwave devices are developed 
to solve the 3D diffraction boundary problems for the Maxwell`s equations with electrodynamic boundary conditions гsing 
the effective electromagnetic parameters of  magnetic nanocomposites. The complex  components of  the effective perme-
ability tensor of  magnetic opal nanocomposite depending on the DC magnetic field were calculated using the electro-
dynamic model by the decomposition on autonomous blocks with magnetic nanoinclusions and virtual Floquet channels. 
Sing the numerical algorithm based on the projection method the results of  electrodynamic calculation of  scattering 
parameters of  magnetic opal nanocomposite-based Y-circulator depending on the frequency were obtained.

Keywords: mathematical model,  boundary problem,  projection method,  microwave device,  magnetic nanocompo
site,  circulator.
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