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Изложены основы корректного  электродинамического  анализа геометрически и физически киральных элементов 
и метаматериалов. В качестве главного  инструмента предлагается использовать интегральные представления элек-
тромагнитного  поля тонкопроволочной структуры. Рассмотрен механизм учета межэлементного  взаимодействия,  
реализующийся через обобщеную процедуру метода Гаусса –  Зейделя. Приведены результаты численного  модели-
рования для некоторых киральных элементов и метаструктур.

Êëю÷åâûå ñëîâà: киральность,  метаструктура,  метасреда,  интегральные представления электромагнитного  поля,  
тонкопроволочное приближение,  метод Гаусса –  Зейделя.

Введение

Метаматериал –  материал,  природные свой-
ства,  которого  обусловлены не столько  при-
родными физическими свойствами,  сколько  
периодической микроструктурой,  создаваемой 
человеком [1]. Метаматериалы синтезируются 
внедрением в исходный природный материал 
различных периодических элементов с самыми 
различными формами,  которые модифицируют 
диэлектрическую и магнитную восприимчивость 
исходного  материала. В очень грубом прибли-
жении такие включения можно  рассматривать 
как искусственные,  чрезвычайно  больших раз-
меров,  атомы. Метаматериалы могут обладать 
свойствами,  принципиально  отсутствующими 
у естественных материалов,  встречающихся в 
природе [1]. Одно  из таких возможных свойств 
метаматериалов –  отрицательный (или левосто-
ронний) коэффициент преломления,  который 
проявляется при одновременной отрицательно-
сти диэлектрической и магнитной проницаемо-
стей [2].

Теория киральных структур  в настоящее вре-
мя достаточно  активно  развивается,  но  прак-
тически все новые свойства метаматериала те-
оретически предсказаны с помощью эффектив-
ных диэлектрической и магнитной проницаемо-
стей [3]. Как правило,  исследование киральных 
сред осуществляется с помощью феноменологи-

ческой теории,  материальные уравнения кото-
рой имеют вид [4]:

, .i i= ε χ = µ ± χD E H B H E

В данных выражениях верхние знаки соот-
ветствуют киральной среде на основе спиралей 
с правой закруткой,  а нижние знаки –  среде на 
основе левовинтовых спиралей. Константа χ на-
зывается параметром киральности. Достоинством 
исследования киральных структур  с помощью 
феноменологических уравнений является отно-
сительная простота аналитических выводов. Но  
здесь следует отметить усредненный характер  
уравнений,  необходимость знания параметра 
киральности и его  частотной зависимости для 
конкретной среды,  малость размеров киральных 
элементов в сравнении с длиной волны и боль-
шое расстояние между элементами,  позволяю-
щее пренебречь их взаимодействием.

В [5] утверждается,  что  изучение новых 
свойств метаматериала с помощью эффектив-
ных диэлектрической и магнитной проницаемо-
стей надо  проводить очень осторожно. Ýто  не-
обходимо  делать на основании строгих электро-
динамических методов,  работающих в ближней 
зоне дифракции электромагнитного  поля. Поэто-
му утверждения об одновременной отрицатель-
ности диэлектрической и магнитной проницае-
мостей как об одном из свойств метаматериала 
требует существенных дополнительных разъяс-
нений.
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Большую часть ограничений феноменологи-
ческой теории можно  снять с помощью приме-
нения более строгих методов электродинамиче-
ского  анализа. Корректное описание элементов,  
соизмеримых с длиной волны,  возможно  только  
на основе строгого  электродинамического  под-
хода. К достоинствам строгого  электродинами-
ческого  подхода можно  отнести отсутствие не-
обходимости введения параметра киральности,  
снятие ограничения на размер  элементов и рас-
стояния между ними а также корректное описа-
ние ближней зоны киральных элементов.

Основным недостатком строгого  подхода мож-
но  считать сложность численных расчетов и 
аналитических выводов. Наиболее рациональ-
ным с нашей точки зрения является комбиниро-
ванный подход к анализу метаструктур,  когда 
строгие методы анализа дополняют феноменоло-
гическую теорию,  а в некоторых случаях вы-
ступают в качестве основных методов. Таким об-
разом,  построение строгих математических мо-
делей киральных элементов и метаматериалов 
на их основе является актуальной задачей.

1. Основные расчетные выражения

Интегральное представление (ИП) связыва-
ет электромагнитное поле (ÝМП) в любой точке 
пространства с токами,  находящимися в задан-
ном объеме. Таким образом,  ИП ÝМП полностью 
описывают излучающую структуру и окружа-
ющее ее пространство  с точки зрения электро-
динамики.

При переходе к излучающей поверхности и 
применении граничных условий на ней ИП ÝМП 
переходят в (сингулярные) интегральные урав-
нения (С)ИУ,  записанные относительно  неиз-
вестных распределений токов.

ИП ÝМП может иметь различные формы. 
Приведем здесь интегро-дифференци- альную 
форму [6]:

( )2( ) ( ) ( , ')

( ( )) ( , ') ;

( ) ( ( )) ( , ') .

m

V

q

V

q G
i

q B dV

q B dV

= −

− ∇ ⋅

= ×

∫

∫

E r j r r

j d r r

H r d j r r

W
k

k
  (1)

Данное представление не содержит диффе-
ренциальных операторов,  применяющихся к 
точке наблюдения. В последних выражениях:  
r и 'r  –  соответственно  радиус векторы точек 
наблюдения и источника;  V –  излучающий 
объем;  k  –  волновое число  среды;  mW  –  вол-

новое сопротивление среды;  j –  вектор  объем-
ной плотности электрического  тока;  q∇  –  опе-
ратор  набла,  применяемый к источникам поля;  

'= −d r r  –  разностный вектор;  G,  B –  ядра ин-
тегральных представлений,  которые имеют вид:
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| ' | | |R = − =r r d  –  расстояние между точ-
кой источника  и точкой наблюдения. Функцию 

( , ')G r r  называют также функцией Грина свобод-
ного  пространства .

Ýлектродинамические модели киральных эле-
ментов и структур  целесообразно  строить на 
основе тонкопроволочного  приближения [7]. ИП 
ÝМП тонкопроволочных структур  можно  легко  
получить из приведенных ранее интегрально-
дифференциальных представлений. Оно  имеет 
следующий вид:
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– ядра интегральных представлений;

( , ( )) ( ( , ( ))), ,a aF l F R l F G B′ ′= ≡r r r r

– компоненты ядер;  L –  образующая ТПС;  l –  
натуральный параметр  на образующей;

2 2| ' |aR a= − +r r

– регуляризированное расстояние между точкой 
наблюдения и точкой на образующей;  a –  ради-
ус ТПС.

Полное ÝМП структуры,  состоящей из N тон-
копроволочных элементов,  с учетом (3) может 
быть записано  в следующем виде:
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Здесь использовано  граничное условие:

( )( )
0( ( )) ( ( )) ( ( )) 0inl l l⋅ + =l r E r E r  (6)

на каждом элементе структуры.
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Осуществляя линеаризацию малых участков 
образующей,  имеем:
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Интегральное уравнение (ИУ) для определения 
неизвестных токов получаем на основе метода 
сшивания в дискретных точках [8] с учетом 
учетом граничного  условия (6):
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Здесь ,
*
i ki

r  –  радиус-вектор,  проведенный в 
центр  ik -го  сегмента i-го  элемента.

Данное выражение целесообразно  записать в 
виде СЛАУ:
 .=ZI E  (9)

Корректное и устойчивое решение СЛАУ дости-
гается при выполнении условия 4a∆ ≥  для лю-

бого  сегмента [7]. Соответствующие исследова-
ния и расчеты были также приведены в [9].

Ýлементы СЛАУ имеют вид:
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Рис. 1. ×астицы,  использующиеся для построения мета-
материалов

Рис. 2. Геометрически киральная структура

Рис. 3. Геометрия модели (a) и распределения токов на первом (á),  втором (â) и третьем (ã) кольцах
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Далее рассмотрим некоторые излучающие 
(переизлучающие) структуры,  рассчитанные на 
основе выражений,  приведенных в данном раз-
деле.

2. Дифракция на геометрически 
киральном элементе

Геометрически киральный элемент (ГКÝ),  
показанный на рис. 2,  состоит из N разомкну-
тых колец :L  1 2, , .NL L L  Уравнение i-го  кольца 
имеет вид:

0

0 0

: ( ) cos( / (2 ) )

sin( / (2 ) ) ,

[ ; ], 1, ,

i i i

i i

L l R l

R l h

l i N

= π + ξ +
+ π + ξ +
∈ −π + α π − α =

r x

y z



 (10)

Целесообразно  положить ( 1);i iξ = Φ −  (ih D i= −  
1) / 2.H− −  Предполагается,  что  радиус прово-

дов,  образующих кольца,  равен a.

Рис. 4. Нормированные диаграммы рассеяния для ранее рассчитанных распределений тока: à) меридианная плоскость;  
á) азимутальная плоскость;  â) / 0.2;R λ =  ã) / 0.3;R λ =  0 0,=p y  0 0,=k z  / 1,R D =  / 24,α = π  ,φ = π  50sN =
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В [6] представлено  решение задачи дифрак-
ции на ГКÝ в случае возбуждения плоской ли-
нейно  поляризованной электромагнитной вол-
ной (ПÝМВ):

0 0( ) exp( )in E i= − + ψE r p kr  (11)

при следующих параметрах моделирования: 3,N =  
/ 6,α = π  ,φ = π  50,sN =  / 1,R D =  / 0.2,R λ =  

0 0,=p y  0 0,=k x  0.ψ =
Данная модель представляет собой обобщение 

задачи [10],  где рассмотрена система из двух 

разомкнутых колец. Результаты решения вну-
тренней электродинамической задачи показаны 
на рис. 3,  результаты для внешней задачи –  на 
рис. 4. Из последнего  рисунка видно,  что  в слу-
чае бокового  падения электромагнитной волны 
при определенных геометрических параметрах 
структуры возникает осевое рассеяние (à),  а в 
случае осевого  падения электромагнитной волны 
возможно  отсутствие обратного  рассеяния (ã).

3. Дифракция на спиральных 
элементах

В данном разделе представлены результаты 
решения задачи дифракции на спиральных эле-
ментах двух типов [11]. Первый элемент пред-
ставляет собой правовинтовую цилиндрическую 
спираль,  образующая которой описывается урав-
нением:

0 0

0

( ) cos( ) sin( )

, [ / 2; / 2].

l a l a l

h l l L L

= ξ + ξ +
+ ξ ∈ −
r x y

z
 (12)

Второй элемент создан на основе совмещения 
лево- и правовинтовой цилиндрических спира-
лей. Уравнения образующих:Рис. 5. Спиральные элементы

Рис. 6. Результаты численного  моделирования для вертикально  поляризованной ПÝМВ при 0.1 :a = λ  à) распределение тока 
на спирали;  á) нормированная диаграмма рассеяния для спирали в угломестной плоскости при 0;ϕ =  â) распределение тока 
на совмещенной спирали;  ã) нормированная диаграмма рассеяния для совмещенной спирали в угломестной плоскости при 0ϕ =
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1(2) 0 0 0( ) cos( ) sin( ) ,

[0; / 2].

l a l a l h l

l L

= ξ + ξ ± ξ

∈

r x y z
 (13)

В приведенных выражениях: 2 21/ ;a hξ = +  
L –  длина провода спирали;  h –  коэффициент 
намотки.

Возбуждение структур  осуществлялось с по-
мощью ПÝМВ (11),  где 0 1E =  В/м,  0,ψ =  при 
следующих геометрических параметрах:

• отношение коэффициента намотки к радиусу 
спирали / 2 / 30;h a =

• радиус провода / 1/10;hε =
• число  витков 10lN =  (5 5+  для совмещенной 

спирали);
• число  сегментов 500sN =  (250 250+  для сов-

мещенной спирали).
Исследования проводились для различных со-

отношений / .a λ  На рис. 6–8 приведены сравни-
тельные результаты.

Из рисунков видно,  что  несмотря на схожую 
геометрию элементов,  решения дифракционных 
задач для них кардинально  отличаются. Так,  в 
отличие от обычной цилиндрической спирали со-

вмещенная спираль рассеивает ПÝМВ в направ-
лении,  перпендикулярном направлению ее рас-
пространения,  причем осевое рассеяние на со-
вмещенной спирали наблюдается в широкой по-
лосе частот,  а обычная цилиндрическая спираль 
данным свойством не обладает. Ýффект осевого  
рассеяния может послужить основой для созда-
ния малоотражающих покрытий и концентрато-
ров СВ×-энергии;

Можно  утверждать,  что  модель совмещенной 
спирали в режиме осевого  рассеяния является 
хорошим приближением для расчета совмеще-
ния слоев с разным знаком параметра кираль-
ности,  т. к. взаимодействие между спиральными 
элементами будет незначительным.

4. Расчет взаимодействия  
элементов метаструктуры

Корректное описание близко  расположенных 
элементов,  соизмеримых с длиной волны,  воз-
можно  только  на основе строгого  электродина-
мического  подхода,  который избавляет от не-
обходимости введения параметра киральности,  

Рис. 7. Результаты численного  моделирования для вертикально  поляризованной ПÝМВ при 0.15 :a = λ  à) распределение тока 
на спирали;  á) нормированная диаграмма рассеяния для спирали в угломестной плоскости при 0;ϕ =  â) распределение тока 
на совмещенной спирали;  ã) нормированная диаграмма рассеяния для совмещенной спирали в угломестной плоскости при 0ϕ =
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снимает ограничения на размер  элементов и 
расстояния между ними,  а также дает коррект-
ное описание ближней зоны киральных элемен-
тов.

Остановимся на взаимодействии элементов. 
Сложность расчета в отсутствии взаимодей-
ствия составляет ( ),O N  где N –  число  элементов 
структуры. Сложность расчета в присутствии 
взаимодействия равна 2( ),O N  т. е. возрастает ква-
дратично  в зависимости от числа элементов. Та-
ким образом,  расчет структур  со  значительным 
числом элементов представляет собой проблему 
даже для современных ÝВМ и требует огромных 
затрат оперативной памяти.

С другой стороны,  взаимодействие присут-
ствует всегда,  и при решении вопроса о  прене-
брежении им прежде всего  важна количествен-
ная оценка. По  этой причине актуальной зада-
чей является построение метода расчета взаи-
модействия с возможностью его  количественной 
оценки.

В [12] в качестве основы для расчета взаимо-
действия используется тонкопроволочное ИП 

ÝМП в сочетании с модификацией метода Гаус-
са –  Зейделя [13],  оперирующего  с матрицами 
собственных и взаимных импедансов,  образую-
щих общую матрицу системы линейных алгебра-
ических уравнений (СЛАУ). Метод применяется 
для решения задачи дифракции на тонком слое 
метаматериала,  состоящего  из двойных разом-
кнутых колец (рис. 9).

Итерационная процедура строится по  формуле:

  

( 1) ( ) ( 1)

> <

,

1, , ,

k k k
i i ij iji j j

j i j i

i N

+ += − −

=
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где

  

1,ij ij iji i
−= =y z w y z 

– соответственно  матрицы собственных адми-
тансов и весовые матрицы.

Данная процедура расчета взаимодействия в 
общем случае имеет следующие свойства:

• Позволяет произвести оценку степени взаи-Позволяет произвести оценку степени взаи-
модействия элементов по  скорости сходимости 
итерационного  процесса;

Рис. 8. Результаты численного  моделирования для вертикально  поляризованной ПÝМВ при 0.2 :a = λ  à) распределение тока 
на спирали;  á) нормированная диаграмма рассеяния для спирали в угломестной плоскости при 0;ϕ =  â) распределение тока 
на совмещенной спирали;  ã) нормированная диаграмма рассеяния для совмещенной спирали в угломестной плоскости при 0ϕ =
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• Позволяет оперировать матрицами взаим-Позволяет оперировать матрицами взаим-
ных и собственных импедансов а не общей ма-
трицей системы;

• Обращения требуют только  матрицы соб-Обращения требуют только  матрицы соб-
ственных импедансов,  имеющие,  как правило,  
небольшой размер.

В частных случаях у метода появляются до-
полнительные достоинства:

• Необходимость обращения только  одной ма-Необходимость обращения только  одной ма-
трицы собственных импедансов в случае,  когда 
среда образована одинаковыми элементами;

• Снижение числа существенных весовых ма-Снижение числа существенных весовых ма-
триц в случае бианизотропной среды. Под суще-
ственными понимаются матрицы,  необходимые 
для построения общей матрицы СЛАУ.

Все это  позволяет существенно  сократить за-
траты машинных ресурсов и времени.

На рис. 10 приведены результаты анализа 
сходимости для метаструктуры с различным 
числом образующих ее элементов при различных 
соотношениях / ,D l  где l –  расстояние между 

элементами;  D –  размер  элемента. Возбуждение 

структуры осуществлялось плоской ПÝМВ (11). 

Преполагалось,  что  0 1E =  В/м,  0,ψ =  0 0,=p x  

0 0= −k z  (волна падает против оси ).Oz  Критерий 

оценки сходимости результата строился в 

соответствии с неравенством:

( 1) ( )

( 1)

| |
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| |

k k
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k k
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+
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i

где ( )k
ji  –  вектор  значений токов на сегментах 

j-го  элемента структуры при k-й итерации. Ве-

личина,  иллюстрирующая сходимость:

1
,

1k
k

σ =
+ δ

×исло  ε в расчетах полагалось равным 310 .−

Рисунки иллюстрируют хорошую сходимость 

итерационного  процесса,  причем скорость схо-

димости слабо  зависит от числа элементов,  об-

разующих метаструктуру.

Рис. 9. Геометрия метаструктуры: à) общий вид метаструктуры;  á) геометрия элементов

Рис. 10. Результаты оценки сходимости итерационного  процесса при при увеличении числа элементов x yN N×  в системе:  
à) / 0.8,D l =  / 0.35;l λ =  á) / 0.4,D l =  / 0.3l λ =
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Рис. 11. Геометрия кирального  слоя из S-элементов: à) упорядоченная ориентация элементов;  á) хаотическая ориентация 
элементов

Рис. 12. Результаты расчета нормированный амплитудных диаграмм рассеяния отраженного  поля от структуры,  показанной 
на рис. 11,  à: a) меридианная плоскость;  á) азимутальная плоскость

Рис. 13. Результаты расчета нормированный амплитудных диаграмм рассеяния отраженного  поля от структуры,  показанной 
на рис. 11,  á: a) меридианная плоскость;  á) азимутальная плоскость
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5. Дифракция ПЭМВ  
на киральном слое

В заключение рассмотрим результаты реше-
ния задачи дифракции на структуре,  образо-
ванной S-элементами (рис. 11).

На левом рисунке они ориентированы упоря-
доченно,  а на правом –  хаотически. Структу-
ра имеет размеры x yD D×  и число  элементов 

.x yN N×  На рис. 12 и 13 приведены результаты 
решения задачи дифракции в случае нормаль-
ного  падения на структуру плоской электомаг-
нитной волны,  линейно  поляризованной вдоль 
оси .Oy  Решение осуществлено  с помощью ИП 
ÝМП. Параметры структуры: ,x yD D× = λ × λ  

10 10.x yN N× = ×  Видно,  что  несмотря на до-
вольно  малое количество  хаотически ориенти-
рованных S-элементов диаграммы рассеяния 
имеют вполне детерминированный характер.

Заключение

Изложены основные принципы корректного  
расчета киральных элементов и метаструктур  
на основе интегральных представлений электро-
магнитного  поля,  отражающих связь ÝМП в 
любой точке пространства с токами в некотором 
объеме либо  на поверхности излучающей струк-
туры.

Показано,  что  подавляющее большинство  ис-
следуемых сегодня метаструктур  можно  про-
анализировать с помощью тонкопроволочного  
ИП ÝМП. Подобный подход позволяет преодо-
леть ряд ограничений,  накладываемых феноме-
нологической теорией,  таких как ограничение на 
размер  элементов в сравнении с длиной волны 
и ограничение на расстояние между элементами.

Представлен эффективный метод оценки и 
учета межэлементного  взаимодействия. На ос-
новании результатов численных расчетов,  пред-
ставленных в третьем разделе,  можно  сделать 
вывод о  том,  что  переизлучающие элементы с 
очень близкой геометрической структурой,  та-
кие как спираль и совмещенная спираль,  могут 
иметь кардинально  отличающиеся диаграммы 
рассеяния.

Результаты решения задачи дифракции на 
киральном слое показывают,  что  даже при от-
носительно  небольшом числе хаотически ориен-
тированных элементов в слое (10 10)×  диаграмма 
рассеяния имеет вполне детерминированный ха-
рактер.

В целом хочется отметить,  что  приведенные 
ИП ÝМП,  в перспективе можно  использовать 

для решения таких важных задач,  как уста-
новление четких границ феноменологической 
теории,  определение параметра киральности (в 
том числе в тензорном виде),  а также определе-
ние минимально  необходимого  числа элементов,  
при котором структура конечных размеров на-
чинает вести себя как бесконечно  протяженная 
метасреда.
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Correct electrodynamic analysis chiral elements  
and metamaterials based on the integral  

representations electromagnetic field
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The foundations of  the correct electrodynamic analysis of  geometrically and physically chiral elements and meta-
materials. As the main tool is proposed to use the integral representation of  the electromagnetic field stranded wire 
structure. The mechanism accounting interelemental interaction realized through a generalized procedure of  the Gauss –  
Seidel method. Results of  numerical simulation for some chiral elements and metastructures.

Keywords: chirality metastructures metasreda,  integral representations of  the electromagnetic field,  thin-wire ap-
proximation,  Gauss –  Seidel method.
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