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Для колебательных и направляющих структур  сопоставляются краевые задачи,  которые описывают колебания и 
волны,  присоединенные к источнику,  существующие (как решения краевой задачи) только  при его  наличии.
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Краевые задачи,  в которых учитывается об-
ратное влияние поля излучения на источник,  
называются самосогласованными,  поскольку 
волновые числа в функциях поля и источника 
совпадают.

В [1–4] показано,  что  собственные комплекс-
ные волны (КВ) двухслойных изотропных на-
правляющих структур  индивидуально  возбуж-
даются распределенными источниками бегущих 
волн. Находясь в синхронизме с этими волнами,  
КВ,  «привязанные» к источникам такого  типа,  
удовлетворяют уравнению Гельмгольца с правой 
частью,  соответствующей функции,  описыва-
ющей бегущую волну. Такое уравнение можно  
назвать [5] присоединенным уравнением Гельм
гольца. Поля двух КВ с комплексно  сопряжен-
ными амплитудами,  волновые числа которых 
удовлетворяют дисперсионному уравнению,  об-
разуют «присоединенное» к источнику колеба-
ние,  которое в силу обязательного  требования 
присутствия источника не следует называть соб-
ственным. Указанные колебания классифициру-
ются [2–4] как комплексный резонанс (КР).

Рассмотрим двухслойную изотропную ци-
линдрическую направляющую структуру. Это  
может быть двухслойный экранированный 
волновод или круглый открытый диэлектриче-
ский волновод (ДВ). Комплексные волны таких 
волноводов достаточно  подробно  исследованы 
[2–4]. Их дискретные спектры в экранированных 
структурах содержат собственные КВ,  в откры-
тых –  включают в себя как собственные,  так и 
несобственные волны.

Сформулируем присоединенную краевую за-
дачу для круглого  двухслойного  экранирован-
ного  волновода. Она состоит из уравнения:
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которое будем называть присоединенным урав-
нением Гельмгольца,  и граничных условий:

( ) 0e
z r bΠ = = ;     ( ) 0e

z r bΠ = = ; 	 (2а)

( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

;

,

E r a E r a

H r a H r a

τ τ

τ τ

= = =

= = =

 

 

	 (2б)

,e m
zΠ  –  продольные компоненты электрического  

и магнитного  векторов Герца;  а и b –  радиусы 
внутреннего  слоя и экрана.

Функции в правой части уравнения (1) имеют 
вид:

( ) ( ),
1 1

e m
n nR r J rα = α  при [ ]0r a∈ ÷ ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2 2 2

e n n n n
n

n n n n

J r Y b J b Y r
R r

J a Y b J b Y a

α α − α α
α =

α α − α α
;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2 2 2

m n n n n
n

n n n n

J r Y b J b Y r
R r

J a Y b J b Y a

′ ′α α − α α
α =

′ ′α α − α α
,

при [ ]r a b∈ ÷ ,

где ( )1.2nJ rα ,  ( )2nY rα  –  цилиндрические функ-
ции первого  и второго  рода. Для открытого  
круглого  ДВ функции ( )2

e
nR rα  и ( )2

m
nR rα  за-

меняются на функции Ханкеля второго  пода 
( ) ( )2

2 .nH rα
Функцию в правой части уравнения (1) можно  

рассматривать как функцию распределенного  
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источника бегущей волны,  а присоединенную 
краевую задачу (1),  (2а),  (2б) –  как задачу о  
возбуждении волн «присоединенных» к указан-
ному источнику.

Записываем решение сформулированной кра-
евой задачи в виде:
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где функция ( ),
1,2

e m rρ α  удовлетворяет уравне-
ниям:
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которые можно  рассматривать как присоединен-
ные уравнения Бесселя.

Подставляя решения в (3) в уравнения (1),  по-
лучаем:
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Из (5) видно,  что  решения (3) удовлетворяют 
с учетом уравнения (4) присоединенным уравне-
ниям Гельмгольца (1) при условии:
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В том случае,  когда
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решения (3) удовлетворяют обычному (однород-
ному) уравнению Гельмгольца.

Из граничных условий (2б) получаем систему 
функциональных уравнений,  зависящих от про-
дольной координаты. Приравнивая в них члены,  
имеющие линейную зависимость от координаты 
z,  получаем систему линейных однородных алге-
браических уравнений относительно  коэффици-
ентов 
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, .e m
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этой системы дает уравнение,  совпадающее с 
дисперсионным уравнением обычных волн кру-
глого  двухслойного  экранированного  волновода.

Члены в вышеуказанных функциональных 
уравнениях,  не имеющие координатной зависи-
мости,  при условии (4) дают систему линейных 
неоднородных алгебраических уравнений отно-
сительно  коэффициентов: 
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, .e m
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делители двух систем (однородной и неоднород-
ной) совпадают. Будучи приравненными нулю,  
они дают дисперсионные уравнения нормальных 
волн.

Нетривиальные решения системы линейных 
однородных алгебраических уравнений (коэф-
фициенты 
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Поскольку для волн,  описываемых решения-
ми (3) должны выполняться граничные условия 
(2б),  необходимо,  чтобы системы однородных и 
неоднородных линейных алгебраических урав-
нений имели совместные решения. Система од-
нородных уравнений имеет нетривиальные ре-
шения только  при равенстве нулю ее определи-
теля. Поскольку главный определитель системы 
неоднородных уравнений совпадает с определи-
телем системы однородных уравнений,  система 
неоднородных уравнений может иметь решения 
только  при равенстве нулю ее дополнительных 
определителей.

Таким образом,  собственные значения кра-
евой задачи,  определяющие волновые числа 
волн,  описываемых этой задачей,  находятся 
как совместные решения трех трансцендентных 
уравнений: уравнения: совпадающего  с диспер-
сионным уравнением нормальных волн,  и двух 
дополнительных уравнений.

Волнам,  описываемым рассматриваемой крае-
вой задачей,  соответствуют решения,  удовлет-
воряющие одновременно  всем трем уравнениям. 
Численное исследование этих уравнений [6–8] 
показало  существование их совместных реше-
ний,  соответствующих волнам,  которые можно  
назвать присоединенными к источнику,  посколь-
ку они описываются уравнением (1),  в правой 
части которого  стоит функция (описывающая 
источник),  являющаяся решением краевой за-
дачи на однородном уравнении Гельмгольца.

Таким образом,  мы наблюдаем единство  ма-
тематической и физической идеологий: решаем 
краевую задачу на присоединенном уравнении 
Гельмгольца,  получаем волны,  существующие 
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только  при наличии источника,  то  есть присо-
единенные (привязанные) к нему. Согласованные 
задачи об излучении приводят к однородным 
интегральным уравнениям типа Фредгольма. Их 
собственные функции и собственные значения 
дают базис,  по  которому производится разло-
жение поля излучения подобно  тому,  как поле 
излучения источника при КР представляется 
полями двух комплексно-сопряженных КВ.

Заключение

Для поперечно-неоднородных колебательных 
и направляющих электродинамических струк-
тур,  описываемых несамосопряженными опера-
торами,  могут быть сформулированы краевые 
задачи,  которые определяют колебания и вол-
ны,  присоединенные к источнику,  существу-
ющие только  при его  наличии. Такие задачи 
следует называть самосогласованными: в них 
учитывается обратное влияние поля источник,  
поскольку волновые числа и в функциях поля,  и 
в функциях источника одни и те же. Амплитуды 
указанных волн и колебаний имеют зависимость 
от продольной координаты. Поля указанных ко-
лебаний (соответствующих КР) и волн (класси-
фицируемых как присоединенные) имеют ам-
плитуды,  зависящие от продольной координаты: 
поле колебания при КР экспоненциально  убыва-

ет при удалении от источника,  поле присоеди-
ненной волны имеет линейную зависимость от 
продольной координаты.
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Waves connected to a source

A.S. Raevskii, S.B. Raevskii, A.Yu. Sedakov

For vibrational and guiding structures mapped boundary value problems that describe oscillations and waves,  con-
nected to the source,  the existing (as a solution of  the boundary problem) only when it is available.

Keywords: vibrational structure,  the structure of  the guide,  the boundary value problem.
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