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Разработана модель автоколебательной системы дробного  порядка,  основанная на интегральном уравнении дви-
жения. Приведены численные результаты моделирования процесса установления автоколебаний. Они сопоставлены  
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Введение

В последнее время под влиянием возросшего  
интереса к естественнонаучным приложениям [1] 
теории дробного  интегро-дифференцирования 
формируется новый раздел динамики –  дробная 
динамика или в англоязычном варианте –  фрак-
тальная динамика (fractional dynamics) [2]. Он 
охватывает исследования систем с интегро-диф-
ференциальными уравнениями движения дроб-
ного  порядка. Среди них одно  из центральных 
мест,  несомненно,  принадлежит автоколеба-
тельным системам с фрактальными связями –  
активным фрактальным осцилляторам.

В работе [3] на основе схемы радиоэлектронно-
го  автогенератора с дробной цепью возбуждения 
резонансного  контура введена в рассмотрение 
дифференциальная модель активного  фрак-
тального  осциллятора (АФО). В [4] предложен 
алгоритм численного  интегрирования диффе-
ренциального  уравнения движения осциллятора. 
В настоящем сообщении автоколебания в АФО 
предлагается исследовать методами численно-
го  решения интегрального  уравнения движения 
динамической системы.

1. Интегральное уравнение  
движения АФО

Эквивалентная схема автогенератора томсо-
новского  типа с дробной цепью возбуждения 
контура и нелинейным усилителем представле-
на на рис. 1.

Элементы схемы моделируются уравнениями
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Здесь первое уравнение описывает колебатель-
ный контур  с собственной частотой ω0 и доброт-
ностью Q. Второе уравнение с производной Капу-
то  α

tD  относится к цепи возбуждения дробного  
порядка α, третье –  к усилителю с малосигналь-
ным коэффициентом усиления κ и нелинейной 
передаточной функцией ( ).g x

Дифференциальная модель АФО в форме 
уравнений (1)–(3) методом работы [5] приведена 
к интегральному уравнению Вольтерра второго  
рода
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с ядром − τ( )h t  в виде импульсной характери-
стики осциллятора (1):
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где ω = ω − 2
1 0 1 1/ 4Q ,  θ( )t  –  функция Хевисай-

да. Функция времени ( )X t  в уравнении (4) описы-Рис. 1. Эквивалентная схема автогенератора
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вает свободные колебания в контуре,  зависящие 
от начальных условий. 

2. Алгоритм и результаты  
численного моделирования

При численном решении интегрального  урав-
нения (4) перейдем в нем к безразмерному вре-
мени → ω0 ,t t  сохранив для него  прежнее обо-
значение. Кроме того,  предполагая высокую 

( )≥ 10Q  добротность контура,  будем считать 
ω = ω1 0 . Тогда уравнение и его  ядро  (импульс-
ная характеристика) примут вид
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Производную Капуто  ( )α ( )tD g x t  на дискретной 
временной сетке = ∆nt n  аппроксимируем конеч-
ными разностями:
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а Γ( )z  –  гамма-функция. Порядок данной ап-
проксимации зависит от величины α: при α → 1 
формула дифференцирования (7) имеет погреш-
ность ( )∆ ,O  а при α → 0 она является точной.

Для представления интеграла в правой части 
уравнения (5) воспользуемся квадратурной фор-
мулой трапеций. С учетом того,  что  =(0) 0h  и 

( )(0) 0,tD g xα =  конечно-разностное представле-
ние интегрального  уравнения (5) принимает вид
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где nX  –  отсчеты свободных колебаний с на-
чальным состоянием =(0) 0,x  ′ ≠(0) 0:x

 ′= − 
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Соотношение (8) является рекуррентной фор-
мулой и позволяет последовательно  рассчиты-
вать значения отсчетов nx  автоколебаний на 
дискретной временной сетке начиная с 2n =  
при начальных условиях =0 0x  и ′= ∆1 (0) .x x  Ре-
зультаты моделирования процесса установления 
автоколебаний в АФО по  алгоритму (8) иллю-

стрируются рис. 2. На нем точками отмечена по-
следовательность отсчетов ,nx  рассчитанная при 
начальном условии ′ =(0) 0.1x  с шагом ∆ = 0.125 
для осциллятора с параметрами = 10,Q  κ = 0.5 и 
α = 0.5.

Непрерывной линией на рис. 2 показан график 
временной зависимости амплитуды первой гар-
моники автоколебаний,  полученный в резуль-
тате решения приведенного  в [3] укороченного  
уравнения
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21 (1 ) sin

2 2

dA A
Q A

dt Q
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Из рис. 2 видно,  что  численные и приближенные 
аналитические результаты моделирования авто-
колебаний находятся в хорошем количественном 
соответствии. Наличие незначительного  расхож-
дения результатов объясняется тем,  что  ана-
литическое решение получено  методом гармо-
нической линеаризации и не учитывает высших 
гармоник автоколебаний,  присутствующих в 
численном решении (8). С ростом параметра пре-
вышения порога генерации κQ степень расхож-
дения численных и аналитических результатов 
увеличивается. Поэтому для моделирования су-
щественно  нелинейных режимов автоколебаний 
κ >( 10)Q  следует пользоваться численным ре-

шением.

3. Усечение импульсной 
характеристики

Вычислительную эффективность алгоритма 
(8) можно  повысить,  если вместо  полной им-
пульсной характеристики (6) в уравнении (5) 
использовать усеченную во  времени функцию 
вида
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Рис. 2. Процесс установления автоколебаний
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т. е. импульсную характеристику конечной дли-
тельности .hT  В этом случае для вычисления 
значений nx  при > = ∆/hn M T  вместо  форму-
лы (8) следует использовать формулу
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Дать теоретическую оценку погрешности вы-
числений с усеченной импульсной характери-
стикой не представляется возможным. Поэтому 
оценим погрешность на основании результатов 
численного  эксперимента,  в котором сигнал 
АФО подвергнем преобразованию по  схеме,  
приведенной на рис. 3.

После двухполупериодного  детектирования 
сигнала nx  из (8) и последующей низкочастотной 
фильтрации результата (использован фильтр  
Баттерворта четвертого  порядка с частотой сре-
за ω = ω00.4 )c  получен сигнал ,nU  показанный на 
рис. 4 линией 1. Линия 2 отображает решение 
укороченного  уравнения (9) для амплитуды пер-
вой гармоники автоколебаний.

Как следует из рис. 4 с учетом начальной реак-
ции фильтра и группового  запаздывания можно  
утверждать,  что  в эксперименте надежно  выде-
ляется огибающая автоколебаний. На следующих 
этапах эксперимента эта огибающая сравнива-
ется с огибающими ( )M

nU  автоколебаний,  рассчи-
танных по  усеченной импульсной характерис-
тике. На рис. 5 представлен результат такого  

сравнения –  разность ∆ = − ( ) .M
n n nU U U  Разность 

на рис. 5,  а соответствует усечению импульс-
ной характеристики на уровне ее огибающей 0.1 
от максимального  значения,  на рис. 5,  б –  на 
уровне 0.01.

Погрешность в 1–2 %  в первом случае и 0.1 %  
во  втором указывает на применимость проце-
дуры усечения импульсной характеристики при 
практических вычислениях.

Заключение

Предложенные здесь численный алгоритм 
расширяет возможности математического  мо-
делирования динамических систем с дробными 
производными и позволяет устанавливать пре-
делы применимости приближенных аналитиче-
ских методов.
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The integral model of fractional Thomson self-oscillator

V.V. Zaitsev, Ar.V. Karlov, D.B. Nuraev

A numerical model of  self-oscillating system with an integral equation of  motion is designed. The results of  modeling 
transient process of  self-oscillations are presented. There compare with the analytical results are obtained in the quasi-
harmonic approximation.
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