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В статье исследуется влияние флуктуаций весовых коэффициентов на статистические характеристики адап-
тивной антенной решетки с нелинейной функцией в цепи корреляционной обратной связи,  настраивающейся  
по  алгоритму LMS  с квадратичным ограничением. Показано,  что  флуктуации весового  вектора приводят к искаже-
нию статистических характеристик адаптивной антенной решетки,  в том числе корреляционной функции и мощности 
выходного  сигнала. В формулах этих характеристик появляются дополнительные слагаемые,  обусловленные учетом 
флуктуаций,  что  в итоге искажает полезный сигнал на выходе адаптивной антенной решетки.
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Введение

Использование адаптивных антенных решеток 
(ААР) для пространственной обработки сигналов 
позволяет добиться улучшения качества работы 
различных систем,  применяемых в радиолока-
ции и связи. Скорость и точность настройки ААР 
определяется флуктуациями настраиваемых ве-
совых коэффициентов [1–3]. Специфика влияния 
флуктуаций на статистические характеристики 
адаптивных антенных решеток,  в свою очередь,  
зависит от алгоритма настройки ААР. В работах 
[4–5] исследовалось влияние флуктуаций весо-
вого  вектора на статистические характеристи-
ки адаптивных антенных решеток с дискретным 
градиентным и быстрым рекуррентным алгорит-
мом настройки,  имеющих нелинейную функцию 
в цепи корреляционной обратной связи. В дан-
ных работах было  показано,  что  флуктуации 
весового  вектора приводят к искажениям вы-
ходного  сигнала адаптивных антенных решеток. 

В последнее время внимание исследователей 
снова начинает привлекать классический алго-
ритм минимизации среднего  квадрата ошибки 
(алгоритм МСКО или алгоритм LMS),  который 
одним из первых был предложен еще Уидроу. 
Однако  применение алгоритма LMS  встретило  
трудности,  выражающиеся в неконтролируемом 
подавлении полезного  сигнала в случае,  ког-
да помеха коррелирована с сигналом. По  этой 

причине в настоящее время интерес вызывают 
в первую очередь различные современные моди-
фикации LMS  алгоритма,  не содержащие этого   
недостатка,  и,  в частности,  алгоритм ���������� LMS ������� с ква-
дратичным ограничением на усиление полезного  
сигнала [6].

В настоящей работе исследуется влияние 
флуктуаций весовых коэффициентов на харак-
теристики ААР,  настраивающихся по  LMS-ал
горитму с квадратичным ограничением и содер-
жащих нелинейную функцию в цепи обратной 
связи.

1. Постановка задачи и метод решения

Рассмотрим работу N –  элементной ААР,  на-
страивающейся по  ��������������������������LMS�����������������������-алгоритму с квадратич-
ным ограничением и содержащей нелинейную 
функцию в цепи обратной связи. Настройка век-
тора весовых коэффициентов 



W данной системы 
описывается N-мерным векторным уравнением 
и в дискретном времени будет иметь вид
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Здесь 


( )X k  –  вектор  комплексных огибающих 
входных сигналов на приемных элементах ре-
шетки;  µ –  коэффициент адаптации дискрет-
ного  градиентного  алгоритма;  «H»,  «*» –  соот-
ветственно  знаки эрмитовского  и комплексного  
сопряжения.

Необходимо  отметить,  что  в данном алго-
ритме по  сравнению с работой [6] изменен знак 
перед последним слагаемым в правой части вы-
ражения (1),  поскольку предварительный ана-
лиз показал,  что  при знаке «–» алгоритм будет 
расходящимся.

В выражении (1)  =  
 

( ) ( ) ( )HZ k F X k W k  –  вы-
ходной сигнал антенной решетки,  который мо-
жет быть записан в виде
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где [ ]F  –  нелинейная функция в цепи обратной 
связи;  ( )y k  –  выходной сигнал линейной части 
ААР;  ja  –  коэффициенты разложения нелиней-
ности F в ряд Вольтерра [7]. Указанные коэф-
фициенты могут быть представлены следующим 
образом:

[ ]= =( )1
0

!
j

ja F y
j

.	 (3)

Запишем выходной сигнал ( )Z k  в матричной 
форме. Введем два 1N -мерных вектора: вектор  ко-

эффициентов ряда Вольтерра  =  




11 2
T

NA a a a  

и вектор   =  




12( ) ( ) ( ) ( ) ,
TNY k y k y k y k  представ-

ляющий собой вектор  степеней выходного  сиг-
нала линейной части адаптивной антенной ре-
шетки. Тогда выходной сигнал ААР примет вид

= ⋅
 

( ) ( )TZ k A Y k .	 (4)

Можно  приближенно  считать,  что  в стационар-
ном режиме работы адаптивной антенной решет-
ки выражение,  стоящее в знаменателе алгорит-
ма (1),  представляет собой некоторое постоянное 
действительное число,  поскольку вектор-фазор  
полезного  сигнала 



S детерминированный век-
тор,  а вектор  весовых коэффициентов 



W бли-
зок к оптимальному весовому вектору:

→∞
 ⋅ = = 
 

2
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k
F S W k const M .

Кроме того,  можно  считать,  что  в стационарном 
режиме работы адаптивной антенной решетки 

⋅ ≈ ⋅
  

( ) ( ) ( ),H HX k W k S W k  поскольку величины 
собственного  шума и помехи на выходе адап-
тивной антенной решетки стремятся к нулю. По  
этой причине можно  записать:

   ⋅ ≈ = ⋅   
     

( ) ( ) ( ) ( )H H TF S W k F X k W k A Y k .

В итоге с учетом данных предположений и фор-
мулы (4) перепишем уравнение (1) следующим 
образом:
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Для статистического  анализа уравнения (5) 
воспользуемся методом теории возмущений,  
подробно  изложенным в [4–5;  8]. Введем следу-
ющие обозначения:
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где случайный весовой вектор  


,W  вектор  сте-
пеней выходного  сигнала линейной части адап-
тивной антенной решетки 



Y и стохастическая 
матрица ∗≡

 

( ) ( )T
XX X k X kM  представлены в виде 

сумм их средних значений < >


,W  < >


Y , XXR  и 

флуктуационных составляющих 


 ( ),W k  


Y( ),k   ( ).kФ
Усредняя (5) и используя обозначения (6),  

найдем уравнение для < >


W  вблизи стацио-
нарного  состояния,  учитывая при этом,  что  

=XAR 0 –  корреляционная матрица входных 
сигналов и коэффициентов ряда Вольтерра яв-
ляется нулевой матрицей,  поскольку 



A –  детер-
минированный вектор,  а среднее значение век-
тора входных сигналов равно  нулю:
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Здесь

∆ ≡ < ⋅ ⋅ > = < >


   

 ( ) ( )T
XA XAX k A Y k YФ

– вектор  кумулянтных функций третьего  по-
рядка,  учитывающих статистическую зависи-
мость флуктуаций выходного  сигнала линейной 
части ААР 



Y (и,  следовательно,  флуктуаций 
весовых коэффициентов 
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
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Тогда приближенно  можно  считать,  что  вы-
ражение (7) перепишется в виде
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Для определения стационарного  средне-
го  значения вектора весовых коэффициентов 

≡ < >
 

( )CTW W k  и других статистических ха-
рактеристик адаптивной антенной решетки вос-
пользуемся методом возмущений по  параме-
тру µ( ), который будем полагать малым µ <<( 1).  
В качестве нулевого  приближения возьмем 
среднее значение вектора весовых коэффициен-
тов < > ≡

 

0 0,W W  получающееся из усреднения 
уравнения (5) в приближении «прямого  размы-
кания» всех смешанных моментов:
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В этом приближении мы вообще пренебрега-
ем флуктуациями весового  вектора,  считая 

= < > =
  

0 0( ) ( ) ( ).W k W k W k  Заметим,  что  для по-
лучения (8) из уравнения (7) следует положить
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

  

  0XA XA XAYФ , 	 (9)
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Стационарное значение весового  вектора в ну-
левом приближении будет удовлетворять урав-
нению

−−µ =
   1

0 0 0( ) ( ) ( ) 0,H T
AAM Y k Y k SA Y kR 	 (10)

Поскольку −−µ
 1
0 0( ) ( )H

AAM Y k Y kR  является чис-
лом,  не равным нулю,  то  уравнение для ста-
ционарного  значения в нулевом приближении 
вектора 



0( )Y k  имеет вид

=
  

0( ) 0TSA Y k .	 (11)

Для анализа флуктуаций весового  вектора 
около  стационарного  решения в предположении 
негауссовской статистической зависимости меж-
ду вектором входных сигналов и весовым векто-
ром найдем уравнение для вектора поправки

Π Π≡ − = < > +


   



0( ) ( ) ( ) ( )W k W k W W k W k

к нулевому приближению. Вычитая выражение 
(8) из формулы (5),  получим вид данного  урав-
нения:
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Здесь = < > +
 



2
( ) ( ) ( )TA Y k p k p k  –  мгновен-

ная выходная мощность в момент времени k;  

= < >
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0 0( ) ( ) ( )H
AAY k Y k p kR  –  средняя выходная 

мощность в нулевом приближении. Подставив 
два введенных обозначения в формулу (12),  по-
лучим:

Π Π
−

−
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Рассмотрим наиболее простой и доступный для 
анализа случай,  когда ряд Вольтерра содержит 
самое большое по  величине первое слагаемое,   
а остальными слагаемыми в силу их малости 
можно  пренебречь. Тогда:

Π Π→
  

1( ) ( )T HA Y k a S W k ;

→
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В этом случае формула (13) приобретает вид:
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Преобразуем уравнение для флуктуаций (14),  
переходя в Q -матричное представление,  диаго-
нализирующее эрмитовскую матрицу 

 

,HSS  по  
следующим формулам:

− −
Π ΠΨ = = Ψ =

  1 1, , HW WQ Q Q Q , 	 (15)

Тогда получим для Ψ


 –  флуктуационной со-
ставляющей весового  вектора в Q –  матричном 
представлении следующее уравнение:



−Ψ + = − µ Λ Ψ − µ
  1

1 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( )k a M k a k W kI Q T .	 (16)

Здесь
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λ 
 
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 
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 
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0 ... 0
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HSSQ Q 	 (17)

–  диагональная ×N N матрица;  −= ×

1( ) ( )k M p kT  
× +
   

( ) ( )H HSS X k X k  –  некоторая новая эквива-
лентная матрица;   −= < >1 ( )M M p k  –  в стаци-
онарном режиме работы адаптивной антенной 
решетки среднюю мощность в нулевом прибли-
жении можно  приближенно  считать постоянной 
величиной,  что  дает возможность ввести новую 
постоянную  .M

Решение уравнения (16) можно  формально  
записать следующим образом:



∞
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Ψ + = −µ λ − ×

× + Ψ −

∑
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здесь λ( )k  –  диагональная матрица следующего  
вида:



 − µ λ
 

λ =  
 
 



  
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1 1(1 ) 0

( ) .

0 1

ka M

k

Ряд теории возмущений по  малому параметру 
µ << 1 можно  построить,  итерируя уравнение 
(18) [4–5;  8]. В результате вектор  Ψ



( )k  и соответ-
ствующий ему вектор  поправки Π = Ψ



( ) ( )W k kQ  
запишутся в виде: 

Ψ = Ψ + Ψ + Ψ +
   

1 2 3 ...,	 (19)

Π

Π Π Π

= Ψ =

= + + +



  

1 2 3

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ... .

W k k

W k W k W k

Q
	 (20)

Члены ряда (19) соответственно  будут равны:



∞
−

=

Ψ + = −µ λ −∑
 1

1 1 0
0

( 1) ( ) ( ) ,CT
n

k a n k n WQ T



 

∞
−

=
∞ ∞

−

= =
−

Ψ + =

= −µ λ − Ψ − =

= µ λ − λ ×

× − − −

∑

∑ ∑







2

1
1 1

0

2 2 1
1

0 0

1
0

( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( 1) ,

n

n m
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k

a n k n k n

a n k n m

k n m W

Q T Q
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	 (21)



+

∞
−

=

Ψ + =

= −µ λ − Ψ −∑





1

1
1

0

( 1)

( ) ( ) ( ).

p

p
n

k

a n k n k nQ T Q

Для вычисления интересующих нас стати-
стических характеристик адаптивной антенной 
решетки с помощью формул (21) необходимо  
задать конкретный вид временной зависимости 
вектора входных сигналов. Ниже рассмотрим 
случай узкополосной ААР и будем считать,  что  
корреляционная матрица входных сигналов име-
ет следующий вид:

∗+ ≡ < + > =
 

( , ) ( ) ( ) nT
XX XXk k n X k X k n rR R ,

где r –  коэффициент корреляции между отсче-
тами входного  сигнала.

На основе полученных соотношений (19)–(21) 
в следующих разделах получены аналитические 
выражения для основных статистических ха-
рактеристик антенной решетки с ограничениями.

2. Корреляционная функция выходного 
сигнала ААР с ограничениями

Рассмотрим влияние флуктуаций весовых ко-
эффициентов на корреляционную функцию сиг-

нала на выходе адаптивной антенной решетки. 
Для нахождения моментных функций более вы-
сокого  порядка всюду ниже будем дополнитель-
но  предполагать,  что  



( )X k  является комплекс-
ным гауссовским случайным вектором.

Корреляционная функция выходного  сигнала 
может быть записана в виде

[ ] [ ]

∗

+ ≡ < + > =

= < + > =

= < + > =

= + < + >

   
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H
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H
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H H T
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A Y m A Y m n

Y Y Y m A A Y m nR

	 (22)

В данной формуле первое слагаемое найдено  при 
постоянном стационарном весовом векторе (и,  
следовательно,  при постоянном стационарном 
выходном сигнале линейной части адаптивной 
антенной решетки).

Стационарный выходной сигнал линейной ча-
сти ААР определяется выражением

 = = 

 =  





     



1

1

2

2( ) ( ) ,

TN
CT CT CT CT

TT T T N
CT CT CT

Y y y y

X W X W X W

	 (23)

где 


CTW  –  постоянный стационарный весовой 
вектор,  который ищется из выражения (11).

В рассматриваемом нами случае большого  
первого  слагаемого  в ряде Вольтерра и малых 
остальных слагаемых имеем:

  → 
   

1
T TF X W a X W ;

→ 2
1AA aR ;

→
  T
CT CTY X W .

Тогда первое слагаемое в правой части выраже-
ния (22) приобретает вид

= = ⋅
   2

1( ) .nH H
ZCT CT AA CT CT XX CTK n Y Y a W W rR R

Последнее слагаемое в (22) может быть пред-
ставлено  в виде произведения двух сомножите-
лей:

∗

∗

=

=

< + > =

= < + > =

   = < + > =      

 
 = < ×
 
 

 
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 
 

∑

∑
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H
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Y m A A Y m n

Y m A A Y m n
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a X m W m
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Q Q
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	 (24)
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В случае большого  первого  слагаемого  ряда 
Вольтерра и малых остальных слагаемых выра-
жение (24) приобретает вид

∗< + > =

 < ×  
 × + + >  

 
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




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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

H T

H
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T
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a X m W m
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Q

Q

	 (25)

Найдем значение выражения (25) в первом бор-
новском приближении. Для этого  учтем,  что  
флуктуационную часть весового  вектора можно  
считать приближенно  равной значению первой 
поправки к весовому вектору,  находимую мето-
дом теории возмущений Π≅







1( ) ( ).W m W m  Тогда 
получим

∗

Π

Π

< + >≅

 ≅ < × 
 × + + > 
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Q
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	 (26)

Для нахождения окончательного  вида (26) вос-
пользуемся формулами (21). После преобразова-
ний имеем




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∞ ∞
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< + >=

≅ µ < − − ×
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	 (27)

Рассмотрим  −λ 1( )kQ Q  и найдем его  значение:





− −

 − µ λ
 
 λ =  
 
  

1 1

1 1

(1 ) 0 ... 0

0 1 ... 0
( )

... ... ... ...

0 0 ... 1

ka M

kQ Q Q Q .

Поскольку µ λ 1 1 1,a M  то  при больших k в ста-
ционарном режиме работы адаптивной антенной 
решетки − µ λ ≈1 1(1 ) 1ka M  и 



−
 − µ λ
 
  ≈ 
 
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1
1 1(1 ) 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

ka M

I .

Тогда:



− −
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 
  = = 
 
  

1 1

1 1
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ka M

Q Q QIQ I .

Тогда формула (27) перепишется в виде
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	 (28)

Вычисление данного  выражения будем вести в 
предположении,  что  рассматриваемая ААР яв-
ляется узкополосной,  т. е. корреляционную ма-
трицу входного  сигнала можно  представить в 
виде произведения пространственной и времен-
ной частей.

В итоге окончательное выражение для корре-
ляционной функции выходного  сигнала ААР в 
стационарном режиме работы примет вид
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Из выражения (29) видно,  что  влияние флук-
туаций весового  вектора определяется коэффи-
циентом адаптации µ, возведенным во  вторую 
степень,  коэффициентом корреляции между от-
счетами входного  сигнала r. Нелинейная функ-
ция в цепи обратной связи адаптивной антенной 
решетки в данном случае представлена коэффи-
циентом 1a  в четвертой степени,  также увеличи-
вающим влияние флуктуаций весового  вектора 
на статистические характеристики ААР.

3. Одномоментные статистические 
характеристики ААР с ограничениями

Рассмотрим более подробно  одномоментные 
характеристики флуктуаций весовых коэффи-
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циентов и их влияние на суммарную мощность 

выходного  сигнала < >2 .CTZ  Матрицу ковари-

ации вектора весовых коэффициентов в стаци-

онарном режиме работы в совпадающие момен-

ты времени в борновском приближении можно  

представить так:

∗ ∗ ∗

≡ < > = ≡

≡ < > ≅ < Ψ Ψ >

 

 

 

 
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 

*

1 1

( , )

( ) ( ) ( ) ( ) .

T
W W

T T T

W W K m m

W m W m m m

K

Q Q
	(30)

Используя (21),  можно  получить вид корреля-

ционной матрицы для вектора весовых коэффи-

циентов Ψ


 (15) в Q –  матричном представлении 
∗< Ψ Ψ >
 

1 1 :T
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	 (31)

Вычисляя (31) и учитывая,  что  адаптивная ан-

тенная решетка является узкополосной,  полу-

чаем:


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	 (32)

Здесь A определяется из выражения:



∗ ≠< >= 
=

 

0, ;
( ) ( )

, ,

i j
p i p j

A i j

где ( )p i  –  «флуктуационная» часть выходной 

мощности в момент времени i.

Из приведенной формулы видно,  что  по-

скольку собственные числа корреляционной 

матрицы входных сигналов XXR  и матрицы 
∗ 

( ) ( )TXX CT XX CTW WR R  различны,  то  в общем 

случае собственные числа корреляционной ма-

трицы флуктуаций весового  вектора 
WK  также 

различны. Поэтому флуктуации весового  векто-

ра в ААР с нелинейной функцией в цепи обрат-

ной связи,  настраивающейся по  LMS-алгоритму 

с квадратичным ограничением,  неизотропны в 

пространстве весовых коэффициентов и различ-

ны в разных направлениях. Заметим,  что  для 

линейной ААР с LMS-алгоритмом настройки с  

квадратичным ограничением флуктуации весовых 

коэффициентов изотропны,  т. е. являются одина-

ковыми по  величине во  всех направлениях [9]. 

Суммарную мощность сигнала на выходе адап-

тивной антенной решетки с учетом флуктуаций 

весовых коэффициентов можно  записать в виде

[ ] [ ]

∗

< > = < > =

= < > =

   = < > =   

= < > + < >

   

 

 

 

2

2
0

( ) ( )

( ( )) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

H
CT

H

HT T

H T

Z Z k Z k

F y k F y k

A Y k A Y k

Z Y k A A m Y k

	 (33)

где

< > ≡ =
   2 2

0 1
H H
CT AA CT CT XX CTZ Y Y a W WR R 	 (34)

–  выходная мощность без учета флуктуаций ве-

совых коэффициентов.

Данная характеристика может быть получе-

на из общего  выражения для корреляционной 

функции выходного  сигнала (29). Из формулы 

(29) можно  найти слагаемые в (33),  учитываю-

щие влияние флуктуаций весовых коэффициен-

тов,  если положить в ней = 0.n  Тогда после пре-

образований получим:
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Здесь

< > = =
 2 2 2

0 1 1
H H
CT CT CT XX CTZ y a y a W WR

– выходная мощность ААР,  найденная при по-
стоянном стационарном весовом векторе.

Сравним формулу (35) с выражением,  найден-
ным для адаптивной антенной решетки с LMS-
алгоритмом настройки с квадратичным ограни-
чением без нелинейной функции в цепи обрат-
ной связи [10]:

< > = < > ×

−
× + µ

−

2 2
0

2

2

1 1 3
{1 ( )}.

2 1

CT
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Z Z

r
Sp

r
R

	 (36)
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Сравнение выражений (35) и (36) показывает,  
что  качественное влияние флуктуаций на вы-
ходную мощность различное. При настройке 
ААР с нелинейной функцией в цепи обратной 
связи может иметь место  только  эффект рас-
согласования,  поскольку все слагаемые в вы-
ражении выходной мощности,  обусловленные 
флуктуациями весовых коэффициентов,  могут 
быть только  положительными. В адаптивной ан-
тенной решетке без нелинейной функции может 
наблюдаться как увеличение выходной мощно-
сти,  так и ее уменьшение в зависимости от вели-
чины коэффициента корреляции входных сигна-
лов r. Кроме того,  в первом случае флуктуации 
весового  вектора имеют второй порядок мало-
сти по  коэффициенту адаптации µ и зависят от 
большего  числа параметров 1( ,a  r,  µ, 2( ),XXSp R  

( )),XXSp R  в то  время как в антенной решетке 
без нелинейной функции в цепи обратной связи 
имеет место  зависимость флуктуаций только  от 
r,  µ, ( ).XXSp R

Заключение

В данной статье представлены результаты 
анализа влияния флуктуаций весового  вектора 
на статистические характеристики адаптивной 
антенной решетки,  настраивающейся по  LMS-
алгоритму с квадратичным ограничением и со-
держащей нелинейную функцию в цепи обрат-
ной связи. Проведено  сравнение этих результа-
тов с характеристиками ААР с тем же алгорит-
мом,  но  не содержащей нелинейной функции в 
цепи обратной связи. Проведенное исследование 
позволяет сделать следующие выводы:

1. Флуктуации весового  вектора приводят к 
искажениям выходного  сигнала,  и используе-
мый алгоритм настройки оказывает существен-
ное влияние на эти искажения.

2. Сравнительный анализ показал,  что  флук-
туации весового  вектора в адаптивной антенной 
решетке с ����������������������������������LMS�������������������������������-алгоритмом настройки с квадра-
тичным ограничением без нелинейной функции 
изотропны во  всех направлениях. В ААР с нели-
нейной функцией в цепи обратной связи флук-
туации весового  вектора неизотропны и опре-
деляются величиной собственных чисел матриц,  
входящих в выражение матрицы ковариации 
флуктуаций весовых коэффициентов. 
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Weight vector jitter influence on statistical characteristics  
of adaptive antenna array with nonlinear function  

in correlation feedback, tuning on LMS  
algorithm with quadratic constraint

S.V. Zimina

In the article it is researched influence of  weight vector jitter on the statistical characteristics of  adaptive antenna 
array with nonlinear function in correlation feedback,  tuning on LMS  algorithm with quadratic constraint. It is shown,  
that weight vector jitter leads to distortions of  adaptive antenna array statistical characteristic (correlation function of  
output signal,  output power,  correlation matrix  of  weight vector jitter).

Keywords: fluctuations in the weight vector,  an adaptive array antenna,  the feedback loop,  LMS  algorithm.
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