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Решается внешняя краевая задача для цилиндрического  проводника в слое изотропной плазмы. Обосновывается 
разделение волн в направляющей структуре на HEnm  и EH .nm  Показывается существование быстрых и медленных 
собственных и несобственных волн. Рассмотрение приводится в рамках теории линейных несамосопряженных опе-
раторов.
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Введение

Вокруг летательного  аппарата,  движущего-
ся в атмосфере,  образуется слой изотропной 
плазмы. Направленно  перемещающийся объект 
будем аппроксимировать проводящим телом ци-
линдрической геометрии –  проводящим цилин-
дром. На цилиндр,  находящийся в слое плазмы,  
наводятся токи –  цилиндр  становится направ-
ляющей электродинамической структурой.

В общем случае электромагнитное поле,  свя-
занное с проводящим цилиндром (с проводником,  
при малых радиусах цилиндра),  описывается 
несамосопряженной краевой задачей. Несамосо-
пряженность при использовании импедансного  
метода [1] обуславливается неэквивалентностью 
граничных условий прямой и сопряженной кра-
евых задач. В общем случае собственные значе-
ния несамосопряженных краевых задач являют-
ся [2–5] комплексными величинами,  что  опре-
деляет комплексность волновых чисел. В связи 
с этим исключительно  важен вопрос классифи-
кации волн направляющей структуры рассма-
триваемого  типа.

Исследованию особенностей распространения 
электромагнитных полей вдоль импедансных по-
верхностей посвящено  достаточно  много  работ 
[6–12]. Однако,  несмотря на относительную про-
стоту краевых задач,  описывающих электромаг-
нитные процессы в импедансных структурах с 
гладкими границами,  полной ясности в их (про-
цессов) понимании нет. В частности,  несмотря 
на многократные обсуждения,  так и нет ясности 
в отношении существования волны Ценнека [1]. 

Основным недостатком всех дискуссий по  по-
воду особенностей распространения волн вдоль 
импедансных поверхностей было  то,  что  они,  
как правило,  проводились на уровне двумерных 
плоских краевых задач без учета специфики не-
самосопряженности соответствующих им опе-
раторов. В статье рассматривается трехмерная 
задача о  распространении электромагнитных 
полей вдоль импедансного  цилиндра,  окружен-
ного  слоем изотропной плазмы. При понижении 
электронной концентрации плазмы можно  осу-
ществить предельный переход к однопроводной 
линии в неограниченной изотропной среде.

1. Постановка дисперсионной задачи

Рассматриваем направляющую структуру в 
виде проводящего  цилиндра,  окруженного  сло-
ем изотропной плазмы. Ее поперечное сечение 
показано  на рис. 1.

Область I –  проводящий цилиндр,  выполнен-I –  проводящий цилиндр,  выполнен- –  проводящий цилиндр,  выполнен-
ный из материала с диэлектрической проница-
емостью

1 i i
σ′ ′′ ′ε = ε + ε = ε -
ω

,  (1)

область II –  слой изотропной плазмы с относи-II –  слой изотропной плазмы с относи- –  слой изотропной плазмы с относи-
тельной диэлектрической проницаемостью 
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1 pωε
ε = = -
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где pω  –  ленгмюровская частота,  вычисляемая 
как

24p Ne mω = π ,  (3)
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N –  концентрация электронов;  e и m –  заряд и 
масса электрона;  магнитная проницаемость во  
всех областях –  0.µ

Поле во  всех выделенных областях,  рис. 1,  
описывается в общем случае обоими векторами 
Герца,  продольные компоненты которых удов-
летворяют уравнению Гельмгольца
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где r,  ,ϕ  z –  цилиндрические координаты.
Во  внутренней области I,  рис. 1,  поле суще-

ствует только  вблизи границы r a=  и учитыва-
ется граничным условием Щукина-Леонтовича 
[13]. Поэтому решения уравнения (4) записыва-
ются в виде:
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где β –  продольное волновое число;

2 2
2,3 2,3 0α = ε µ ω - β

– поперечные волновые числа в областях II,  
III;  3 0;ε = ε  2( )nJ rα  и 2( )nY rα  –  цилиндрические 
функции 1-го  и 2-го  рода.

Поля в рассматриваемой направляющей 
структуре удовлетворяют граничным условиям:
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где W –  волновое сопротивление материала про-
водящего  цилиндра;
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Уравнение (4) с граничными условиями Щу-
кина-Леонтовича (6) и условиями непрерывно-
сти тангенциальных компонент поля (7),  (8) на 
границах раздела сред образуют несамосопря-
женную краевую задачу [2–4],  собственные зна-
чения которой в общем случае являются [5] ком-
плексными величинами. Граничное условие при 
r → ∞ полагаем незаданным,  соответствующим 
как собственным,  так и несобственным волнам. 

Из граничных условий (6),  выразив компо-
ненты поля через векторы Герца (5),  получаем 
уравнение

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 ;

n n

n n

n n

n
i AJ a AY a

a

BJ a BY a

BJ a BY a W

 β
α + α +   


′ ′+ ωµ α α + α =   


= α α + α  

 (9)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2

2 2

2 2 2 2 ;

n n

n n

n n

AJ a AY a W

n
i BJ a BY a

a

AJ a AY a

α α + α =  
β

= α + α +   


′ ′+ ωε α α + α   


 (10)

Из граничных условий (7) получаем:
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Вводя обозначения:
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из уравнения (11),  (12) получаем:
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Граничные условия (8) приводят к уравнениям:
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Рис. 1. Поперечное сечение рассматриваемой электродинами-
ческой структуры
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Обозначив 2 ,а хα =  из уравнения (9) получаем:
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Учитывая,  что  в представлениях полей все 
производные от цилиндрических функций из-
начально  берутся по  радиальной координате,  
дифференцируем (17) по  х,  получаем:
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Подставляем (17) и (18) в уравнение (10):
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Обозначив 2 ,b yα =  перепишем уравнение (15) в 
виде
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Опять учитывая,  что  в представлении полей 
все производные изначально  берутся по  ради-
альной координате,  уравнение (20) дифферен-
цируем по  у,  получаем:
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Введем обозначения:
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Тогда уравнение (19) перепишется как
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Уравнение (16) с учетом (20),  (21) и введенных 
выше обозначений запишется в виде
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Уравнения (22),  (23) образуют систему двух 
линейных уравнений относительно  коэффици-
ентов В и .B  Приравнивая нулю главный опре-
делитель этой системы,  получаем дисперсион-
ное уравнение волн рассматриваемой направля-
ющей структуры:
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Уравнение (24) решается совместно  с уравне-
ниями,  связывающими волновые числа:
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относительно  2,α  3,α  β на комплексных плоско-
стях этих волновых чисел.

Введя обозначения:
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разрешаем уравнение (24) относительно  функ-
ции 3( ).n bχ α  Получаем:
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При условии

3 1bα >> ,  (27)

выполняющемся в случае,  когда проводящий 
цилиндр  помещен в неограниченную плазмен-
ную среду или находится в толстом слое изо-
тропной плазмы,  имеем:

( )3 3 .n b iχ α ≈ - α  (28)

Наличие в дисперсионном уравнении (26) двух 
знаков перед радикалом говорит о  существо-
вании двух ветвей решений,  соответствующих 
волнам HEnm и EH .nm  Установим соответствие 
уравнений (26) указанным типам волн.

Поскольку краевая задача,  описывающая 
рассмотренную структуру,  несамосопряжен-
ная и не содержит нулевого  граничного  усло-
вия на бесконечности ( ,)r → ∞  в ней (структуре) 
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могут существовать как собственные,  так и не-
собственные волны. Первые имеют убывающее 
по  r поле,  вторые –  нарастающее. Первым вол-
нам соответствует 3 0,mI α <  вторым 3 0,mI α >  где 

3 3 3 .iα = γ + δ  Полагая,  что  волна EHnm более 
высокого  порядка по  сравнению с волной HE ,nm  
можно  наложить условие

3 3( ) ( ).HE EHnm nmδ δ>

Тогда,  используя это  условие,  можно  уста-
новить соответствие уравнений (26) двум ви-
дам волн: HEnm и EHnm в предположении,  что  
вдоль направляющей структуры могут распро-
страняться как собственные,  так и несобствен-
ные волны 

Собственные волны 3( 0)δ <
1. 1 , 0( ;)nC x y >  3( )Re 0n bχ α <
Если 2 , 0( ,)nC x y >  большим значением 3δ  в (26) 

соответствует знак (–) перед радикалом,  мень-
шим –  знак (+). Следовательно,  в этом случае 
знак (–) перед радикалом соответствует волне 
HE ,nm  знак (+) –  волне EH .nm

2. 1 , 0( ;)nC x y <  3( )Re 0n bχ α <
Если 2 , 0( ,)nC x y <  большим значением 3δ  со-

ответствует знак (+) перед радикалом. Следова-
тельно,  в этом случае знак (+) перед радика-
лом соответствует волне HE ,nm  знак (–) –  волне 
EH .nm

Несобственные волны 3( 0)δ >
1. 1 , 0( ;)nC x y <  3( )Re 0n bχ α >
Если 2 , 0( ,)nC x y >  (–) перед радикалом соот-

ветствует волне HE ,nm  знак (+) –  волне EH .nm

2. 1 , 0( ;)nC x y >  3( )Re 0n bχ α >
Если 2 , 0( ,)nC x y <  знак (+) перед радикалом со-

ответствует волне HE ,nm  знак (–) –  волне EH .nm

2. Численные результаты

Численные исследования проводились при 

3 2,ε = ε  ,A iA= -  ,B iB= -  то  есть для проводя-
щего  цилиндра в неограниченной изотропной 
плазме. В связи с использованием приближен-
ных граничных условий (6) формулировка кра-
евой задачи для симметричных волн является 
приближенной и ее (краевую задачу) следует 
трактовать как квази-самосопряженную: в ней 
выполняются оба условия самосопряженности 
[2–4],  но  при этом косвенно  (через граничные 
условия) учитываются потери в проводящем ци-
линдре. Поэтому волновые числа симметричных 
волн,  получаемые из дисперсионных уравнений,  

должны быть «слабо  комплексными». Квази-са-
мосопряженность симметричных краевых за-
дач должна приводить к исчезающе малой ком-
плексности волновых чисел. Последние в силу 
формальной самосопряженности симметричных 
краевых задач должны быть либо  чисто  дей-
ствительными,  либо  чисто  мнимыми величинами.

Что  касается несимметричных (гибридных) 
волн,  то  описывающие их краевые задачи в ис-
пользуемой формулировке являются строго  не-
самосопряженными. Поэтому их собственные 
значения в общем случае являются комплексны-
ми величинами [5].

Симметричные волны
Общее дисперсионное уравнение (24) в рассма-

триваемом случае для симметричных волн рас-
падается на два уравнения:

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0n nH a i WH a′α α - ωε α =  (29)

для волн 0E m и 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0n nW H a i H a′α α - ωµ α =  (30)

для волн 0H .m  В (29),  (30) обозначено  2.α = α  
Идентификация уравнений (29),  (30) произво-

дится на основе автономной формулировки кра-
евых задач для волн 0E m и 0H .m

Численные исследования подтверждают апри-
орные высказывания относительно  действи-
тельности собственных значений симметричных 
краевых задач. На рис. 2 приведена дисперси-
онная характеристика симметричной Е-волны,  
как сов местное решение уравнений (29) и (25). 
На рис. 3 показана зависимость амплитуды 
поля от радиальной координаты. Как видно  из 
рисунков,  волна является быстрой (ее фазовая 

Рис. 2. Дисперсионная характеристика и характеристика за-
тухания симметричной волны для следующих параметров 
структуры: радиус металлического  стержня 0,3а =  м;  про-

водимость металла 656 10σ = ⋅  См/м;  концентрация электро-

нов плазмы 241 10N = ⋅  3м-
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скорость ф ,v c>  с –  скорость света в вакууме) 
с экспоненциально  убывающим при удалении от 
направляющей структуры полем. Такую волну в 
литературе принято  [1] называть волной Ценне-
ка. Вокруг нее длительное время (более 100 лет) 
идут научные споры,  которые даже привели [11] 
к отрицанию ее существования. В указаной ра-
боте на основе того,  что  в двумерной плоской 
направляющей структуре групповая скорость 
волны оказалась (по  проведенным исследовани-

ям) больше скорости света в окружающей среде,  
волне Ценнека отказано  в существовании: она 
была названа волной «призраком»,  то  есть по-
лучила мистическую характеристику.

Поскольку,  как видно  из численных резуль-
татов,  волна имеет либо  чисто  действительное 
(на частотах выше критической,  рис. 2) про-
дольное волновое число,  либо  чисто  мнимое (на 
частотах ниже критической,  рис. 2),  групповая 
скорость ее была вычислена как гр ,v d d= ω β  то  
есть прямым численным дифференцированием. 
На рис. 4,  5 приведены дисперсионная харак-
теристика симметричной Е-волны (рис. 4) и со-
ответствующая ей зависимость групповой ско-
рости от частоты. Как видно  из приведенных 
результатов,  рассматриваемая симметричная 
Е-волна имеет гр ,v c<  то  есть вполне физична.

При уменьшении концентрации электро-
нов плазмы критическая частота уменьшается. 
На рис. 6–9 приведены зависимости фазовых 
постоянных 1β  и коэффициентов затухания 2β  в 
запредельной области при различных значени-
ях концентрации электронов плазмы. Уменьшая 

Рис. 3. Распределение модуля компоненты zE  от радиаль-
ной координаты для следующих параметров: 0,3а =  м;  

241 10N = ⋅  3м ;-  656 10σ = ⋅  См/м;  0 1,95,k a =  0/ 0,95kβ =

Рис. 4. Дисперсионная характеристика симметричной вол-
ны для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  241 10N = ⋅  3м-

Рис. 6. Дисперсионная характеристика симметричной вол-
ны для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  201 10N = ⋅  3м-

Рис. 5. Зависимость групповой скорости от частоты

Рис. 7. Характеристика затухания симметричной вол-
ны для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  201 10N = ⋅  3м-
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концентрацию N электронов,  в пределе перехо-
дим к направляющей структуре –  проводящий 
цилиндр  в пустоте. В этом случае критическая 
частота рассматриваемой волны стремится к 
нулю.

Таким образом,  исследования показали,  что  
проводящий цилиндр  может направлять симме-
тричную Е-волну. Волна является быстрой,  по-
верхностной волной с экспоненциально  убыва-
ющим по  радиальной координате полем,  таким 
образом,  волна Ценнека,  как решение двумер-
ной краевой задачи для цилиндрической струк-
туры,  существует. Эта волна описывается реше-
нием квази-самосопряженной краевой задачей: 
для нее выполняется нулевое граничное условие 
на бесконечности.

Численные исследования показали,  что  най-
денное решение дисперсионного  уравнения (25) 
является единственным,  а уравнение (30) вообще 
не имеет решений. Таким образом,  можно  сде-
лать вывод,  что  однопроводная линия передачи 
в виде цилиндрического  проводника с конечной 

проводимостью может направлять единствен-
ную симметричную волну типа Е,  которую в со-
ответствии с существующими канонами следует 
называть волной Ценнека. 

Несимметричные волны
Краевая задача для несимметричных волн 

( 0)n ≠  является несамосопряженной: для нее не 
выполняется второе условие самосопряженности 
[2–4] –  граничные условия прямой и сопряжен-
ной краевых задач не могут быть эквивалент-
ными. Поскольку собственные значения несамо-
сопряженных краевых задач в общем случае 
являются комплексными величинами,  волновые 
числа,  как решения дисперсионного  уравне-
ния (24),  в общем случае должны быть ком-
плексными.

На рис. 10 изображены частотные зависимо-
сти действительной и мнимой частей продоль-
ного  волнового  числа волны с индексом 1.n =   
Как видно  из приведенных характеристик,  
в широком диапазоне частот волна распростра-

Рис. 8. Дисперсионная характеристика симметричной вол-
ны для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  181 10N = ⋅  3м-

Рис. 9. Характеристика затухания симметричной вол-
ны для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  181 10N = ⋅  3м-

Рис. 10. Дисперсионная характеристика и характеристика 
затухания волны с индексом 1n =  для следующих параме-

тров структуры: 0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  241 10N = ⋅  3м-

Рис. 11. Дисперсионная характеристика и характеристика 
затухания волны с индексом 1n =  для следующих параме-

тров структуры: 0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  251 10N = ⋅  3м-
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няется практически без дисперсии со  скоростью,  
близкой к скорости света в окружающей среде. 
При этом сначала (на высоких частотах) волна 
является быстрой,  затем при уменьшении ча-
стоты становится медленной. Приведенным на 
рис. 10 характеристикам соответствуют значе-
ния поперечных волновых чисел ,iα = γ + δ  у ко-
торых 0.δ >  Таким образом,  мы имеем волну с 
нарастающим по  радиальной координате полем: 
в области,  где 1 0/ 1,kβ <  это  вытекающая вол-
на,  в области,  где  1 0/ 1,kβ >  это  волна медлен-
ная несобственная. При меньшей концентрации 
электронов плазмы,  рис. 11,  частотное разделе-
ние волн по  характеру дисперсии более явно  вы-
раженное: на высоких частотах волна быстрая с 
сильной дисперсией,  на низких –  медленная.

Численные исследования показали,  что  при 
индексе 1n =  решения дисперсионного  урав-
нения,  приведенные на рис. 10,  11,  являются 
единственными. На рис. 12 показаны решения 
дисперсионного  уравнения (24),  полученные при 

2.n =  Как видим,  при 2n =  число  волн удвои-

лось. При изменении концентрации электронов 
в плазме,  рис. 13,  14,  характер  частотных зави-
симостей продольного  волнового  числа претер-
певает значительные изменения,  но  при всех 
значениях N волны остаются несобственными,  
то  есть имеют нарастающее по  радиальной ко-
ординате поле. При этом они могут быть как 
быстрыми 1 0( / 1)kβ <  вытекающими волнами,  
так и медленными несобственными 1 0( / 1).kβ >  
Во  всех случаях распространение волн сопро-
вождается,  рис. 15,  их большим затуханием в 
продольном направлении. 

При 3n =  имеем уже три волны,  рис. 16: две 
волны медленные –  штриховые и штрихпун-
ктирные линии,  одна быстрая –  сплошные ли-
нии. Таким образом,  выявили интересную прин-
ципиальную закономерность: индекс n опреде-
ляет число  несобственных волн,  существующих 
в рассматриваемой направляющей структуре. 
Их комплексность объясняется радиационными 
потерями –  излучением поля в окружающую 
среду. Поля таких волн локализируются вблизи 

Рис. 12. Характеристики дисперсии и затухания волн  
с индексом 2n =  для следующих параметров структуры: 

0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  241 10N = ⋅  3м-

Рис. 13. Характеристики дисперсии и затухания волн  
с индексом 2n =  для следующих параметров структуры: 

0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  251 10N = ⋅  3м-

Рис. 14. Характеристики дисперсии и затухания волн  
с индексом 2n =  для следующих параметров структуры: 

0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  245 10N = ⋅  3м-

Рис. 15. Характеристики дисперсии и затухания волн  
с индексом 2n =  для следующих параметров структуры: 

0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  255 10N = ⋅  3м-
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источника,  имеют значимость только  в ближней 
зоне и в переносе энергии вдоль направляющей 
структуры не участвуют.

На рис. 17,  18 показана трансформация дис-
персионных зависимостей при изменении кон-
центрации N электронов. Как видно  из приве-
денных результатов,  свойства несобственных 
волн в значительной мере управляются параме-
трами окружающей направляющую структуру 
плазмой.

Общие свойства всех несимметричных волн: 
все они несобственные –  не удовлетворяют ус-
ловию излучения,  могут быть как быстрыми,  
так и медленными. Характерной особенностью 
волн рассматриваемой направляющей структу-
ры является ограниченность модового  спектра. 
Последний формируется только  азимутальным 
индексом n.

На рис. 12,  16 указано  соответствие дисперси-
онных характеристик уравнениям (26) с различ-
ными знаками ( )±  перед радикалом.

Рис. 16. Характеристики дисперсии и затухания волн с 
индексом 3n =  для следующих параметров структуры: 

0,3а =  м;  656 10σ = ⋅  См/м;  225 10N = ⋅  3м-

Рис. 17. Характеристики дисперсии и затухания волн с индек-
сом 2n =  для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  при разных концентрациях электронов: 

1 –  252 10N = ⋅  3м-  (толстые линии);  2 –  241 10N = ⋅  3м-  (тон-
кие линии)

Рис. 18. Характеристики дисперсии и затухания волн с индек-
сом n=2 для следующих параметров структуры: 0,3а =  м;  

656 10σ = ⋅  См/м;  при разных концентрациях электронов: 
232 10N = ⋅  3м-  (точечная линия);  250,5 10N = ⋅  3м-  (штрих-

пунктирная);  251 10N = ⋅  3м-  (сплошная линия);  5N = × 
25 310 м-×  (пунктирная линия);  261 10N = ⋅  3м-  (штриховая 

линия)

Заключение

Решена внешняя краевая задача о  распро-
странении электромагнитного  поля вдоль про-
водящего  цилиндра в слое изотропной плазмы. 
Обоснованно  разделение волн направляющей 
структуры на HEnm  

и EH .nm  На основе состав-
ленного  дисперсионного  уравнения проведено  
исследование характеристик волн проводяще-
го  цилиндра,  помещенного  в неограниченную 
плазменную среду. Показано  существование в 
такой структуре собственных и несобственных 
волн. Численные исследования показали,  что  
собственной волной является быстрая поверх-
ностная волна 01E . Ее в данном случае можно  
отождествлять с волной Ценнека. Несимме-
тричные волны HEnm  

и EHnm являются несоб-
ственными волнами: либо  вытекающими,  либо  
медленными несобственными. Направляющая 
структура в виде цилиндрического  проводника 
может работать как протяженная линия пере-
дачи только  на волне типа Ценнека –  волна 01E . 
На остальных волнах структура является силь-
но  излучающей. 
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Cylindrical conductor in a layer of isotropic plasma

I.A. Vdovichenko, V.A. Malakhov, A.S. Raevskii, S.B. Raevskii

Outer boundary value problem for a cylindrical conductor in the layer of  isotropic plasma is being solved. The separa-
tion of  waves in the guide structure on HEnm  and EHnm  is substantiated. The existence of  fast and slow of  proper and 
improper waves is showed. The consideration has been given within the scope of  the theory of  linear nonself-adjoint 
operators.

Keywords: exterior boundary value problems,  cylindrical conductor,  isotropic plasma wave separation,  the theory 
of  linear self-adjoint operators.

10. Кузелев М.В.,  Рухадзе А.А. Методы теории волн в средах 

с дисперсией. М.: Физматлит,  2007. 272 с.

11. Кукушкин А.В.,  Рухадзе А.А.,  Рухадзе К.З. Об условиях 

существования быстрой поверхностной волны //  Успехи 

физических наук. 2012. Т. 182. № 11. С. 1205–1215.

12. Ксенофонтов М.А. Концентрация поля электромагнит-

ной волны в однопроводной линии //  Антенны. 2011.  

Вып. 9 (172). С. 76–78.

13. Электродинамика и распространение радиоволн /  В.А. Не-

ганов [и др.]. М.: Радиотехника,  2007. 743 с.

ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ ПРОВОДНИК В СЛОЕ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАЗМЫ


