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Исследована проблема увеличения сигнала обеспечивающего  процесс визуализации внутренних органов в маг-
нито-резонансном томографе на основе оптимального  выбора некоторых его  параметров. Проанализирован принцип 
работы томографа. На основе квантово-механических представлений найдена связь между углом прецессии магнит-
ного  момента ядер  водорода в организме,  частотой переменного  магнитного  поля,  возбуждающего  прецессию и 
величиной используемого  постоянного  магнитного  поля. Данная связь позволяет найти наиболее оптимальные пара-
метры работы томографа.
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Введение

Магнито-резонансная томография (МРТ-
томография) в настоящее время является наи-
более популярным методом визуализации вну-
тренних органов при диагностике различных за-
болеваний [1–7]. В этом методе,  прежде всего,  
исследуется распределение концентрации ато-
мов водорода в различных водородосодержащих 
тканях организма.

Основная идея метода заключается в возбуж-
дении резонансной прецессии магнитных момен-
тов ядер  атомов водорода (протонов),  находя-
щегося в постоянном магнитном поле. Резонанс-
ной,  т. к. частота прецессии совпадает с часто-
той возбуждающего  эту прецессию переменного  
магнитного  поля. В дальнейшем осуществляется 
регистрация ЭДС электромагнитной индукции,  
возникающей в катушке,  рис. 1,  находящейся в 

области воздействия магнитного  поля прецесси-
рующего  магнитного  момента протона .µ  В фи-
зике это  явление носит название ядерного  маг-
нитного  резонанса (ЯМР).

Циклическая частота прецессии определяется 
формулой Лармора:

,= γBω

где 
µ

γ =
π
 –  постоянная для данного  химическо-

го  элемента величина –  т. н. гиромагнитное отно-
шение;  магнитный момент протона нормирован-
ный на приведенную постоянную Планка равен 
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–  абсолютный магнитный момент протона.
Целью настоящей работы является выяснение 

оптимального  соотношения,  с точки зрения ка-
чества визуализации,  наиболее существенных 
параметров прецессирующего  протона,  как-то  
угла прецессии,  частоты прецессии и внешних 
постоянного  и переменного  магнитных полей.

1. Магниторезонансный томограф

Схема магниторезонансного  томографа пред-
ставлена на рис. 1.

Пациент помещается в корпус томографа (1) 
на подвижной кушетке. В томографе,  с помо-
щью катушек,  не показанных на рис. 1,  созда-
ются постоянные (не меняющиеся со  временем) 
магнитные поля в направлении всех трех осей 
OX,  OY,  и OZ. На рис. 1 показано  основное по-
стоянное магнитное поле 0,B  направленное вдоль 

Рис. 1. Схема диагностического  процесса в магнито-резо-
нансном томографе
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оси Z. Вдоль этой оси располагается пациент. По-
стоянные магнитные поля изменяются линейно  
вдоль осей,  т.  е. носят градиентный характер. 
Зависимость индукции основного  постоянного  
магнитного  поля,  например,  от координаты Z 
имеет вид:

0B kZ= ,

где k –  коэффициент пропорциональности.
Магниторезонансный томограф обычно  рабо-

тает в импульсном режиме. Это  означает,  что  
соленоид (2) на рис. 1 (радиочастотная катушка) 
подает импульсы переменного  магнитного  поля 

1,B  которое разворачивает магнитные моменты 
ядер  µ исследуемого  элемента в организме и 
они начинают вращаться (прецессировать) под 
некоторым углом θ к оси Z –  углом прецессии. 
Во  время паузы в этом же соленоиде наводится,  
за счет явления электромагнитной индукции,  
ЭДС (МРТ-сигнал),  которая подается на ЭВМ 
для формирования МРТ-изображения.

Частота подаваемого  импульсного  сигнала 
будет вызывать резонансную (той же частоты) 
прецессию магнитного  момента ядра µ со  зна-
чительным углом прецессии θ только  на опре-
деленной координате .pZ  Действительно,  если в 
формулу Лармора для частоты прецессии под-
ставить зависимость индукции постоянного  маг-
нитного  поля от координаты,  то  получим:

0B kZω = γ = γ .

Следовательно,  подавая определенную часто-
ту ω переменного  магнитного  поля 1B  на орга-
низм,  мы,  фактически,  выбираем,  при задан-
ном γ (т. е. выбранном элементе,  распределение 
которого  исследуется),  определенное,  соответ-
ствующее этой частоте,  сечение организма ,pZ  
с которого  регистрируется МРТ-сигнал. Задание 
величины γ определяется допустимым диапазо-
ном частот ω переменного  магнитного  поля 1,B  
генерируемого  радиочастотной катушкой (2),  
рис.  1. Этот диапазон частот 0BΔω = γΔ  опреде-
ляет создаваемый градиент индукции основного  
магнитного  поля 0.B  Если частота ω выходит за 
допустимый диапазон,  то  начинает возбуждать-
ся резонансная прецессия магнитных моментов 
ядер  элементов с другим значением гиромагнит-
ного  отношения ,γ  что  недопустимо. Таким об-
разом,  для смены исследуемого  сечения нужно  
несколько  изменить частоту ω переменного  маг-
нитного  поля 1.B

Для задания двух других координат исследу-
емой области сечения организма создаются ана-

логичные вспомогательные градиентные посто-
янные магнитные поля вдоль координат OX и OY.

Величина наведенной ЭДС в соленоиде (2),  
рис.  1,  (т.  е. МРТ-сигнал),  прежде всего,  про-
порциональна количеству ядер  того  элемента,  
магнитный момент которых резонансно  прецес-
сирует с максимальным углом прецессии θ на 
применяемой в томографе частоте переменного  
магнитного  поля.

Это  связано  с тем,  что  гиромагнитное отно-
шение γ зависит от вида элемента.

В настоящее время используется в основном 

водородная МРТ 42,67

γ =


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,
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 при которой 

получается изображение водородосодержащих 
тканей,  прежде всего  воды. Процентное содер-
жание воды в различных тканях разное. В се-
ром веществе мозга 83  %,  в мышцах 78  %,  в 
коже 68 %  и т. д. Яркость этих тканей на МРТ-
изображении будет различна. Анатомические 
области с малой плотностью атомов водорода,  
например,  воздух,  кости индуцируют очень 
слабый МРТ-сигнал и представляются на МРТ-
изображении более темными. Области с большой 
плотностью атомов водорода более светлые. Та-
ким образом,  яркость изображения исследуемой 
области организма зависит от вида ткани.

Программно-компьютерными средствами обыч-
но  инвертируют,  изменяют оттенки изображе-
ния,  делая его  более похожим на рентгенограм-
му (костная ткань светлая,  мышечная темная).

Магниторезонансная томография,  это  в ос-
новном исследование морфологии тканей,  но  не 
только.

Во  время паузы в подаче высокочастотного  
магнитного  поля 1,B  катушкой (2) регистрирует-
ся МРТ-сигнал. Магнитный момент ядра ,µ  т. к. 
нет поступления энергии извне,  начинает по-
степенно  ориентироваться вдоль силовых линий 
постоянного  магнитного  поля –  релаксировать 
(на рис. 1 вдоль оси Z). Это  приводит к тому,  что  
ЭДС, наводимая в соленоиде (2),  затухает. Ско-
рость затухания (релаксации) зависит от ряда 
факторов.

Во-первых,  от фазового  состояния вещества 
и его  плотности. В твердых телах (костях),  где 
связь между атомами сильная,  прецессирую-
щий магнитный момент ядра во  время паузы 
легко  отдает свою энергию окружающим ядрам. 
Поэтому,  затухание регистрируемой ЭДС будет 
быстрым. В жидкостях из-за более слабой связи 
атомов затухание происходит медленнее.

ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ МАГНИТО-РЕЗОНАНСНЫХ ТОМОГРАФОВ
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Скорость затухания МРТ-сигнала определяет 

скважность 
и

T
Q

t
=  применяемого  импульсного  

переменного  магнитного  поля 1B  (Т –  период 
импульсного  поля,  иt  –  длительность импуль-
са),  т. к. затухание МРТ-сигнала должно  успеть 
проявиться. Для разных тканей длительности 
релаксации (а,  следовательно,  и использу-
емые паузы) различны и составляют от 50 мс 
до  2,5 с. Например,  время релаксации для ве-
щества злокачественных опухолей на 30 35÷  %  
меньше,  чем у нормальных тканей за счет боль-
шей плотности опухолевой ткани,  относительно  
окружающих тканей. Поэтому,  для получения 
качественного  МРТ-изображения определенно-
го  вида ткани нужно  регулировать скважность 
подаваемого  на ткань переменного  магнитного  
поля 1.B  Все это  учитывается при формирова-
нии МРТ-изображения.

Во-вторых,  неподвижная жидкость (межкле-
точная,  цитоплазма и т.  д.) дает относительно  
сильный МРТ-сигнал. Движущаяся жидкость не 
дает возможности установления необходимого  
геометрического  соответствия между направле-
ниями внешнего  постоянного  магнитного  поля 

0,B  прецессирующего  магнитного  момента дви-
жущихся ядер  µ и вектора индукции перемен-
ного  магнитного  поля 1.B  Ядра атомов,  а,  сле-
довательно,  и их магнитные моменты,  в процес-
се движения жидкости хаотически вращаются. 
В связи с этим движущаяся кровь не генерирует 

МРТ-сигнал. Следовательно,  просветы сосудов и 
камеры сердца четко  отграничиваются на МРТ-
изображении от окружающих относительно  не-
подвижных тканей. С этой точки зрения МРТ 
характеризует и функциональное состояние тка-
ни,  в частности движение крови.

Таким образом,  на МРТ-изображении мы на-
блюдаем малоподвижные водородосодержащие 
ткани.

В МРТ используются следующие параме-
тры физических величин. Индукция основно-
го  постоянного  магнитного  поля в пределах 

0 0,02 2= ÷B   Тл. Диапазон частот переменного  
магнитного  поля 1B  определяется гиромагнит-
ным соотношением ,γ  т.  е. видом исследуемого  
элемента (атома водорода). Этот диапазон частот 
находится в радиодиапазоне. Чувствительность 
МРТ позволяет различить на МРТ-изображении 
области размером 2–4 мм.

На рис. 2 для примера показано  МРТ-
изображение кровеносных сосудов мозга и шей-
ного  отдела.

Большие перспективы имеются у фосфорной 

МРТ,  т.  к. фосфор  31
15P  17,2


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важную роль в обменных процессах. Но  чувстви-
тельность метода к фосфору составляет ~ 0,14 %  
от водородной МРТ,  что  связано  с низкой кон-
центрацией фосфора в организме и малым маг-
нитным моментом его  ядра (магнитные моменты 
протонов и нейтронов в ядре фосфора в значи-
тельной степени компенсируют друг друга). Это  
затрудняет использование фосфорной МРТ,  т. к. 
из-за собственных тепловых колебаний атомов 
материала радиочастотной катушки (2),  рис. 1,  
необходимо  применение сверхпроводящих при-
емных магнитных систем,  что  достигается при 
температурах близких к абсолютному нулю по  
Кельвину.

2. Квантово-механический анализ 
возникновения МРТ-сигнала

Параметры прецессии магнитного  момента 
протонов оказывают существенное влияние на 
величину регистрируемой ЭДС,  а,  следователь-
но,  в значительной мере определяют качество  
визуализированной картины внутренних орга-
нов.

Рассмотрим протон с магнитным моментом µ 
(прецессирующим под углом θ к оси Z),  находя-
щимся в постоянном (вдоль оси Z) 0B  и перпен-

Рис. 2. МРТ-изображение кровеносных сосудов мозга и шей-
ного  отдела

А.Н. ВОЛОБУЕВ
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дикулярном ему вращающемся 1B  магнитных 
полях,  рис.  3. На первый взгляд максимальная 
ЭДС (МРТ-сигнал) будет при угле прецессии 

90 .θ = °  В отличие от рис. 1,  для удобства ана-
лиза,  постоянное магнитное поле 0B  на рис. 3 по-
казано  вертикальным,  а переменное 1B  горизон-
тальным.

Исследуем вопрос о  возможности достижения 
такого  угла прецессии ( 90 )θ = °  более подробно  
на основе квантово-механического  подхода.

Гамильтониан системы (внешнее постоянное 
магнитное поле –  прецессирующий магнитный 
момент протона) запишем в виде:

0 intH H H= +
  

, 	 (1)

Полагая горизонтальное переменное магнит-
ное поле 1B  некоторым «возмущением»,  счита-
ем 0H



 –  невозмущенной частью гамильтониана,   
а intH


 – «возмущением»,  связанным с воздейст
вием поля 1B  на невозмущенную часть системы.

Невозмущенную часть гамильтониана,  ис-
пользуя матрицы Паули,  запишем в виде [8;  9]:

0
0 0

0

cos 0
cos

0 cosZ
B

H B
B

µ θ 
= µ σ θ =  −µ θ 



, 	 (2)

где матрицы Паули:

0 1

1 0X
 

σ =  
 

,     
0

0Y
i

i

− 
σ =  

 
,     

1 0

0 1Z
 

σ =  − 
.	 (3)

Гамильтониан взаимодействия,  учитывая 

1 0,⊥B B  см. рис. 3,  имеет вид:

( )int 1

1

1

sin cos sin

0 sin
,

sin 0

X Y

i t

i t

H B t t

B e

B e

− ω

ω

= µ θ σ ω + σ ω =

 µ θ
 =
 µ θ 



	 (4)

где ω –  частота переменного  магнитного  поля,  
равная частоте прецессии магнитного  момента 
протона;  t – время.

Также учтено:

( )

( )
( )

sin cos sin

0 1 0
sin cos sin sin

1 0 0

0

sin cos sin

sin cos sin

0

0 sin
.

sin 0

X Y

i t

i t

t t

i
t t

i

t i t

t i t

e

e

− ω

ω

θ σ ω + σ ω =
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= θ ω + θ ω =   
   


=  θ ω + ω
θ ω − ω 

=


 θ
 =
 θ 

Уравнение Шредингера для оператора взаи-
модействия (принято,  где это  не оговорено  осо-
бо,  1)=  имеет вид:

( )inti H t
t

∂ψ
= ψ

∂



, 	 (5)

где ↑

↓

ψ 
ψ =  ψ 

 –  спиновая волновая функция (спи-

нор) [8];  ↑ψ  –  компонента спинора,  если про-
екция магнитного  момента направлена вдоль 
оси Z;  ↓ψ  –  компонента спинора,  если проекция 
магнитного  момента направлена против оси  Z. 
Само  направление вектора прецессирующего  
магнитного  момента µ полагаем равновесным с 
постоянным углом прецессии .θ

Используя представление взаимодействия [10] 
для гамильтониана взаимодействия,  проведем 
преобразования:

( ) 0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

int int

cos 0

0 cos

cos 0

0 cos
int

cos

cos

1

1

cos

cos

1

0

0

0 sin

sin 0

0

0

0
sin

iH t iH t

B
i t

B

B
i t

B

i B t

i B t

i t

i t

i B t

i B t

H t e H e

e

H e

e

e

B e

B e

e

e

e
B

−

µ θ 
 −µ θ 

µ θ 
−  −µ θ 

µ θ

− µ θ

− ω

ω

− µ θ

µ θ

−

= =

= ×

× =

 
 = ×
 
 
 µ θ
 × ×
 µ θ 
 
 × =
 
 

= µ θ

 

 



2

2
,

0

i t

i te

Ω

Ω

 
 
 
 

	 (6)

где обозначено:

0 cos
2

B
ω

Ω = − µ θ .	 (7)

Рис. 3. Прецессия магнитного  момента в постоянном и пере-
менном магнитных полях
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Таким образом,  спинорное уравнение Шре-
дингера (5) приобретает вид:

( )int

2

1 2

2

1 2

0
sin

0

sin .

i t

i t

i t

i t

i H t
t

e
B

e

e
B

e

↑ ↑

↓ ↓

− Ω
↑

Ω ↓

− Ω
↓

Ω
↑

ψ ψ   ∂
= =   ψ ψ∂    
  ψ 
 = µ θ =   ψ  
 ψ
 = µ θ
 ψ 



	 (8)

Для решения уравнения (8) введем новые 
вспомогательные функции:

i te Ω
↑ ↑ϕ = ψ  и i te− Ω

↓ ↓ϕ = ψ .	 (9)

В новых переменных уравнение (8) можно  за-
писать в виде:

1

1

sin

sin

B
i

Bt

−Ω µ θ ∂ϕ
= ϕ µ θ Ω∂  

, 	 (10)

где вспомогательный спинор  ( ) ,t ↑

↓

ϕ 
ϕ =  ϕ 

 или:

1

1

1

1

sin

sin

sin
.

sin

B
i

Bt

B

B

↑ ↑

↓ ↓

↑ ↓

↑ ↓

ϕ ϕ−Ω µ θ    ∂
= =    ϕ ϕµ θ Ω∂     

−Ωϕ + µ θϕ 
=  µ θϕ + Ωϕ 

	 (11)

Прямой подстановкой можно  убедиться,  что  
общее решение уравнений (10) или (11) имеет 
вид:

( )

( )

( )

( )

( )

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1
,

1 1

i t i t

t

С e C eω − ω
+ −

ϕ =

   
+ λ − λ   

= +   
   − − λ + λ   

 

	 (12)

где для удобства преобразований обозначено  

( )22
1 sinBω = Ω + µ θ  и .

Ω
λ =

ω
При подстановке (12) в (10) левая часть урав-

нения (10) равна:

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

1

2

1

2

1 1

2 21
1 1

2 21

1 1

2 21
1 1

2 21

1

1

1

1

1 sin 1

sin 1 1

1 sin 1
.

sin 1 1

i t

i t

i t

i t

i C e
t

C e

B
С e

B

B
C e

B

ω
+

− ω
−

ω
+

− ω
−

 
+ λ ∂ϕ

= − ω + ∂  − − λ 
 

− λ 
+ ω = 

 + λ 
 
−Ω + λ − µ θ − λ 

= + 
 µ θ + λ − Ω − λ 
 
−Ω − λ + µ θ + λ 

+  
 µ θ − λ + Ω + λ 













	 (13)

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

1

2

1

2

1 1

2 21
1 1

2 21

1 1

2 21
1 1

2 21

1

1

1

1

1 sin 1

sin 1 1

1 sin 1
.

sin 1 1

i t

i t

i t

i t

i C e
t

C e

B
С e

B

B
C e

B

ω
+

− ω
−

ω
+

− ω
−

 
+ λ ∂ϕ

= − ω + ∂  − − λ 
 

− λ 
+ ω = 

 + λ 
 
−Ω + λ − µ θ − λ 

= + 
 µ θ + λ − Ω − λ 
 
−Ω − λ + µ θ + λ 

+  
 µ θ − λ + Ω + λ 













Действительно,  если для спинора в первом 
слагаемом (13) справедливо  равенство:

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 21
1 1

2 21

1 1

1 1

1 sin 1
,

sin 1 1

B

B

   
+ λ − + λ ω   

− ω = =   
   − − λ − λ ω   
 
−Ω + λ − µ θ − λ 

=  
 µ θ + λ − Ω − λ 







то,  следовательно:

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1 1

2 2 21
1 1 1

2 2 21

1 1 sin 1
,

1 1 sin 1

B

B

   
Ω + λ − + λ ω −µ θ − λ   

=   
   Ω − λ + − λ ω µ θ + λ   





т. е.

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

2 21
1 1

2 21

1 sin 1
,

1 sin 1

B

B

   
Ω − ω + λ −µ θ − λ   

=   
   Ω + ω − λ µ θ + λ   





или подставляя ,
Ω

λ =
ω

 найдем:

( )

( )

1 1

2 2
1

1 1

2 2
1

sin

.

sin

B

B

   
ω + Ω ω − Ω      Ω − ω −µ θ      ω ω      =

   
ω − Ω ω + Ω      Ω + ω µ θ      ω ω      

 



 

 



 

Следовательно:

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

2 21
1 1

2 21

sin
,

sin

B

B

   
Ω − ω ω + Ω −µ θ ω − Ω   

=   
   Ω + ω ω − Ω µ θ ω + Ω   

  

  

т. е.

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1
1 1 2 2 2
2 2

1 1 1
2 22 2 2

1

1

sin
,

sin

B

B

 
   ω − Ωω − Ω ω + Ω   = =    Ω + ω ω − Ω    ω − Ω

 
µ θ 

=  µ θ 



 

 



что  справедливо  т. к. ( )22
1 sin .Bω = Ω + µ θ

Аналогичное доказательство  можно  провести и 
для спинора во  втором слагаемом формулы (13).

При подстановке (12) в (10) правая часть урав-
нения (10) равна:
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( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

1

21
11
2

1

21
11
2

1 1

2 21
1 1

2 21

1

2

sin

sin

1sin

sin
1

1sin

sin
1

1 sin 1

sin 1 1

1

i t

i t

i t

B

B

B
С e

B

B
C e

B

B
С e

B

C

ω
+

− ω
−

ω
+

−

−Ω µ θ 
ϕ = µ θ Ω 

 
+ λ−Ω µ θ   

= +   µ θ Ω   − − λ 
 

− λ−Ω µ θ   
+ =   µ θ Ω   + λ 

 
−Ω + λ − µ θ − λ 

= + 
 µ θ + λ − Ω − λ 

−Ω − λ +
+







( )

( ) ( )

1

21
1 1

2 21

sin 1
,

sin 1 1

i tB
e

B

− ω
 

µ θ + λ 
 
 µ θ − λ + Ω + λ 



что  совпадает с правой частью формулы (13).
Следовательно,  доказано,  что  функция (12) 

является общим решением спинорного  уравне-
ния (10).

Примем начальное условие,  с учетом (9),  ис-
ходя из того,  что  при 0t =  волновая функция 

( ) ( )
1

0 0 .
0

 
ψ = ϕ =  

 
 Отметим,  что  начальное по  

времени положение вектора магнитного  момента 
протона ,µ  прецессирующего  вокруг постоянно-
го  магнитного  поля 0B  под углом θ носит совер-
шенно  произвольный характер.

Следовательно:

( )
( )

( )

( )

( )

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1 1
0 .

0
1 1

С C+ −

   
+ λ − λ     

ϕ = + =     
    − − λ + λ   

Откуда следует:

( )
1

21

2
С−

− λ
= ,     

( )
1

21

2
С+

+ λ
= .	 (14)

Подставляя (14) в формулу (12),  находим 
частное решение уравнений (10) или (11) в виде:

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

11
22

1

2

11
22

1

2

1 1
2 22 2

1
2 2

11

2
1

11

2
1

1 1
1 1

2 21 1

,
1 sin

i t

i t

i t i t

t e

e

e e

W t

i t

ω↑

↓

− ω

ω − ω

 
ϕ + λ  + λ  

ϕ = = +   ϕ   − − λ 
 

− λ− λ  
+ = 

 + λ 
+ λ − λ   

   = + =   
   − − λ − λ
   

 
 =  
 − − λ ω
 





 



	 (15)

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

11
22

1

2

11
22

1

2

1 1
2 22 2

1
2 2

11

2
1

11

2
1

1 1
1 1

2 21 1

,
1 sin

i t

i t

i t i t

t e

e

e e

W t

i t

ω↑

↓

− ω

ω − ω

 
ϕ + λ  + λ  

ϕ = = +   ϕ   − − λ 
 

− λ− λ  
+ = 

 + λ 
+ λ − λ   

   = + =   
   − − λ − λ
   

 
 =  
 − − λ ω
 





 



где ( ) cos sin .W t t i t= ω + λ ω 

При этом,  частное решение уравнения (5) или 
(8) запишется в виде:

( )

( )

( )
1

2 2
.

1 sin

i t

i t

i t

i t

e
t

e

W t e

i e t

− Ω
↑ ↑

Ω
↓ ↓

− Ω

Ω

 ψ ϕ 
 ψ = = = ψ  ϕ   

 
 

=  
 − − λ ω
 



	 (16)

Проверим условие нормировки:

( ) ( ) 1P t P t↑ ↓+ = , 	 (17)

где вероятности проекций магнитного  момента 
протона вдоль оси Z и против оси Z,  соответ-
ственно  равны:

( ) ( )

( )

22

2 2 2 2cos sin ,

i tP t W t e

W t t t

− Ω
↑ ↑= ψ = =

= = ω + λ ω 

	 (18)

( ) ( )

( ) ( )

21
2 2 2

21
2 2 22

1 sin

1 sin 1 sin .

i tP t i e t

i t t

Ω
↓ ↓= ψ = − − λ ω =

= − − λ ω = − λ ω



 

	 (19)

Следовательно,  условие нормировки (17) вы-
полняется.

Так как существует ориентирующее магнит-
ный момент действие постоянного  магнитного  
поля 0,B  направленное вдоль оси Z,  то  есте-
ственно  предположить,  что  угол прецессии 
максимальной вероятности 90 .θ < °

Заметим,  что  согласно  (18) максимальная ве-
роятность ( ) 1,P t↑ =  формально,  достигается при 

1,
Ω

λ = =
ω

 т.  е. при угле 0.θ =  Однако,  данный 

тривиальный результат (данный максимум) фи-
зически неудовлетворителен. Магнитные момен-
ты протонов в веществе не могут иметь одинако-
вый угол прецессии 0θ =  вследствие принципа 
Паули. Поэтому найдем угол θ достижения мак-
симальной вероятности из условия:

( ) ( )
0

P t P t↑ ↑∂ ∂ ∂ω
= =

∂θ ∂ω ∂θ




.	 (20)

С учетом (18) и используя 
∂λ ∂ Ω = = ∂ω ∂ω ω   

 

1
,

∂Ω = − λ ω ∂ω  

 найдем:
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( ) ( )

( )

2
2 2

2

2
2 2

2

1 sin2 2 sin

2 sin

1 sin2 2 sin

2 sin .

P t
t t t

t

t t t

t

↑∂  λ
= λ − ω − ω +∂θ ω

λ ∂Ω ∂ω
+ ω =ω ∂ω ∂θ
 λ ∂ω

= λ − ω − ω +  ω ∂θ 
λ ∂Ω

+ ω
ω ∂θ

 







 



 







	 (21)

Учитывая:

( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

22
1

2
1

2
0 1

2 2
0 0 1

sin

1
2 2 sin cos

2

1
2 sin sin2

2
1

sin sin2 ,
2

B

B

B B

B B B

∂ω ∂
= Ω + µ θ =

∂θ ∂θ
∂Ω = Ω + µ θ θ = ω ∂θ 

= Ω µ θ + µ θ =
ω

= ωµ θ − µ − µ θ
ω









найдем:

( ) ( )

( ) ( )( )( )

2
2 2

2 2
0 0 1

2
0

1 sin2 2 sin

1
sin sin2

2

2 sin sin 0

P t
t t t

B B B

t B

↑  ∂ λ
= λ − ω − ω ×  ∂θ ω 

× ωµ θ − µ − µ θ +
ω

λ
+ ω µ θ =

ω

 









или

( ) ( )

( )

2 2
0 1

0

2
2

cos
2

sin
.

sin 1 cos

B B

B

t

t t t

 µ − µω  − θ =
 µ 

λ ω
=

λ
ω − λ − ω

ω



 



	 (22)

Для корректности дальнейших преобразова-

ний необходимы некоторые физические предпо-

сылки. Формула (22) отражает фактически два 

процесса: процесс перехода магнитного  момента 

µ к равновесной прецессии и сам процесс равно-

весной прецессии.

Установление равновесного  угла прецессии –  

это  квантовый переход протона из одного  со-

стояния в другое.

Время перехода квантовой системы из одного  

состояния в другое очень маленькое,  значитель-

но  меньше времени нахождения системы в ка-

ком либо  состоянии. Например,  согласно  теории 

Бора скорость электрона на орбите атома водо-

рода ,V
mr

=


 где 41,16 10
m

−= ⋅


 
Дж

Гц кг⋅
 –  приве-

денный квант циркуляции,  100,53 10r −= ⋅   м  –  

т.  н. боровский радиус орбиты. Использованы 

константы,  приведенные в [11]. Предполагая,  

что  скорость перехода электрона на более вы-

сокую орбиту равна скорости электрона на 

орбите,  оценим время перехода по  формуле 
2

~
r mr

V
τ = ≈



160,24 10−⋅  с. Полученная величи-

на намного  меньше даже времени нахождения 

электрона на возбужденной орбите 8~ 10−  с.

Кроме того,  в формуле (22) время являет-

ся непрерывной величиной,  оно  не квантуется. 

Однако,  угловая скорость ω  и угол прецессии θ 
квантуются. Квантование θ определяется тем,  

что  проекция магнитного  момента протона µ на 

направление постоянного  магнитного  поля 0B  

может принимать только  дискретный ряд зна-

чений. Поэтому и угол прецессии θ также имеет 

дискретный,  квантовый характер. Вследствие 

этого,  нахождение производной 
( )P t↑∂

∂θ
 по  кван-

туемой величине носит приближенный характер  

и возможно  только  при большой дробности угла 

прецессии,  что  справедливо  при относительно  

больших величинах .θ
Вследствие вышесказанного,  приближенное 

равенство  (22) должно  иметь разный вид для 

различных отрезков времени 0 t< < τ –  пере-

ходного  процесса и t > τ –  равновесной прецес-

сии:

( ) ( )

( )

2 2 0
0 1

0

0

2 2 2
2

cos
2

sin
.

sin 1 cos

t

t t

B B

B

t

t t t

< <τ

< <τ >τ

 µ − µω  − θ
 µ 

λ ω λω Ω
=

λ λ λ
ω − λ − ω

ω

≈

≈ ≈
 

 



	 (23)

Преобразовывая (23),  найдем:

( ) ( )

( )

2 2
0 1

0

2
1

0

0

cos

sin
cos ,

cos
2

B B

B

B
B

B

 µ − µ
  θ =
 µ 

µ θ
= µ θ −

ω
− µ θ

или

2 2

0

cos
cos sin

2 B

 ω θ
− θ = θ µ 

.

Откуда следует:

02
cos rBµ ω

θ = =
ω ω

, 	 (24)

где 02r Bω = µ  –  резонансная частота прецессии.
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Формула (24) фактически совпадает со  своим 
классическим аналогом для прецессии сфериче-
ски-симметричного  тела (волчка) [12]. Действи-
тельно,  угловая скорость вращения тела вокруг 

своей оси 3
3

cos ,
M

I
ω = θ  где М –  механический 

момент,  действующий на волчок,  3I  –  момент 
инерции вокруг собственной оси вращения волч-
ка. Учитывая,  что  частота прецессии волчка 

1
,

M

I
ω =  где 1I  –  момент инерции волчка вокруг 

оси,  перпендикулярной собственной оси враще-

ния волчка,  находим 3 3

1
cos .

I

I

ω
θ =

ω
 Для сфериче-

ски-симметричного  волчка 1 3,I I=  следователь-
но:

3cos
ω

θ =
ω

, 	 (25)

где 3ω  –  угловая скорость вращения тела вокруг 
своей оси,  аналог резонансной частоты прецес-
сии. Индексы величин использованы по  анало-
гии с [12]. Заметим,  что  вектор  3ω  совпадает по  
направлению с прецессирующим магнитным мо-
ментом ,µ  см. рис. 3.

3. Оценки параметров магнито-
резонансной томографии

Максимальный МРТ-сигнал (ЭДС) возникает 
в регистрирующей катушке при угле прецес-
сии магнитного  момента 90 .θ = °  В соответствии 
с формулой (24) угол прецессии 90θ → ° в слу-
чае увеличения частоты ω внешнего  перемен-
ного  магнитного  поля 1B  до  бесконечности или 
уменьшении внешнего  постоянного  магнитного  
поля 0B  до  нуля. Последнее обстоятельство  свя-
зано  с уменьшением ориентирующего  действия 
постоянного  магнитного  поля на магнитный мо-
мент .µ

Однако,  использование слабых постоянных 
магнитных полей невозможно,  т. к. необходимо  
преодолеть хаотическое направление магнитных 
моментов протонов,  которое появляется в ре-
зультате теплового  воздействия тканей организ-
ма. С этой точки зрения возникает противоречи-
вая ситуация,  когда с одной стороны постоян-
ное магнитное поле 0B  должно  быть достаточно  
сильным,  чтобы магнитные моменты протонов 
в водородосодержащих тканях организма в ис-
следуемой области были в основном направле-
ны вдоль этого  поля. С другой стороны величина 
постоянного  магнитного  не должна сильно  пре-
пятствовать возникновению достаточно  большо-

го  угла прецессии магнитного  момента µ прото-
нов в соответствии с формулой (24).

Оценим частоту переменного  магнитного  поля 

по  формуле 02
.

cos

Bµ
ω =

θ
 Предположим,  что  опти-

мальный угол прецессии 45 .θ = °  Величину внеш-
него  постоянного  магнитного  поля найдем из 
примерного  равенства энергий ориентирующего  
магнитный момент действия постоянного  маг-
нитного  поля и хаотизирующего  действия теп-

ла организма 
2

0 0

2 A
B

N kT
µ

= a  или 0
0

2
.AN kT

B
a

=
µ

 

В последней формуле 300T ≈ ° K –  температура 

тела организма,  231,38 10k −= ⋅  
Дж

K
 –  постоянная 

Больцмана,  236,02 10AN = ⋅  
1

моль
 –  число  Аво-

гадро,  7
0 4 10−µ = π ⋅  

Гн

м
 –  магнитная постоянная,  

10~ 10−a  моль –  доля моля протонов 10(~ 10−  г) 
водородосодержащих тканей в области визуа-
лизации,  которые подвергаются воздействию 
переменного  магнитного  поля. Следователь-
но,  индукция постоянного  магнитного  поля 

0 0,63B ≈  Тл. Таким образом,  частота переменно-

го  магнитного  поля равна 802
2, 4 10

cos

Bµ
ω = ≈ ⋅

θ
  1c−   

или 38ν ≈  МГц,  т. е. лежит в области ультравы-
соких частот (в радиодиапазоне).

Заключение

При расчете параметров постоянного  и пере-
менного  магнитных полей в магнито-резонанс-
ном томографе следует учитывать необходи-
мость поиска оптимума применяемых параме-
тров. Это  нужно  вследствие того,  что  существу-
ет разнонаправленность действия этих полей 
на магнитные моменты прецессирующих ядер  
(протонов) атомов водорода. Постоянное магнит-
ное поле уменьшает угол прецессии,  что  ведет 
к уменьшению МРТ-сигнала. Одновременно,  по-
стоянное магнитное поле создает ориентирующее 
действие на магнитные моменты,  препятствую-
щее хаотическому действию теплового  движе-
ния. Увеличение частоты переменного  магнитно-
го  поля приводит к увеличению угла прецессии,  
что  ведет к увеличению МРТ-сигнала.

При расчете прецессии магнитного  момента 
в постоянном и переменном магнитных полях 
можно  использовать классические формулы,  
следующие из теории регулярной механической 
прецессии твердого  тела (волчка).

ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ МАГНИТО-РЕЗОНАНСНЫХ ТОМОГРАФОВ
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Optimization of parameters of magneto-resonant tomograph

A.N. Volobuev

The problem of  increase in a signal providing process of  internal organs visualization in the magneto-resonant to-
mograph is investigated on the basis of  the some its parameters optimum choice. The principle of  the tomograph work 
is analysed. On the basis of  quantum-mechanical approach the interrelation between an angle of  the magnetic moment 
precession of  hydrogen nucleus in an organism,  frequency of  the variable magnetic field stimulating the precession 
and size of  the used constant magnetic field is found. The given interrelation allows find the optimal parameters of  the 
tomography work.

Keywords: magneto-resonant tomograph,  hydrogen-containing tissues of  organism,  the magnetic moment,  resonant 
frequency,  an angle of  precession,  a proton,  a magnetic field.
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