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Дискретизирующие последовательности отсчетов импульсных характеристик квазигармонических осцилляторов 
использованы для перехода к дискретному времени в уравнениях движения нелинейных колебательных систем со  
многими степенями свободы. В результате предложен конечно-разностный алгоритм моделирования нелинейной ди-
намики осцилляторов. Разностная схема имеет второй порядок точности по  дискретному времени,  сохраняет форму 
импульсных характеристик осцилляторов и хорошо  стыкуется с методами цифровой обработки сигналов. Приведен 
пример  моделирования нелинейного  резонанса в двух связанных осцилляторах Дюффинга.
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1.  В работе [1] предложен метод численного  
моделирования нелинейных колебательных си-
стем,  основанный на использовании импульсно-
го  отклика линейного  резонатора для дискрети-
зации времени в уравнении движения системы. 
Метод ориентирован на нелинейные колебатель-
ные и автоколебательные системы с одной сте-
пенью свободы. На практике реальные радиотех-
нические системы могут содержать несколько  
резонаторов или описываться осцилляторными 
моделями высоких порядков. Это,  например,  
многокаскадные резонансные усилители и авто-
генераторы [2],  в том числе кольцевые [3],  ав-
тогенераторы,  стабилизированные дополнитель-
ными резонаторами [4],  и другие радиосистемы. 

В настоящей статье метод работы [1] обобща-
ется на случай многоконтурных нелинейных ко-
лебательных и автоколебательных систем. Пред-
лагаемый подход легко  сочетается с методами 
цифровой обработки сигналов.

2.  В качестве дифференциальной модели М 
связанных осцилляторов с вектором состояния 
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где mω  –  собственные частоты осцилляторов;  

mQ   –  их добротности;  ( ),mf d dtu u /  –  функ-
ции,  описывающие связи и нелинейности в си-
стеме осцилляторов.

Альтернативной (1) формой описания колеба-

тельной системы является ее интегральная мо-

дель в виде системы уравнений Вольтерра вто-

рого  рода:
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где функции времени ( )mU t  описывают свобод-

ные колебания в резонаторе,  а ядра ( )mh t − τ  –  

импульсные характеристики осцилляторов,  удов-

летворяющие уравнениям 
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с дельта-функцией в правой части и нулевы-

ми начальными условиями. Решениями уравне-

ний (3) при 0t ≥  являются функции 

( ) exp sin( )
2

m
m m m

m
h t t t

Q

 ω
= ω − ω 

 
.	 (4)

При этом предполагается,  что  осцилляторы 

имеют высокие 10mQ ≥  добротности. 

Нетрудно  установить,  что  отсчеты импульс-

ных характеристик (4) на равномерной времен-

ной сетке nt n t= Δ  при 2n ≥  удовлетворяют раз-

ностным уравнениям

 { }2

2
1 1

( ) ( )

2 cos( ) ( ) ( ) 0

m n m n

m m m n m m n

D h t h t

t h t h t− −

≡ −

− a ω Δ + a =
	 (5)
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Последовательности отсчетов применим ( )m nh t  

при переходе к дискретному времени в инте-

гральном уравнении (2). Для этого  создадим со-

вокупность дискретизирующих последователь-

ностей 
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Импульсные характеристики ( )mh t − τ  в (2) за-

меним последовательностями (6). После интегри-

рования для значений решения на временной 

сетке nt  получим систему уравнений дискретной 

свертки
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Теперь обе части уравнений (7) подвергнем 

воздействию разностных операторов  { }2 .D   При 

2n ≥  это  приводит к следующему результату:
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Отметим,  что  в процессе преобразования пра-

вой части (8) использованы уравнения (5) и ана-

логичные им уравнения  { }2 ( ) 0,n nD U t =  а также 

равенства (0) 0.mh =  Следует обратить внимание 

на то,  что  равенства (0) 0mh =  приводят к за-

висимости правой части (8) от момента времени 

1n nt t t −− Δ =  и позволяют получить явный алго-

ритм моделирования автоколебаний при аппрок-

симации производных 1( )nt −u  левыми разностя-

ми. Ограничиваясь трехточечной аппроксимаци-
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Таким образом,  алгоритм моделирования ко-

лебаний в системе связанных нелинейных ос-

цилляторов задается системой рекуррентных 

соотношений
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где 3, 4, ,n =   а значения 1( )mu t  и 2( )mu t  в со-

ответствии с интегральными уравнениями (2) 

определяются по  начальным условиям 0,u  0u  с 

помощью выражений 
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3.  Рассмотрим пример  –  нелинейный резо-
нанс в связанных осцилляторах Дюффинга. Ос-
циллятор  Дюффинга является базовым объек-
том классической теории колебаний [5] и,  в то  
же время,  может служить моделью реальных 
радиосистем,  например,  колебательного  конту-
ра,  перестраиваемого  варикапом [6].

Исходная система уравнений движения иден-
тичных реактивно  связанных осцилляторов с 
собственными частотами 0ω  и Q имеет вид
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Здесь µ и κ –  параметры нелинейности и связи;  
( )S t  –  сигнал внешнего  воздействия на один из 

осцилляторов.
При проведении расчетов собственную часто-

ту 0ω  будем измерять в единицах частоты дис-
кретизации 2 / :d tω = π Δ  0 0 / ,dΩ = ω ω  а также 
введем обозначения
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рования (10) для системы уравнений (11) примет 
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Для оценки достоверности результатов моде-
лирования колебаний в связанных осцилляторах 
Дюффинга применим разностную схему (12) к 
расчету амплитудно-частотных характеристик 
(АЧХ) линеаризованной системы,  положив в 
(11) и (12) 0.µ =  Эта задача имеет точное реше-
ние –  на рис.  1 АЧХ 1( )K Ω  и 2( )K Ω  первого  и 
второго  осцилляторов показаны непрерывными 
линиями (параметры системы: 0 0.1,Ω =  20,Q =  

0.06).κ =

Э.Ю. ФЕДЮНИН,  А.Н. ШИЛИН



Т. 19,  № 2		  41

Точками на рис. 1 показаны результаты расче-

тов АЧХ с помощью разностной схемы (12). При 

этом амплитуды оценивались путем квадратич-

ного  усреднения установившихся реализаций 

вынужденных колебаний:

22U n
N

A U= ,     22V n
N

A V= .

Графики демонстрируют хорошее согласование 

численных и точных аналитических результатов.

Перейдем теперь к моделированию с помощью 

(12) связанных осцилляторов Дюффинга. Ряд ре-

зультатов для системы с параметрами 0 0.1,Ω =  
20,Q =  0.06,κ =  0.0012µ =  при единичной ам-

плитуде внешнего  воздействия ( )S t  представлен 
ниже в виде графиков. 

На рис. 2 показаны графики зависимостей ам-
плитуд первых гармоник вынужденных коле-
баний в первом (а) и втором (б) осцилляторах 
от частоты внешнего  воздействия. Оценки ам-
плитуд проводились методом аналитического  
сигнала в численных экспериментах с квази-
статической перестройкой частоты в диапазоне 
0.09 0.13.≤ Ω ≤  При этом третья гармоника ко-
лебаний удалялась с помощью фурье-фильтра-
ции. Как следует из графиков,  частотные зави-
симости амплитуд характеризуются скачками и 
гистерезисом. Стрелки на графиках указывают 
направления скачков при изменениях частоты в 
сторону повышения или понижения. Выбросы в 
конечных точках скачков обусловлены затухаю-
щими свободными колебаниями.

Фазовые соотношения в связанных осцилля-
торах Дюффинга иллюстрируют графики,  при-
веденные на рис.  3. Сплошной линией показан 
график частотной зависимости 1( )ϕ Ω  разности 
фаз колебаний в первом осцилляторе и вынуж-
дающих колебаний. Зависимость характеризу-
ется скачками и гистерезисом. В то  же время,  
частотная зависимость ( )ψ Ω  разности фаз ко-
лебаний во  втором и в первом осцилляторах –  
гладкая функция без скачков.

4.  Представленный здесь численный метод 
предназначен для моделирования нелинейных 
осцилляторных систем. Метод имеет второй по-
рядок точности по  дискретному времени,  со-
храняет форму импульсных характеристик ос-
цилляторов и хорошо  стыкуется с алгоритмами 
цифровой обработки сигналов.

Рис. 3. Частотные зависимости фаз колебаний связанных ос-
цилляторов Дюффинга

Рис. 1. АЧХ связанных линейных осцилляторов

Рис. 2. Частотные зависимости амплитуд колебаний связан-
ных осцилляторов Дюффинга

ДИСКРЕТНАЯ МОДЕЛЬ СВЯЗАННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ
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Discrete model of the coupled nonlinear oscillators

E.Yu. Fedyunin, A.N. Shilin

The sampling sequences of  counting of  pulse characteristics of  quasi-harmonics oscillators are used for transition 
to discrete time in the equations of  the movement of  nonlinear oscillatory systems with many degrees of  freedom. 
The finite-difference algorithm of  modeling of  nonlinear dynamics of  oscillators is as a result offered. The differential 
scheme has the second order of  accuracy on discrete time,  keeps a form of  pulse characteristics of  oscillators and is well 
joined to methods of  digital processing of  signals. The example of  modeling of  a nonlinear resonance in two coupled 
Duffing oscillators is given.

Keywords: coupled oscillators,  discrete time,  Duffings oscillators,  numerical experiment,  nonlinear resonance.
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