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Рассматривается самосогласованная краевая задача о  возбуждении,  в которой функция источника,  стоящая в 
правой части уравнения Гельмгольца,  является решением однородной краевой задачи на этом уравнении. Показы-
вается,  что  такой источник наряду с собственной волной (колебанием) создает присоединенную волну (колебание). 
Поскольку указанные волны (колебания) существуют только  в присутствии источника обозначенного  типа,  пред-
лагается классифицировать их как присоединенные к источнику.

Ключевые слова: комплексные волны,  комплексный резонанс,  присоединенная краевая задача,  самосогласован-
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Понятие «собственные и несобственные волны 
(колебания)» обычно  связывают с формулиров-
кой соответствующих краевых задач. Собствен-
ные волны (колебания) описываются решениями 
полностью однородных краевых задач –  одно-
родное дифференциальное уравнение и однород-
ные граничные условия. Несобственные волны 
(колебания) связывают либо  с неоднородными 
краевыми задачами,  в которых решается неод-
нородное уравнение Гельмгольца,  либо  с полу-
однородными краевыми задачами –  однородное 
уравнение и частично  неоднородные (ненуле-
вые) граничные условия [1]. Несобственные вол-
ны второй категории по  классификации [2] ха-
рактерны,  например,  для открытых направля-
ющих структур  –  волны,  не удовлетворяющие 
нулевому граничному условию на бесконечности. 
В  настоящей работе рассматриваются несоб-
ственные волны (колебания),  которые предлага-
ется классифицировать как волны (колебания),  
присоединенные к источнику.

В развитие работы [3],  в которой рассматри-
вались вопросы теории присоединенных волн в 
двухслойных изотропных направляющих струк-
турах,  сформулируем два варианта краевой за-
дачи для присоединенных к источнику бегущих 
волн и колебаний круглого  двухслойного  экра-
нированного  волновода (КДЭВ). Она состоит из 
уравнения:
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которое называем присоединенным уравнением 
Гельмгольца,  и граничных условий:
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где ,e m
zΠ  –  продольные компоненты электри-

ческого  и магнитного  векторов Герца;  a и 
b  –  радиусы внутреннего  слоя и экрана;  β и 

1 2iβ = β + β   –  продольные волновые числа при-
соединенной волны [4] и КВ [5],  соответственно.

Функции в правой части уравнения (1) имеют 
[3] вид:
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где ( )1.2 ,nJ rα  ( )2nY rα  –  цилиндрические функ-
ции первого  и второго  рода;  1,2α  –  поперечные 
волновые числа.

Поля в неоднородных электродинамических 
структурах в общем случае описываются неса-
мосопряженными краевыми задачами [1]. Для 
экранированных структур  эти задачи,  будучи 
однородными,  являются [6] задачами,  опреде-
ляющими спектры собственных волн (колеба-
ний). Для открытых структур  несамосопряжен-
ные краевые задачи,  являясь полуоднородными,  
наряду с собственными волнами могут описы-
вать несобственные волны дискретного  спек-
тра [5]. В экранированных волноводах с неодно-
родным заполнением наряду с собственными 
волнами могут [4] существовать присоединенные 
к источнику несобственные волны,  описываемые 
присоединенным уравнением Гельмгольца,  под 
которым здесь понимаем уравнение (1) с пра-
вой частью,  являющейся решением однородной 
краевой задачи,  то  есть задачи на однородном 
уравнении Гельмгольца. При этом могут быть два 
варианта присоединенной задачи: первый,  когда 
поле,  присоединенное к источнику,  образуется 
суперпозицией собственных волн [7];  второй,  
когда поле является полем собственной и при-
соединенной волны [8],  имеющим [9] линейную 
зависимость амплитуды от продольной коорди-
наты. И в том,  и в другом случае поля оказыва-
ются присоединенными к источнику [3],  то  есть 
несобственными –  не существующими без него. 
Собственные значения несамосопряженных кра-
евых задач в общем случае являются [10] ком-
плексными величинами и соответствуют различ-
ным видам комплексных волн (КВ) [11],  кото-
рые,  в зависимости от признаков несамосопря-
женности краевой задачи [1],  могут иметь раз-
личную природу и свойства. Как показано  в [5],  
теоретически и экспериментально,  собственные 
КВ слоистых экранированных волноводов источ-
никами,  описываемыми действительными функ-
циями пространственных координат,  возбужда-
ются комплексно-сопряженными парами [12],  
приводя к возникновению явления комплексного  
резонанса (КР),  описанного  в [13]. КР в неодно-
родных направляющих структурах (например,  
в КДЭВ),  отличающийся от обычного  резонан-
са своим существованием не в точке,  а во  всем 
диапазоне существования КВ,  имеет место  [7] 
только  при наличии источника,  через который 
замыкаются прямой и обратный потоки мощно-
сти [14]. Таким образом две взаимодействующие 

между собой КВ оказываются «привязанными» к 
источнику,  а поле КР –  можно  назвать «присо-
единенным» к источнику электромагнитным ко-
лебанием. Задача о  возбуждении КР является 
самосогласованной –  источник создает пару КВ,  
образующих замкнутые через источник потоки 
мощности. Она относится к первому вышеука-
занному варианту присоединенной краевой за-
дачи.

Как показано  в [12],  собственные КВ КДЭВ 
индивидуально  возбуждаются распределенным 
источником бегущей волны. В том случае,  когда 
этому источнику соответствует верхняя функ-
ция в правой части уравнения (1),  возбужда-
ются одновременно  [9] и комплексная,  и при-
соединенная волны,  которую называем волной,  
присоединенной к источнику.

Поля двух КВ с комплексно  сопряженными 
амплитудами образуют «присоединенное» к ис-
точнику колебание,  которое в силу обязательно-
го  присутствия источника не является собствен-
ным. КР,  соответствующий этому колебанию,  
образуется полем,  локализованным вблизи ис-
точника,  то  есть имеющим вид стоячей волны с 
амплитудой,  экспоненциально  убывающей при 
удалении от источника в соответствии с про-
дольной зависимостью поля КВ. 

Этому колебанию соответствует краевая за-
дача на присоединенном уравнении Гельмголь-
ца  (1) с нижней функцией источника в правой 
части. Таким образом,  первому варианту при-
соединенной краевой задачи (когда поле образу-
ется суперпозицией собственных КВ),  соответ-
ствует нижняя функция в правой части урав-
нения (1),  второму варианту (когда возбужда-
ется поле присоединенной волны) соответствует 
верхняя функция в правой части уравнения (1). 
В первом случае имеем колебание,  присоеди-
ненное к источнику,  во  втором –  волну. Термин 
«волны (колебания),  присоединенные к источни-
ку» предлагается с целью приблизить математи-
ческое понятие «присоединенное решение» к его  
физическому (в данной конкретной ситуации) 
смыслу. Присоединенное решение связывается 
с возбуждением волны (колебания) источником 
особого  вида,  соответствующего  присоединен-
ной краевой задаче.

Функции в правой части уравнения (1) можно  
рассматривать либо  как функцию распределен-
ного  источника типа бегущей волны,  а присо-
единенную краевую задачу (1),  (2) –  как задачу 
о  возбуждении волн,  «присоединенных» к ука-
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занному источнику,  либо  как функцию источ-
ника (нижняя действительная функция коорди-
наты z),  создающего  КР.

Записываем решения сформулированных кра-
евых задач в виде:

( )

( )

( )

1,2 1,2

1,2

2

, , ,
1,2

, ,
1,2

,
1,2

1

2

cos
,

sin cos

e m e m e m
nz n

e m e m
nn

i z
e m

z

C R r

iz
D R r

n e
r

n ze

- β

-β


Π = α +


 

+ - α + β 

ϕ 
+ ρ α   ϕ  β

	 (3)

где функции ( ),
1,2

e m rρ α  удовлетворяют уравне-
ниям:

( ) ( ) ( )

( )
1,2

2
2

1,2 1,2 1,2 1,22

, ,
1,2

1

,e m e m
nn

n
r r r

r r

D R r

 
′′ ′ρ α + ρ α + α - ρ α =  

 

= α

	 (4)

которые можно  рассматривать как присоединен-
ные уравнения Бесселя,  и граничным условиям 
задач Дирихле и Неймана на экранирующей по-
верхности.

В (3) верхнее решение описывает присоединен-
ные волны,  нижнее –  присоединенное колеба-
ние,  соответствующее комплексному резонансу.

Подставляя решения (3) в уравнения (1),  по-
лучаем:
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Из (5) видно,  что  решения (3) удовлетворяют 
с учетом уравнения (4) присоединенным уравне-
ниям Гельмгольца (1) при условии:

1,2 1,2

, , , .e m e m e m
n nD D A- = 	 (6)

Как и должно  быть,  характер  возбуждаемой 
заданным источником волны определяется ам-
плитудой ,e mA  этого  источника –  условием,  на-
кладываемым на эту амплитуду.

В том случае,  когда

1,2 1,2

, ,e m e m
n nD D= , 	 (7)

решения (3) удовлетворяют обычному (однород-
ному) уравнению Гельмгольца и соответствуют 
точке жордановой кратности волновых чисел 
[15–17].

Условия (6),  (7) являются естественными до-
полнительными условиями.,  накладываемыми 
на источник,  поскольку от последнего  зависит 
вид возбуждаемого  им поля: поля несобствен-
ных волн или колебаний.

Граничные условия при r a=  дают систему 
функциональных уравнений,  зависящих от про-
дольной координаты. Приравнивая в них члены,  
имеющие линейную зависимость от координа-
ты z,  получаем систему линейных однородных 
алгебраических уравнений относительно  коэф-
фициентов 

1,2

, ,e m
nD  условие нетривиальности ре-

шений которой дает уравнение,  совпадающее 
с дисперсионным уравнением нормальных волн 
КДЭВ.

Не зависящие от продольной координаты ча-
сти вышеуказанных функциональных уравне-
ний при условии (4) дают систему линейных 
неоднородных алгебраических уравнений отно-
сительно  коэффициентов 

1,2

, .e m
nC  Главные опреде-

лители двух вышеуказанных систем уравнений 
(однородной и неоднородной) совпадают. Ра-
венство  их нулю,  дает дисперсионное уравне-
ние нормальных волн. Нетривиальные решения 
системы линейных однородных алгебраических 
уравнений (коэффициенты 

1,2

, )e m
nD  подставляются 

в систему неоднородных уравнений,  решаемую 
относительно  коэффициентов 

1,2

, .e m
nC

Граничные условия рассматриваемой краевой 
задачи выполняются в том случае,  когда систе-
мы однородных и неоднородных линейных ал-
гебраических уравнений имеют совместные ре-
шения. Система однородных уравнений имеет 
нетривиальные решения только  при равенстве 
нулю ее определителя. Поскольку главный опре-
делитель системы неоднородных уравнений со-
впадает с определителем системы однородных 
уравнений,  система неоднородных уравнений 
может иметь решения только  при равенстве 
нулю ее дополнительных определителей.

Следовательно,  собственные значения кра-
евой задачи,  определяющие волновые числа 

САМОСОГЛАСОВАННАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ...
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волн,  описываемых ей (задачей),  находятся 

как совместные решения трех трансцендентных 

уравнений:

11 12

21 22
0

a a

a a
= ;     1 12

2 22
0

с a

с a
= ;     11 1

21 2
0

aс

aс
= .	 (8)

Первое из них совпадает с дисперсионным 

уравнением нормальных волн. Каждое из этих 

уравнений решается совместно  с уравнениями,  

связывающими волновые числа:
2 2 2

1,2 1,2 1,2ε µ ω = α + β .	 (9)

Присоединенным волнам (колебаниям) соот-

ветствуют совместные решения,  уравнений (8) 

и (9). Численные исследования [4] показали су-

ществование таких решений,  соответствующих 

волнам и колебаниям,  которые можно  называть 

присоединенными к источнику,  поскольку они 

описываются уравнениями (1),  в правой части 

которых стоят функции,  являющиеся решени-

ями соответствующих краевых задач на одно-

родном уравнении Гельмгольца. Таким образом,  

решая краевые задачи на присоединенных урав-

нениях Гельмгольца,  получаем волны и колеба-

ния,  существующие только  при наличии источ-

ника,  то  есть присоединенные (привязанные) к 

нему. Поскольку волновые числа,  присутствую-

щие в правых частях уравнения (1),  находятся 

из дисперсионных уравнений (8),  рассматрива-

емую краевую задачу следует называть само-

согласованной –  колебания источника и поля 

присоединенной волны (колебания) образуют 

единый (замкнутый) электромагнитный процесс. 

Присоединенные волны (колебания) являются 

несобственными,  поскольку описываются реше-

ниями неоднородных краевых задач на уравне-

нии (1).

В качестве двухслойной изотропной цилин-

дрической направляющей структуры,  в кото-

рой также может возбуждаться присоединен-

ные волны (колебания),  можно  рассматривать 

круглый открытый диэлектрический волновод 

(ДВ). Его  собственные КВ,  возбуждаемые по-

парно  с комплексно-сопряженными амплиту-

дами,  также образуют [5] поле стоячей волны,  

экспоненциально  убывающее при удалении от 

источника,  соответствующее КР,  описываемое 

присоединенной краевой задачей на уравнении 

(1) с нижней функцией в его  правой части. При-

соединенной волне соответствует уравнение (1) с 

верхней функцией в правой части. В этом слу-

чае в краевой задаче (1),  (2) в качестве функций 

( ),
2

e m
nR rα  будет фигурировать функция Ханке-

ля. Функция ( ),
1

e m
nR rα  останется без изменения. 

Заключение

Сформулированы краевые самосогласованные 
задачи,  которые описывают колебания и волны,  
присоединенные к источнику,  существующие 
только  при его  наличии. Самосогласованными 
задачи являются потому,  что  в них учитыва-
ется обратное влияние поля на источник,  по-
скольку волновые числа и в функциях поля,  и 
в функциях источника одни и те же. Амплитуды 
указанных волн и колебаний зависят от продоль-
ной координаты. Присоединенными колебания и 
волны являются потому,  что  они описываются 
присоединенными уравнениями Гельмгольца,  
правые части которых –  решения соответствую-
щих однородных краевых задач.

Показано  существование волн (колебаний),  
описываемых краевыми задачами с особым ви-
дом правых частей уравнения Гельмгольца,  ко-
торые являются решениями соответствующих 
однородных краевых задач. Образуемые таким 
образом краевые задачи следует называть са-
мосогласованными. Волны (колебания),  описы-
ваемые такими задачами,  оказываются «при-
вязанными» к источнику,  оказывают обратное 
влияние на него,  существуют только  при его  
наличии. В этом смысле они не могут называться 
собственными. В статье предложено  называть их 
присоединенными к источнику.
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Self-consistent boundary-value problem  
for the adjoint Helmholtz equation

A.S. Raevskii, S.B. Raevskii, A.Yu. Sedakov

The self-consistent boundary-value problem of  excitation is considered. In that problem the source function standing 
on the right side of  Helmholtz  equation is a solution of  the homogeneous boundary value problem for this equation. It is 
shown that such a source along with our own wave (oscillation) creates an attached wave (oscillation). Since these waves 
(vibrations) exist only in the presence of  a source of  a designated type,  it is proposed to classify them as connected to 
the supply.
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