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Метод конечных разностей использован для дискретизации времени в математических моделях –  дифферен-
циальных уравнениях движения автоколебательных систем томсоновского  типа. Показано,  что  как правые,  так и 
левые разности позволяют сохранить консервативность линейного  колебательного  контура автоколебательной си-
стемы,  но  итерируемые разностные уравнения движения (дискретные отображения) дают лишь левые разности. Для 
приближенного  анализа автоколебаний к разностным уравнениям применен метод медленно  меняющихся ампли-
туд. Отмечены нарушения в динамике фазы автоколебаний при переходе к дискретному времени. Продемонстри-
рован режим генерации хаотических автоколебаний при высоких уровнях возбуждения дискретного  осциллятора 
Ван дер  Поля. Предложен новый подход к проектированию автоколебательных систем с дискретным временем,  в 
рамках которого  параметры разностных операторов выбираются с учетом инвариантности укороченных уравнений 
для медленных комплексных амплитуд относительно  временной дискретизации.
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Введение

Переход к дискретному времени (ДВ) в мате-

матических моделях аналоговых систем –  один 

из основных способов проектирования объектов 

ДВ-динамики. Применяемая процедура дискре-

тизации времени накладывает свой отпечаток на 

характеристики порождаемой ДВ-системы. По-

этому один и тот же аналоговый прототип ото-

бражается во  множество  объектов динамики в 

дискретном времени. 

В работе [1] для проектирования ДВ-осцил-

лятора Ван дер  Поля было  предложено  ис-

пользовать условие инвариантности импульс-

ных характеристик линейных колебательных 

систем относительно  временной дискретизации. 

Принцип импульсной инвариантности можно  

сформулировать также как замену ядра инте-

грального  уравнения движения нелинейного  

осциллятора дискретизирующей последователь-

ностью дельта-функций с весовыми коэффици-

ентами из отсчетов импульсной характеристики 

линейного  аналогового  контура [2]. Введение не-

линейных дельта-воздействий в гамильтониан 

системы в монографии [3] рассматривается как 

способ построения универсального  и стандарт-
ного  отображений. В статье [4] анализ дельта-
импульсной синхронизация используется для 
вывода дискретных отображений неавтономного  
осциллятора Ван дер  Поля –  Дюффинга.

Более традиционные способы проектирования 
дискретных отображений динамических систем 
основаны на конечно-разностных аппроксима-
циях временных производных в дифференци-
альных моделях динамических систем (правда,  
авторы статьи [5] называют такой подход «ис-
кусственной дискретизацией»). Первые исследо-
вания в этом направлении,  по-видимому,  вы-
полнены в Б.Н. Чириковым с сотрудниками [6;  7] 
с использованием комбинация явного  и неявного  
методов Эйлера. Аналогичным образом получе-
но  отображение Богданова [8;  9] и ряд других 
[3;  5;  10]. 

В настоящей статье метод конечных разно-
стей применяется для разработки дискретных 
отображений осцилляторов томсоновского  типа. 
Кроме того,  предложено  преобразование стан-
дартного  алгоритма конечных разностей,  обе-
спечивающее применимость приближения мед-
ленно  меняющихся амплитуд
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1. Конечные разности для 
осцилляторов томсоновского типа

Аналоговый прототип в непрерывном времени 
описывается уравнением движения вида (штри-
хами обозначены производные по  времени):
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0 0 ( )y y y G y

Q

ω′′ ′ ′+ + ω = ω γ ,  (1)

где 0ω  и Q –  собственная частота и добротность 
резонансного  контура автоколебательной систе-
мы (АКС);  γ –  параметр  цепи обратной связи с 
нелинейностью ( ).G y  Штрихом в (1) обозначено  
дифференцирование по  времени. При выполне-
нии условий 1,Q   1γ   осциллятор  (1) фор-
мально  относится к классу томсоновских.

На дискретной временной сетке nt n= ∆ диф-
ференциальное уравнение (1) можно  преобразо-
вать к интегро-дифференциальному
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Здесь интеграл берется по  отрезку 1[ ] [ , ].n nt t-∆ =  
Представляется,  что  различные варианты ко-
нечно-разностных аппроксимаций производных 
в левой части уравнения (2) должны удовлетво-
рять естественному условию: сохранять консер-
вативность осциллятора при Q → ∞ и 0.γ =

Двухточечная схема с правыми разностя-
ми первого  порядка и представление интеграла 
формулой прямоугольников в точке nt  приводят 
к разностному уравнению движения ДВ автоко-
лебательной системы (ДВ-АКС)
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Здесь 0Ω  –  собственная частота контура,  норми-
рованная на частоту дискретизации 2 / .dω = p ∆  
В терминах нелинейной динамики уравнение (3) 
обозначается как дискретное отображение АКС (1).

В линейном приближении ( 0)γ =  и пределе 
Q → ∞ уравнение движения (3) имеет решение 

( )exp 2 n
ny A j n AZ= pΩ =

с комплексной амплитудой A и множителем по-
ворота Z. При этом Z удовлетворяет квадратно-
му характеристическому уравнению

( )2 2 2
02 1 2 1 0Z Z- - p Ω + = ,

из которого  следуют равенства

1Z =  и ( ) 2 2
0Re 1 2Z = - p Ω .

Первое из них указывает на консервативность 
дискретного  осциллятора,  а второе –  определя-
ет его  частоту:
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При 0 1Ω   частота осцилляций 0.Ω ≈ Ω  Таким 
образом,  дискретное отображение (3) в линейном 
пределе сохраняет консервативность (строго) и 
частоту (приближенно) аналогового  осциллятора.

Двухточечная схема с левыми разностя-
ми первого  порядка и представление интегра-
ла формулой прямоугольников в точке 1nt -  дает 
следующее уравнение движения ДВ-АКС
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С учетом предполагаемого  выполнения усло-
вия 1Q   его  можно  заменить приближенным 
уравнением
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совпадающим в линейной части с уравнением 
движения (3). 

Анализ динамики дискретного  отображения (5) 
сопряжен с определенными трудностями,  т. к. 
оно  является неитерируемым. Тем не менее,  
можно  рассмотреть возможность использования 
(3) –  (4) в связке «прогноз –  коррекция».

Явно-неявная схема Эйлера применяется к 
уравнению движения осциллятора (1),  записан-
ному в форме системы двух дифференциальных 
уравнений первого  порядка (уравнений состоя-
ния):

2 20
0 0

,
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u

d
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u y S y u
d Q

=
τ

Ω
= - p - p Ω + pΩ γ

τ

 (6)

где ( ) ( ) /S y dG y dy=  –  крутизна нелинейности 
осциллятора;  /tτ = ∆ –  время,  нормированное 
на интервал предполагаемой дискретизации .∆  
Явный алгоритм Эйлера для второго  из уравне-
ний системы (6) и неявный для первого  позво-
ляют записать систему разностных уравнений 
состояния вида
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Эта система после исключения переменной nu  

преобразуется к уравнению движения
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С учетом того,  что  рассматриваемом здесь при-

ближении выполняется равенство

( )1 2 1 1 2( ) ( ) ( )n n n n nG y G y S y y y- - - - -- = - ,

уравнения (3) и (7) эквивалентны. 

Таким образом,  ДВ-осциллятор  (3) представ-

ляет собой вариант решения задачи о  синтезе 

объекта нелинейной динамики в дискретном 

времени методом конечных разностей –  вариант 

дискретного  отображения томсоновского  осцил-

лятора (1).

2. Томсоновские осцилляторы  
в приближении ММА

В непрерывном времени для анализа динами-

ки томсоновских осцилляторов вида (1) широко  

используется метод медленно  меняющихся ам-

плитуд (ММА). В рамках метода для комплекс-

ной амплитуды ( )A t  автоколебаний 
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записывается укороченное уравнение
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где 1( )G A  –  комплексная амплитуда первой гар-

моники колебаний ( )( ) .G y t  Явный метод Эйлера 

с шагом 1∆τ =  дает разностную форму укоро-

ченного  уравнения (8):
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Комплексное уравнение (9) эквивалентно  двум 

уравнениям для действительных амплитуды 
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При этом нелинейность ( )G y  считается безынер-
ционной. Второе из этих уравнений отражает 
важное свойство  томсоновских АКС с безынер-
ционными нелинейностями –  динамическую и 
статическую изохронность.

На ДВ-АКС метод ММА распространен в ста-
тьях [11;  12]. В рамках метода уравнение дви-
жения (3) с выделенной консервативной левой 
частью записывается в виде
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а генерируемые осциллятором ДВ-автоколебания 
как
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где ( )0 0exp 2 ;Z j= pΩ  nA  –  комплексная ампли-
туда –  медленная (по  сравнению с 0 )nZ  функ-
ция дискретного  времени. Условие медленности 
предлагается использовать в форме равенства 

1 2 1.n n n nA A A A- - -- = -  С его  учетом левая 
часть уравнения (11) преобразуется к виду
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В нелинейности ( )nG y  в правой части уравне-
ния (11) выделяется первая гармоника:
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Тогда из равенства медленных по  времени ко-
эффициентов при осцилляциях 1

0
nZ -  в правой и 

левой частях (11) следует уравнение для ком-
плексных амплитуд
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КОНЕЧНЫЕ РАЗНОСТИ В ЗАДАЧЕ СИНТЕЗА НЕЛИНЕЙНЫХ ДВ-ОСЦИЛЛЯТОРОВ
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В приближении ММА в правой части этого  урав-
нения не предполагается различий между 2nA -  и 

1:nA -  2 1.n nA A- -≈  В таком случае (12) переходит 
в укороченное уравнение
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где функция частоты
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ξ
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При 0ξ →  она имеет асимптотику 3( ) / 3.q ξ -ξ  
Это  позволяет утверждать,  что  уравнение (13) 
при 0 0,Ω →  как и следовало  ожидать,  совпада-
ет с уравнением (9),  а ДВ-осциллятор  (11) адек-
ватно  отображает аналоговую АКС (1) в дис-
кретном времени.

Тем не менее,  при невыполнении условия 

0 1Ω   между укороченными уравнениями (9) 
и (13) проявляются определенные различия. От-
четливо  их демонстрирует система действи-
тельных амплитудно-фазовых уравнений
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Процессы установления амплитуд к значе-
нию ,sa  определяемому нелинейным уравне-
нием 1( ),s sa QG a= γ  в аналоговом и дискретном 
осцилляторах,  как это  следует из сопоставле-
ния амплитудных уравнений систем (10) и (14),  
совпадают. Но  фазовое уравнение системы (14) 
указывает на динамическую неизохронность 
ДВ-осциллятора (3) (у аналоговой АКС (1) она 

отсутствует) и наличие систематической поправ-
ки на частоту в режиме установившихся автоко-
лебаний

( )0
1

2s qν = - pΩ
p

.

На рис. 1 для примера приведены графики из-
менения поправки на частоту в процессе уста-
новления автоколебаний в ДВ-осцилляторе (3) с 
параметрами 0 0.19,Ω =  20Q =  для трех значе-
ний параметра глубины обратной связи 0.1,γ =  

0.15γ =  и 0.2.γ =  Как это  уже отмечено  выше,  
зависимость частоты автоколебаний от их ампли-
туды имеет место  лишь в переходном режиме.

3. Синтез ДВ-осцилляторов  
с использованием приближения ММА

Проведенный анализ позволяет предложить 
еще один способ разработки ДВ-осцилляторов.

В качестве обобщения уравнения движения 
(11) рассматривается уравнение
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содержащее параметры λ и .σ  Величина параме-
тра λ определяется так,  чтобы частота свобод-
ных колебаний линейного  консервативного  ос-
циллятора,  представленного  разностным опера-
тором в левой части (15),  совпадала с частотой 
колебаний в аналоговом прототипе. По  аналогии 
с (4) в этом случае можно  записать равенство

( )0
1

arccos
2

Ω = λ
p

,  

из которого  следует,  что  ( )0cos 2 .λ = pΩ
Теперь к осциллятору

( )

( )

( )

0 1 2

0
1 2

0 1 2

2 cos 2

2

2 ( ) ( ) ,

n n n

n n

n n

y y y

y y
Q

G y G y

- -

- -

- -

- pΩ + =

Ω
= - p σ - +

+ pΩ γ σ -

 (16)

применяется метод ММА и записывается укоро-
ченное уравнение

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

0
1

0

0 0
1

0 0 1 1

sin 2

cos 2 sin 2

cos 2 sin 2 ( ) .

n n

n

n

A A
j

j
A

Q

j G A

-

-

-

pΩ
- = - ×

pΩ

σ - pΩ + pΩ
× -



- γ σ - pΩ + pΩ 



 (17)

Нетрудно  заметить,  что  оно  совпадает с урав-
нением (9),  если положить

Рис. 1. Временные зависимости поправок на частоту ДВ-
осциллятора (3)
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( )0cos 2σ = pΩ .

Следовательно,  ДВ-осциллятор  томсоновско-
го  типа,  обладающий динамическими свойства-
ми аналогового  прототипа,  должен иметь урав-
нение движения

( )

( )( )

( )( )

0 1 2

0 0 1 2

0 1 2

2 cos 2

1
2 cos 2

cos 2 ( ) ( ) .

n n n

n n

n n

y y y

y y
Q

G y G y

- -

- -

- -

- pΩ + =


= - pΩ pΩ - -




- γ pΩ - 


 (18)

Введя в рассмотрение параметр  консервативно-
сти контура

01
Q

Ω
α = - p ,

и с учетом малости величины 0 / QpΩ  это  урав-
нение можно  записать в более компактной форме:

( )
( )( )

2
0 1 2

0 0 1 2

2 cos 2

2 cos 2 ( ) ( ) .

n n n

n n

y y y

G y G y

- -

- -

- α pΩ + α =

= pΩ γ pΩ -
 (19)

Именно  это  дискретное отображение томсонов-
ского  осциллятора впервые было  предложено  
одним из авторов в работе [11].

Таким образом,  лучший результат дискрети-
зации времени в аналоговом прототипе достига-
ется,  если конечные разности дополнить требо-
ванием сохранения формы укороченных уравне-
ний.

4. ДВ-осциллятор с высоким  
уровнем возбуждения

При высоких уровнях возбуждения ( 1)Qγ   
осцилляторы вида (1) теряют свойство  квази-
гармоничности автоколебаний,  которое,  по  су-
ществу,  и позволяет выделять класс автоколе-
бательных систем томсоновского  типа. В этих 
условиях приближение ММА не «работает»,  а 
дискретные отображения (3) и (19) следует рас-
сматривать как самостоятельные объекты нели-
нейной динамики в дискретном времени. Анализ 
их характеристик может опираться на методы 
цифровой обработки генерируемых автоколеба-
ний. Для отображения (19) и его  модификаций 
результаты такого  анализа представлены,  в 
частности,  в [13;  14]. Ниже анализируются авто-
колебания,  генерируемые ДВ-осциллятором (3) с 
кубической нелинейностью

( ) 31

3
G y y y= -

– ДВ-осциллятором Ван дер  Поля.

На рис. 2 показан график зависимости частоты 

aΩ  автоколебаний в осцилляторе с собственной 
частотой контура 0 0.19Ω =  и его  добротностью 

20Q =  от величины параметра глубины обрат-
ной связи .γ  Частота оценивалась с погрешно-
стью 0.001±  по  амплитудному спектру отрезка 
реализации автоколебаний. Фазовое уравнение 
системы укороченных уравнений (14) для такой 
ДВ-АКС дает значение 0.204.aΩ =

График зависимости ( )a aΩ = Ω γ  отражает не-
значительный рост частоты автоколебаний в 
интервале 0.05 0.3< γ <  (интервал превышений 
порога возбуждения 1 6).Q< γ <  Условно  его  
можно  считать интервалом томсоновости осцил-
лятора. Затем,  в интервале 0.3 0.597< γ ≤  наблю-
дается быстрый рост частоты вплоть до  значе-
ния самозахвата 0.25aΩ =  [15]. При этом спектр  
автоколебаний обогащается подмененными гар-
мониками [15] и из линейчатого  трансформиру-
ется в сплошной,  что  указывает на хаотизацию 
автоколебаний. 

На рис. 3 приведен усредненный амплитудный 
спектр  автоколебаний ( )A Ω  при 0.67.γ =  Оцен-
ка амплитудного  спектра вычислена по  оценке 
спектра мощности ( )P Ω  с помощью формулы 

( ) ( )2 ,A PΩ = Ω  а для нахождения дискретных 
отсчетов ( )/ FP n N  использована процедура 
Бартлетта с 512-точечным дискретным преобра-
зованием Фурье ( 512).FN =  Длина усредняемой 
реализации 65536.N =

Автоколебания с показанным спектром на 
плоскости ( )1,n ny y-  имеют аттрактор,  изо-
браженный на рис. 4. Корреляционная размер-
ность (корреляционный показатель) аттрактора 

1.47 0.02,ν = ±  что  также является одним из эв-
ристических критериев хаоса.

Рис. 2. Зависимость частоты автоколебаний в ДВ-осциллято-
ре (3) от параметра глубины обратной связи
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Заключение

Результаты проведенных исследований позво-
ляют сделать вывод о  том,  что  в моделировании 
динамических систем,  обработке дискретных 
сигналов и других приложениях,  использующих 
регулярные автоколебания в дискретном време-
ни,  предпочтение следует отдавать дискретному 
отображению (19) –  изохронной АКС. Тем не ме-
нее,  при высоких уровнях возбуждения отобра-
жение (3) представляет собой новый алгоритм 
генерации хаотических временных рядов. 

Требование инвариантности укороченных урав-
нений относительно  дискретизации времени поз-
воляет предложить новый способ синтеза нели-
нейных ДВ-осцилляторов.
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Finite differences for design  
of nonlinear discrete time oscillators

V.V. Zaitsev, E.Yu. Fedyunin, A.N. Shilin

The method of  finite differences is used for sampling of  time in mathematical models –  the differential motion equa-
tions of  self-oscillatory systems of  Thomson type. It is shown that both the right,  and left differences allow to keep con-
servatism of  a linear oscillatory contour of  self-oscillatory system,  but the iterated differential motion equations (discrete 
mappings) give only the left differences. The method of  slow-changing amplitudes is applied to approximate analysis 
of  the finite differences equations. Violations in dynamics of  a phase of  self-oscillations upon transition to discrete time 
are noted. The mode of  generation of  chaotic self-oscillations at high levels of  excitement of  the discrete oscillator of  
Van der Pol is shown. New approach to design of  self-oscillatory systems with discrete time is offered. Parameters of  
the difference operators are selected from it taking into account invariance of  the shortened equations for slow complex  
amplitudes of  rather temporal sampling.

Keywords: self-oscillatory systems,  motion equations,  finite differences,  discrete mappings,  slow-changing ampli-
tudes,  chaotic self-oscillations.
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