
Физика волновых процессов и радиотехнические системы

2018 г.	 	 Том 21, № 3

© Кисиленко  К.И.,  Малышев Г.С.,  Раевский А.С.,  Раевский С.Б.,  2018

УДК 621.396

Формулировка некоторых  

самосогласованных задач радиоэлектроники

К.И. Кисиленко, Г.С. Малышев, А.С. Раевский, С.Б. Раевский

Нижегородский государственный технический университет им. Р.Е. Алексеева  
603950,  Российская Федерация,  г. Нижний Новгород  

ул. Минина,  24

Самосогласованная задача электромагнетизма определяется,  как замкнутый математический цикл,  в котором 
первичные источники электромагнитного  поля корректируются обратным воздействием на них вторичных источни-
ков,  возникающих в результате взаимодействия поля излучения с окружающей средой. В стационарном состоянии 
такой цикл описывается однородной краевой задачей либо  на дифференциальном,  либо  на интегральном,  либо  на 
интегро-дифференциальном уравнениях,  то  есть задачей на собственные функции и собственные значения. Форму-
лируются четыре наиболее распространенные варианты самосогласованных краевых задач.
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Введение

Самосогласованную систему можно  опреде-
лить,  как замкнутую систему,  в которой пер-
вичные источники корректируются обратным 
воздействием на них вторичных источников. В 
стационарном состоянии такая система описыва-
ется однородной краевой задачей либо  на диф-
ференциальном,  либо  на интегральном урав-
нении (системе уравнений,  в общем случае ин-
тегро-дифференциальных),  то  есть задачей на 
собственные функции и собственные значения. 
Понятие «самосогласованная краевая задача» 
идет из физики твердого  тела [1]. 

Сформулируем такие задачи для различных 
электромагнитных явлений,  так или иначе свя-
занных с диапазоном СВЧ,  со  строгой постанов-
кой задачи генерации и излучения.

Рассмотрим подходы к формулировкам само-
согласованных задач из области электромагне-
тизма. 

1. Скалярная самосогласованная задача 
как следствие формулы Грина

Рассмотрим скалярную краевую задачу на 
уравнении Гельмгольца для области V,  изнутри 
ограниченной поверхностью 0,S  снаружи  –  S. 
Скалярная функция ,ψ  описывающая распреде-
ление поля в объеме V,  удовлетворяет уравне-
нию Гельмгольца и граничным условиям Дирих-
ле,  Неймана или смешанным –  Штурма –  Ли-

увилля. Указанное уравнение Гельмгольца запи-
сываем в виде:

0,Lψ = 	 (1)

где дифференциальный оператор  L,  записыва-
ется как 2;L k= ∆ +  .k = ω εµ

Под ψ можно  понимать функцию,  через ко-
торую вычисляются все компоненты поля вну-
три области V. В частности,  при определенных 
условиях это  может быть одна из компонент 
векторов Герца. Так,  например,  если область V 
представляет собой отрезок продольно-регуляр-
ного  волновода,  в качестве функции ψ можно  
взять продольную компоненту одного  из векто-
ров Герца –  электрического  или магнитного.

Для двусвязной области V запишем формулу 
Грина:
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где 0  ,S S S n= -  n –  внешняя по  отношению к 
области V нормаль;  G –  функция Грина,  удов-
летворяющая уравнению:
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в котором r


 –  точка наблюдения,  0r


 –  точка 
особенности функции Грина.

Используя (3) и свойство  дельта-функции,  
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Обозначая функцию поля ψ на поверхности S 
как 0ψ  и удаляя поверхность S в бесконечность,  
переписываем (4) в виде:
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Положив 0 0,r =


 берем в качестве функции G 
функцию Грина свободного  пространства:
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и этом из (5) получаем выражение для функции 
поля ( )rψ
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 в произвольной точке свободного  про-
странства как интеграл от 0ψ  по  поверхности,  
ограничивающей это  пространство  изнутри:
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Выражение (6) называется интегралом Гюй-
генса –  Кирхгофа. Положив 

0| ,Sr r=
 

 получаем 
интегро-дифференциальное уравнение относи-
тельно  функции 0ψ  поля на поверхности 0:S
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оно  является математической интерпретаци-
ей самосогласованной задачи по  нахождению 
функции поля по  распределению этой функции 
на поверхности,  ограничивающей рассматрива-
емое пространство. Как видно  из (7),  самосогла-
сованная задача приводит к однородному инте-
гральному уравнению Фредгольма 2-го  рода,  то  
есть является задачей на собственные функции 
и собственные значения,  найдя которые,  по  
формуле (6) можем определить функцию поля в 
произвольной точке пространства V.

Формула (6) приводит к условию излучения:
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которое в антенных задачах позволяет одно-
значно  определить поле излучения апертурных 
антенн. Собственные функции как решение одно-
родных краевых задач должны удовлетворять 
этому условию,  то  есть поле излучения антенн 
должно  формироваться из этих функций. Про-
верка выполнения условия (8) является обяза-
тельной,  поскольку для эллиптических уравне-
ний,  к которым относится уравнение Гельмголь-
ца,  задача Коши для открытых областей не яв-
ляется корректно  поставленной.

2. Самосогласованная задача об 
излучении

Сформулируем самосогласованную задачу об 
излучении,  собственные функции которой явля-
ются базисом для внешней краевой задачи [7] 
на неоднородной системе уравнений Максвелла 
с краевыми условиями на внутренних поверхно-
стях и условием Зоммерфельда на бесконечно-
сти. Полученный базис используется для пред-
ставления поля,  создаваемого  заданным источ-
ником,  то  есть для решения антенной задачи в 
строгой постановке [8]. 

Одной из базовых антенных задач является 
задача об излучении с конца круглого  экраниро-
ванного  волновода с фланцем. Частным вариан-
том такой задачи является задача об излучении 
из круглого  отверстия в идеально  проводящем 
экране [9]. Само  отверстие является излучающей 
апертурой,  экран имитирует фланец. При этом,  
однако,  не учитываются токи,  затекающие за 
фланец,  то  есть конечные размеры последнего. 
Другой типовой задачей является задача об из-
лучении с конца открытого  диэлектрического  
волновода (ОДВ). Формально  для решения обеих 
задач можно  воспользоваться общей формули-

Рис. 1. Область V,  изнутри ограниченная поверхностью 0,S  
снаружи –  S

Рис. 2. Излучающая поверхность 0S
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ровкой самосогласованной задачи об излучении. 
Излучающую поверхность,  которой является 
торец ОДВ или металлический экран с отвер-
стием,  представляем как плоскость 0,S  по  кото-
рой протекают электрические и магнитные токи 
с плотностями ej



 и ,mj


 соответственно  (рис. 2).
Согласно  принципу Гюйгенса –  Френеля [2] 

плотности поверхностных токов на 0S  связаны с 
полями соотношениями:
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В однородной среде векторные потенциалы,  
создаваемые электрическими и магнитными то-
ками,  удовлетворяют волновым уравнениям [10]:
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где r


 –  радиус-вектор,  соединяющий элементар-
ный ток на поверхности 0S  с точкой наблюдения;  
R


 –  радиус-вектор  точки наблюдения (рис.  3). 
Модули векторов r



 и R


 связаны соотношением:

2 2 2 cosr R R= ρ + - ρ γ ,

где ρ –  модуль радиус-вектора ρ


 элементарного  
тока на поверхности 0;S  γ –  угол между векто-
рами ρ



 и R


 (рис. 3).
В том случае,  когда поле излучения создается 

поверхностными токами,  векторные потенциалы 
(12) вычисляются по  формулам
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которые записаны с учетом (9).
Тангенциальные компоненты полей в области 

II (рис. 2) вычисляются по  формулам [13]:
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На излучающей поверхности 0S  должны вы-
полняться граничные условия:
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где Eτ


 и Hτ


 –  это  поля на поверхности 0,S  свя-
занные с токами на этой поверхности соотноше-
ниями (9).

Подставляя в граничные условия (17) компо-
ненты поля (15) и (16) в области излучения II,  
получаем с учетом (13) и (14):
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Уравнения (18) образуют систему двух век-
торных интегральных уравнений относительно  
тангенциальных компонент электрического  и 
магнитного  полей на излучающей поверхности 

0.S  Как видно  из (18),  интегральные уравнения 
однородные. Таким образом,  имеем задачу на 
собственные функции и собственные значения. 
Такая задача,  сформулированная в виде зам-
кнутого  цикла (поле излучения вычисляется че-
рез неизвестное поле на поверхности излучения 
и подставляется в граничные условия на этой 
поверхности),  называется самосогласованной. В 
ней отсутствует заданное стороннее поле. Зада-
чи,  в которых это  поле присутствует,  приво-
дят к неоднородным интегральным уравнениям. 
Такие задачи не следует классифицировать как 
самосогласованные.

Рис. 3. Взаимное расположение векторов ρ


 и ,R


 определяю-
щих,  соответственно,  положение элементарного  тока на по-
верхности 0S и точку наблюдения

Формулировка некоторых самосогласованных задач радиоэлектроники
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Используя свойства дифференциальных век-
торных операторов,  граничные условия,  связь 
декартовой и сферической систем координат 
(рис. 4),  получаем две системы уравнений:
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Отметим,  что  система (19) может быть полу-
чена из системы (20) (и наоборот) с помощью 
перестановочного  принципа двойственности

,E Hρ ρ→←     ,H Eϕ ϕ→←     ,→ε -µ←
что  подтверждает корректность их (систем) вы-
вода.

Компоненты поля в (19),  (20) подвергаются 
автономным разложениям,  коэффициенты ко-
торых определяются из совместного  решения 
систем интегральных уравнений (19),  (20). Соб-
ственные значения задачи находятся как со-
вместные решения двух характеристических 
уравнений,  получаемых в результате алгебраи-
зации систем (19),  (20).

3. Автогенератор на СВЧ-триоде с 
учетом пролетных явлений

Главным признаком самосогласованных за-
дач является учет в них обратного  влияния на 
функцию источника физического  феномена,  

создаваемого  этим источником. В рассматрива-
емом варианте предметом исследования явля-
ется автогенератор  на СВЧ-триоде,  в котором 
учитываются пролетные явления,  связанные с 
фазовыми сдвигами между электронным пото-
ком и СВЧ-полем,  взаимодействующим с этим 
потоком. Задача,  описывающая автоколебания,  
в принципе является самосогласованной по  
определению. В данном случае показывается,  
что  учет в ней пролетных явлений,  связанных 
с инерцией электронов,  корректирует условия 
устойчивости и самовозбуждения генератора,  
позволяя обеспечить автоколебательный режим 
без конструктивной обратной связи. Рассмо-
трим,  с учетом пролетных явлений,  автоколе-
бания генератора на СВЧ-триоде с контуром в 
цепи сетки (рис. 5),  в котором eJ  –  комплексная 
проводимость электронного  потока в промежут-
ке сетка-катод.

Полный ток через индуктивность равен сумме 
емкостного  тока и наведенного:

n
du

i C i
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= +

– наведенный ток в промежутке сетка-катод с 
учетом влияния удаляющихся от сетки электро-
нов,  промодулированный СВЧ-полем,  оказыва-
ет обратное влияние на это  поле,  обеспечивая 
самосогласованность процесса.

Уравнение автогенератора,  учитывающее инер
цию электронов в промежутке сетка-катод:

2
2 2

0 0 02

2
0 0 .

a

n
n

d u du di
M u

dt dtdt

diL
i

C dt

+ εω - ω + ω =

 = - ω + εω 
 

	 (21)

где u –  напряжение на емкости сеточного  кон-
тура;  0 1/ ;LCω =  ai  –  анодный ток;  1/ ;Qε =  
Q  –  добротность контура;  M –  коэффициент 
взаимоиндукции между контурной индуктивно-
стью и индуктивностью обратной связи: помимо  
конструктивной обратной связи существует об-
ратная связь через электронный поток,  опреде-
ляемая правой частью уравнения (21).

Рис. 4. Связь декартовых и сферических координат,  опре-
деляющих положение точек пространства над излучающей 
поверхностью

Рис. 5. Эквивалентная схема сеточного  контура

К.И. Кисиленко,  Г.С. Малышев,  А.С. Раевский,  С.Б. Раевский
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Так как обычно  1,Q   будем полагать 1.ε   
Тогда решение уравнения (1),  считая его  близ-
ким к синусоидальному,  ищем в виде:

( ) ( )sin , u x t t= ψ 	 (22)

где ( ) ( )0 ; t t tψ = ω - θ  ( ) ,x t  ( )tθ  медленно  меняю-
щиеся во  времени функции,  удовлетворяющие 
предельным соотношениям:

( )

( )

00

00

lim   const;

lim   const

t

t

x t u

t

ε→
→∞

ε→
→∞

= =

θ = θ =
	 (23)

для того,  чтобы решение (22) в пределе 0,ε →  
t → ∞ имело  вид 

( )0 0 0sinu u t= ω - θ .

обходимо  выполнение условия:

0
lim   0ni
ε→

= .	 (24)

Последнее будет выполнено,  если представим 
наведенный ток в виде разложения по  малому 
параметру:

2
0 1 2n n n ni i i i= + ε + ε +…

В уравнении (21) пренебрегаем,  учитывая 
(24),  членом 2

0/ ,nL C iεω  как имеющим второй 
порядок малости. Уравнение принимает вид:

2
2 2

0 0 02

1 .

a

n

d u du di
M u

dt dtdt

diL

C dt

+ εω - ω + ω =

 = -εω  
 

	 (25)

В (25) ограничились первым членом разложе-
ния. Правая часть в уравнении (25) учитывает 
обратное влияние на первичное генерируемое на-
пряжение.

Таким образом,  задача об автоколебаниях в 
рассматриваемой структуре может оставаться 
самосогласованной и при отсутствии конструк-
тивной обратной связи,  то  есть при 0.M =  Ре-
шая уравнение (25) методом укороченных урав-
нений [13],  сводим его  к системе двух уравне-
ний:

( ) ( ) ( )

( )

2
0 0

1

cos cos

cos ,

a

n

dx di
M t x t t

dt dt

diL
t

C dt

= ω ψ - εω ψ -

 - ε ψ 
 

( )
( ) ( )

( )

0
0

1

1
sin sin2

2

sin .

a

n

Md di
t t

dt x t dt

diL
t

C dt

ωθ
= ψ - εω ψ -

 - ε ψ 
 

Учитывая,  что  постоянный положительный 
потенциал в плоскости сетки 0 ( ),V x t  прене-
брегаем влиянием пространственного  заряда в 
пространстве сетка-катод. Пролетные эффекты 
в промежутке сетка-анод можно  не учитывать,  
ввиду больших скоростей электронов на этом 
участке,  поэтому наведенный ток в цепи ано-
да можно  считать равным электронному в цепи 
сетки. Наведенный ток в цепи сетки

n n ai I i= + , 	 (27)

где nI  –  наведенный в цепи сетки ток,  без учета 
удаляющихся от сетки электронов.

Рассматривая движение электронов в проме-
жутке сетка-катод,  можно  получить выражение 
для 1-й гармоники :nI

( )1
1 0 0 1 0 0( ) sin ( ) cosnI x t N t= ϕ ω + ϕ ω , 	 (28)

где 0 0 0/  d vϕ = ω  средний пролетный угол;  

0 0 / ;2v V= η  d –  расстояние между сеткой и 
катодом;  η –  удельный заряд электрона.

При получении выражения (28) учитывалось,  

( ) ,x t  ( )tθ  –  медленно  меняющиеся функции. 
Всеми членами,  содержащими µ в степени вы-
шей третьей,  пренебрегли.

Считая,  что  электронный ток в плоскости сет-
ки

( )0
0

1ni i
d t

 ∂ϕ
= - ω 

,

где 0ϕ = ω τ (τ –  время движения электрона до  
сетки),  получаем в первом приближении выра-
жение для первой гармоники анодного  тока

( )1
0 3 0 0 3 0 0[ ( ) sin ( ) cos ]ai i P t Q t= µ ϕ ω + ϕ ω , 	 (29)

где 3 0 0 0 0( ) sin c s ;oP ϕ = ϕ - ϕ ϕ  3 0 0 0( ) sinQ ϕ = ϕ ϕ +

0cos 1.+ ϕ -
Ограничимся первым приближением в разло-

жении ,ai  поскольку второе приближение не дает 
дополнительного  вклада в 1-ю гармонику,  а тре-
тье существенно  мало  по  сравнению с первым.

Выше на наведенный ток ni  было  наложено  
условие (24). Чтобы это  условие выполнялось,  
необходимо  в силу равенства (27),  выполнение 
подобных условий для токов ,nI  ,ai  т. е. необходи-
мо  положить для этих токов возможность раз-
ложений,  подобных (24). Только  в этом случае в 
пределе,  когда 0,ε →  ,t → ∞  мы получим чисто  
синусоидальное решение. Подставив (28) и (29) 
в уравнения (26),  после усреднения по  периоду 

0/ ,2T = π ω  получаем:

( ) ( ) ( )3
0 0 1 2

1
{ [ ] }

2

dx
S x t S x t x t

dt
= εω α - - , 	 (30)
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( )
( ) ( )31

0 2 3
d K

K x t K x t
dt x t

 θ  = β - + + 
  

.

Исходя из уравнений (30),  рассмотрим усло-
вия самовозбуждения и устойчивости автогене-
ратора. Представив амплитуду колебаний в виде:

( ) ( )0x t u t= + ξ ,

где ( )tξ  –  малая случайная величина,  из перво-
го  уравнения (30),  получаем условие самовоз-
буждения

0 1 1Sα > 	 (31)

и условие устойчивости

( )2
0 1 2 03 1S S uα - < .	 (32)

Очевидно,  что  условие устойчивости будет 
выполняться лишь при 2 0.S >  Из графика функ-
ции ( ) 2

2 0 0 232R V Sϕ =  (рис. 6) видим,  что  суще-
ствуют определенные области значений пролет-
ных углов,  в которых нельзя обеспечить устой-
чивый режим работы автогенератора.

Первая такая область при 0 .ϕ > π  При 0 2ϕ > π 
возможна устойчивая генерация.

Работа генератора при больших углах проле-
та проверялась на триоде ГИ-7Б с увеличенным 

расстоянием сетка-катод. Полученная при этом 
зависимость величины генерируемой мощности 
от угла пролета (рис. 7) показала,  что  за преде-
лами 0 .ϕ = π  Наблюдается резкий спад мощно-
сти,  а затем –  полное исчезновение генерации. 
За пределами 0 2ϕ = π Возникает новая зона ге-
нерации с более низким уровнем генерируемой 
мощности.

Рассмотрим условие самовозбуждения. В ге-
нераторе величина 1,S  в основном,  определяется 
членом 0 3.MPω  Изменяя величину обратной свя-
зи,  можно,  вообще говоря,  всегда добиться вы-
полнения неравенства (31). На рис. 8 представле-
на функция 2R = 3 0/ ( ).L CP ϕ

Сопоставляя 1R  и 2,R  видим,  что  существуют 
такие области значений угла пролета,  в кото-
рых можно  добиться выполнения условий (31) 
и (32) даже при 0,M →  то  есть при отсутствии 
конструктивной обратной связи. В этом случае 
обратная связь осуществляется через электрон-
ный поток,  а самосогласованность задачи обе-
спечивается наличием в уравнении (25) правой 
части,  изменяющейся во  времени синхронно  с 
генерируемым напряжением,  что  делает авто-
колебания присоединенными к источнику (в дан-
ном случае к электронному потоку),  а уравнение 
(25) присоединенным к уравнению автоколеба-
ний.

4. Возбуждение открытого резонатора 
электронным потоком

Рассмотрение сочетания высокодобротной 
квазиоптической системы с электронным пуч-
ком представляет интерес в связи с тем,  что  
такое сочетание может быть использовано  при 
построении высокостабильных СВЧ-генераторов 

Рис. 6. Функция,  определяющая устойчивый режим автоге-
нератора

Рис. 7. Экспериментальная зависимость мощности автогене-
ратора от среднего  угла пролета

Рис. 8. Функция,  определяющая условие самовозбуждения

К.И. Кисиленко,  Г.С. Малышев,  А.С. Раевский,  С.Б. Раевский
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с низким уровнем частотных флуктуаций,  а 
также при разработке генераторов,  работающих 
в верхнем участке СВЧ-диапазона,  когда воз-
никает проблема разрежения спектра создания 
колебательных систем. 

Как известно  [14],  при определенных доста-
точно  больших углах пролета мощность наве-
денного  тока,  создаваемого  электронным по-
током,  проходящим через промежуток пере-
менного  электрического  поля,  может быть от-
рицательной,  т.  е. возможно  самовозбуждение 
СВЧ-резонатора,  включающего  в себя этот про-
межуток. В предыдущем разделе показано,  что  
в триодном СВЧ-генераторе в результате воз-
никновения областей отрицательной мощности 
наведенного  тока (для промежутка сетка-катод) 
возможно  самовозбуждение автогенератора при 
сколь угодно  слабой конструктивной обратной 
связи,  а при определенных условиях и без нее.

Основное колебание в резонаторе со  сфериче-
скими конфокальными зеркалами описывается 
потенциальной функцией,  имеющей гауссово  
распределение,  рис.  9. После этого  колебания 
заключено,  как показано  на том же рисунке,  
между каустиками 0.±ξ  Тонкий электронный пу-
чок пропускается вдоль оси x в фокальном пятне 
резонатора,  т. е. при 0.z =  Этот пучок ускоряется 
постоянным электрическим полем,  создаваемым 
напряжением 02 ,U  приложенным к промежутку 

0 0,  ( ).-ξ ξ
Рассмотрение движения электронов в поле,  

имеющем гауссово  распределение,  приводит к 
сложному нелинейному уравнению. Для упро-
щения расчетов аппроксимируем гауссово  рас-
пределение линейно  (рис. 9). В этом случае элек-
троны проходят два промежутка со  взаимно  

противоположными переменными во  времени 
и однородными в пространстве полями (рис.  9). 
Однородным в пространстве поле можно  считать 
потому,  что  электронный пучок очень тонкий. 
Во  всех дальнейших рассуждениях полагаем 
также выполненным условие

0U U , 	 (33)

где 2U –  амплитуда переменного  напряжения в 
промежутке 0 0,  ( ).-ξ ξ

Рассмотрим сначала первый промежуток 
(рис. 10). Интегрируя уравнение движения элек-
трона,  получаем выражение для скорости:

( ) ( ) ( )0, cos cos
U U

v t t t
d d

η
τ = η - τ + ωτ - ω

ω
.	 (34)

и координаты электрона

Рис. 9. Поле основного  собственного  колебания открытого  резонатора

Рис. 10. Аппроксимированное поле в фокальном пятне от-
крытого  резонатора

Формулировка некоторых самосогласованных задач радиоэлектроники
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( ) ( )

( )( )

20

2

,
2

cos sin sin .

U
x t t

d
U

t t
d

η
τ = - τ +

η
+ ω - τ ωτ - ω + ωτ
ω

	 (35)

где τ –  время влета электрона;  t –  текущее вре-
мя;  /e mη =  (e,  m –  заряд и масса электрона).

Первый промежуток электрон проходит за 
время: 1 ,dT = τ - τ  где dτ  –  время выхода элек-
трона из этого  промежутка. Подставив в урав-
нение (35) dt = τ  введя обозначения:

2 2
2 2

1 0
0

2 2

0

;  ;

  ; 2d

d
T

U

U

U

ω
ϕ = ω ϕ =

η

ψ = ω τ = µ

получаем уравнение относительно  :ϕ

0 [ cos( )

sin sin( )].

ϕ = ϕ - µ ϕ ψ - ϕ -

- ψ + ψ - ϕ
	 (36)

Величина Θ = ϕ  –  угол пролета в первом 
промежутке. Подставив ϕ в виде

2
0 1 2ϕ = ϕ + µϕ + µ ϕ +…	 (37)

и разложив правую часть уравнения (36) в ряд 
по  степеням малого  параметра ,µ  приравниваем 
в (36) коэффициенты при одинаковых степенях 

.µ  В первом приближении:

2 2

0

0 0 0

2  [sin

cos( ) sin( )].

d

U

ω
ϕ = +µ ψ -

η

- ϕ ψ - ϕ - ψ - ϕ

функция ϕ удовлетворяет уравнению Лагран-
жа (36),  поэтому любую функцию ( )F ϕ  можно  
представить [14] как 

( ) 2
0 1 2F F F Fϕ = + µ + µ +… , 	 (38)

где

( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 1 0

2
2 2 0 1 0

; ;

1
  ;

2

F F F F

F F F

= ϕ = ϕ ϕ

′′= ϕ + ϕ′ϕ ϕ

′

( ) ( )

( ) ( )

0 0 1 1 0

2
2 2 0 1 0

; ;

1
  ;

2

F F F F

F F F

= ϕ = ϕ ϕ

′′= ϕ + ϕ′ϕ ϕ

′

0 1 2,  ,ϕ ϕ ϕ … –  коэффициенты разложения (37).
Воспользовавшись разложением (38),  после 

некоторых преобразований получаем в первом 
приближении выражение для скорости электро-
на в конце первого  промежутка

( )

01

00

,

2
1 sin ,

2 2

dv

d
M

τ τ =

   ϕω µ ϕ = + + ψ -    ϕϕ      

	 (39)

где

0

0

1
sin

2 .1

2

M
ϕ

=
ϕ

Вычислим наведенный ток при прохождении 
электронами первого  промежутка:

( ) ( )0 0

0
,   { [sin

sin( )] cos },

t

n

t T

j j
I t v t d

d
τ= -

= τ τ = ϕ + µ ϕ +
ϕ

+ ϕ - ψ - ϕ ψ

∫ 	 (40)

где 0j  –  величина постоянного  электронного  
тока,  поступающего  в первый промежуток.

Воспользовавшись разложением (38) и ограни-
чившись первым приближением,  получаем

( ) 0 0
0

0 0 0
0

0 0

1
{1 [2(1 cos )

1
sin ] sin [2 sin

(1 cos ] cos ].

aI t j

t

t

= + - ϕ -
ϕ

- ϕ ϕ ω + ϕ -
ϕ

- ϕ + ϕ ω

	 (41)

Подставив (41) в интеграл

( ) ( )
2

1

0

1
sin

2 nP I t U td t
π

= ω ω
π ∫ ,

находим среднюю за период мощность наведен-
ного  тока в первом промежутке:

( )0
1 0 0 0

0
[2 1 cos sin ]

2

j U
P

µ
= - ϕ - ϕ ϕ

ϕ
.	 (42)

На рис. 11 представлена зависимость мощно-
сти наведенного  в первом промежутке тока от 
среднего  угла пролета 0 .ϕ

Интегрируя уравнение движения электронов,  
получаем скорость в текущий момент t

( ) ( ) ( )

( ]

0, , [

cos cos   ,

d d d

d

v t v U t

U
t

d

τ = τ τ + - τ +

η
+ ω - ωτ
ω

	 (43)

Рис. 11. Мощность наведенного  тока в области фокального  
пятна открытого  резонатора (сплошная линия –  в 1-м про-
межутке;  пунктирная –  тока во  2-м промежутке)
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где dτ  –  время влета электрона во  второй про-
межуток.

Как видно  из (43),  скорость электрона во  вто-
ром промежутке в любой момент времени t за-
висит от момента влета электрона в первый про-
межуток .τ

Считая,  что  электрон проходит 2-й промежу-
ток за время 2T  и интегрируя уравнение (43) по  

dτ  пределах 2[ , ],t T t-  получаем:

( ) ( )0 1 2
1

2
F Fα = ϕ + µ α + α , 	 (44)

где 2Tα = ω  –  угол пролета во  втором промежут-
ке. Представив угол пролета α в виде

2
0 1 2α = α + µα + µ α +… , 	 (45)

разлагаем правую часть уравнения (44) в ряд по  
степеням малого  параметра ,µ  точке 0.α = α  При-
равнивая в (44) коэффициенты при одинаковых 
степенях ,µ  в первом приближении получаем

( )

2 2
0 0

0 2 2
0 0

1 0
1

0 0 0
2 2

2
  1 1 ; 

2

.

1
2

Ud

U d

F

U

d

 ϕ ηω
α = + - 

ϕ η ω 
α

α =
ϕ η α

+
ω

	 (46)

По  аналогии с первым промежутком получаем,  
в первом приближении,  наведенный ток во  вто-
ром:

( ) ( ) ( )0 1nI t I t I t= + µ ,

Средняя за период мощность 1-й гармоники 
наведенного  тока во  2-м промежутке: 

( )

( )

2
00

2 02 2
0

1 2 3
0 0 0

2 2

  cos  1
2

2
 

.
12

2

Uj
P

d

Q Q QU
U

d


ϕ= α - +

ϕ ω
 + +η  + ϕ η α  +  ω 

	 (47)

Так как

0 0
0

1
  1 1
 

α = ϕ + - 
 ϕ 

,

полученное выражение (47) представляет собой 
зависимость ( )2 0  ,P Θ  изображенную на рис.  11 

0 0( ).Θ = ϕ  Из этого  рисунка видно,  что  в ин-
тервале [ ]0 6,3 9Θ ∈ ÷  мощность наведенного  
тока в 1-м промежутке –  отрицательная. Мощ-
ность наведенного  тока во  2-м промежутке при 
этом –  положительная,  но  по  абсолютной ве-
личине она меньше мощности в 1-м промежутке. 
Это  является демонстрацией физического  ва-
рианта самосогласованной задачи. Электронный 

поток модулируется СВЧ-полем,  а результи-
рующая отрицательная мощность наведенного  
тока свидетельствует об обратном влиянии поля 
на ток,  создающий его. Отрицательная мощ-
ность наведенного  тока может трактоваться как 
отрицательное сопротивление в эквивалентной 
схеме автогенератора,  наличие которого  гово-
рит о  возможности выполнения условий само-
возбуждения и устойчивости автоколебаний в 
системе без конструктивной обратной связи. От-
сюда следует,  что  в указанном интервале мож-
но  ожидать возбуждения открытого  резонатора 
немодулированным извне электронным пучком,  
введенным в его  фокальное пятно. Полученный 
результат свидетельствует о  том,  что  при соче-
тании электронного  пучка с открытым резона-
тором представляется возможность создания ав-
тогенератора СВЧ нового  типа. Такой генератор  
должен иметь высокую длительную стабиль-
ность по  частоте,  поскольку в нем электронная 
и резонаторная части разделены. Стабильность 
такого  генератора будет в основном опреде-
ляться добротностью открытого  резонатора. 
Ориентировочно  при добротности резонатора 

52 10Q ⋅  стабильность в течении часа должна 
быть не хуже 710 .-

Таким образом,  показана возможность реали-
зации физической постановки самосогласован-
ной задачи,  когда замкнутый цикл образуется 
самим электронным потоком,  который модули-
руется СВЧ-полем,  на которое,  в свою очередь,  
оказывает обратное воздействие электронный 
поток.

5. Задача на присоединенном 
уравнении Гельмгольца как 

самосогласованная.

Как показано  в работах [3–6],  в экраниро-
ванных волноводах с неоднородным заполне-
нием наряду с собственными волнами могут 
существовать присоединенные к источнику не-
собственные волны,  описываемые краевыми 
задачами на присоединенном уравнении Гель-
мгольца,  под которым понимается уравнение с 
правой частью,  являющейся решением одно-
родной краевой задачи на том же самом урав-
нении,  но  с нулевой правой частью. Такие кра-
евые задачи являются самосогласованными,  
поскольку в них учитывается обратное влияние 
возбуждаемого  поля на первичный источник и 
волновые числа в функциях поля и источника 
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совпадают. Источники указанного  вида можно  
классифицировать как источники типа бегущей 
волны,  находящейся в синхронизме с возбуж-
даемым ей полем. Постоянная «подпитка» поля 
распределенным (бегущим) источником приво-
дит к его  (поля) линейному нарастанию в на-
правлении распространения. Возникает эффект,  
подобный взаимодействию волноводного  поля с 
полем пространственного  заряда,  наблюдаемый 
в лампе бегущей волны. Можно  предположить,  
что  эффект возбуждения распределенным ис-
точником присоединенной волны должен наблю-
даться не только  в неоднородных направляю-
щих структурах.

Рассмотрим круглый экранированный волно-
вод. Сформулируем для него  присоединенную 
краевую задачу. Она состоит [3;  4] из уравнения:

( )

2 , , 2 , 2 ,

2   2 2 2

2 , , ,
   

1 1
     

    c ,os

e m e m e m e m
z z z z

e m e m e m i z
z n

rr r r z

A J r n e- β

∂ Π ∂Π ∂ Π ∂ Π
+ + + +

∂ ∂ ∂ϕ ∂

+ εµω Π = α ϕ

	 (48)

которое называем присоединенным уравнением 
Гельмгольца,  и граничных условий:

( ) ( ) 
  0;   0,

e
e z
z r a r a

r

∂Π
Π = = = =

∂
	 (49)

соответствующих задачам Дирихле и Нейма-
на. В (48),  (49) ,e m

zΠ  –  продольные компоненты 
электрического  и магнитного  векторов Герца;  

( ),
   e m

nJ rα  –  функция Бесселя;  a –  радиус вол-
новода;   

eα  и  
mα  –  корни уравнений (49).

Запишем решения вышеуказанных краевых 
задач в виде:

( )

( ) ( )

, , , ,
     

, , ,
     

     
2

    cos ,

e m e m e m e m
z n

e m e m e m i z
n

iz
C J r D

J r r n e- β

  
Π = α + - ×  β 


× α + ρ α ϕ



	 (50)

где ,
 
e mC  и ,

 
e mD  –  произвольные на начальном 

этапе постановки присоединенной краевой зада-
чи амплитудные коэффициенты,  на которые в 
дальнейшем будут наложены условия,  обеспе-
чивающие удовлетворение решения (50) уравне-
нию (48);  ( ), ,

     e m e m rρ α  –  частные решения неод-
нородного  дифференциального  уравнения: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

'' ' 2    
 2

1
   n

n
R r R r R r J r

r r

 
+ + α - = α  

 
, 	 (51)

то  есть

( )
( )

22'' , ' , , ,
       2

, ,
   

1
 

  .

e m e m e m e m

e m e m
n

n

r r

D J r

 
ρ + ρ + α - ρ = 

  

= α

	 (52)

В (51),  (52) штрих означает дифференцирова-
ние по  радиальной координате r.

Правые части уравнений (52) –  решения кра-
евых задач Дирихле и Неймана на однородном 
дифференциальном уравнении:

( ) ( ) ( )
2

2
2

1
  0

n
R r R r R r

r r

 
+ + α - =  

 
′′ ′ , 	 (53)

совпадающим с уравнением Бесселя. Уравнение 
(51) в отличие от (53) называем присоединенным 
уравнением Бесселя. Его  запись в виде (52) со-
ответствует задачам Дирихле и Неймана,  с ре-
шениями (50). Значения ,

 
e mα  в уравнениях (52) 

находятся из граничных условий (49).
Решения уравнений (52) имеют вид:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

     
 

     
  ,

n
n

n
n

Y r R r
r J r r

W r

J r R r
Y r r

W r

α α
ρ α = - α ∫ α α +

α

α α
+ α ∫ α α

α

	 (54)

где ( ) R rα  –  решения уравнения (53),  соответ-
ствующие краевым задачам Дирихле и Неймана;  

( )W rα  –  вронскиан,  записываемый как

( ) ( ) ( )

( ) ( )

'

'

   

2
;

n n

n n

W r J r Y r

J r Y r
r

α = α α -

- α α =
πα

( )nY rα  –  функция Неймана. В (54) , ,
   ( )e m e mrρ α  

соответствуют задачам Дирихле и Неймана.
Подставляя (50) в уравнения (48),  получаем:
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( ) ( ), , , ,
        .e m e m e m e m

n nD J r A J r


-



- α = α

	 (55)

Из (55) видно,  что  решения (50) с учетом 
уравнений (52),  (53) удовлетворяют присоеди-
ненным уравнениям Гельмгольца (48),  соответ-
ствующим краевым задачам Дирихле и Неймана 
о  возбуждении несобственных (присоединенных 
к источнику) волн типа Е и Н распределенным 
источником в виде бегущей волны при условии:
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, , ,
     
e m e m e mD D A- = .	 (56)

В том случае,  когда
, ,

   
e m e mD D= , 	 (57)

решения (50) удовлетворяют обычному (одно-
родному) уравнению Гельмгольца.

Граничные условия (49) приводят к уравнениям:

( ) ( )             0
2

e e e e e
n

z
C i D J a a
 

- α + ρ α = β 
	 (58)

для Е-волн и

( ) ( )' '
           0

2
m m m m m

n
z

C i D J a a
 

- α + ρ α = β 
	 (59)

для Н-волн.
Поскольку поперечные волновые числа Е-волн 

удовлетворяют уравнению:

( )   0e
nJ aα = , 	 (60)

равенство  (58) выполняется тождественно. При 
этом в (54) полагаем:

( ) ( )      e
nR r J rα = α ,

что  обеспечивает обращение в нуль подынте-
гральное выражения при .r a=  Поскольку по-
перечные волновые числа Н-волн удовлетворяют 
уравнению:

( )'
  0m

nJ aα = , 	 (61)

для выполнения равенства (59) необходимо,  чтобы

( )'
    0m maρ α = .	 (62)

Положив в (54) ( ) ( )   ,m
nR r J rα = α  имеем:
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	 (63)

Выражение (63) приводим к виду:
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  -   × + α   α   
Функция (64) обеспечит,  если значения  

mα  
находятся из уравнения (61),  выполнение равен-
ства (62) только  при условии

2

2
 

1   0
( )m

n

r
- =
α

.	 (65)

То  есть,  граничное условие на экранирующей 
поверхности в задаче Неймана на присоединен-
ном уравнении Гельмгольца требует выполнения 
равенства (65). Итак,  показано,  что  функции 
(50) при выполнении условия (56) удовлетворя-
ют присоединенным уравнениям Гельмгольца 
(48). При выполнении условия (57) они удовлет-
воряют однородным уравнениям Гельмгольца. 
Для того,  чтобы эти функции были решениями 
краевых задач Дирихле и Неймана необходимо  
удовлетворение граничных условий (49) на экра-
нирующей поверхности. При этом значения  

eα  и 

 
mα  определяются как корни уравнений (60) и (61).
Рассмотренные задачи фактически являются 

задачами возбуждения волн в экранированном 
волноводе источником типа антенны бегущей 
волны,  которые в данном случае являются не-
собственными,  «присоединенными» к источнику 
волнами,  не существующими без источника. По-
скольку «присоединенные» волны находятся в 
синхронизме с возбуждающей их бегущей вол-
ной и указанные волны являются энергетически 
связанными,  рассмотренную задачу следует на-
зывать самосогласованной. Таким образом,  для 
направляющих структур  наряду с обычными 
краевыми задачами о  собственных волнах могут 
быть сформулированы задачи о  волнах на при-
соединенном уравнении Гельмгольца,  которые 
имеют линейную зависимость поля от продоль-
ной координаты за счет распределенного  отбора 
мощности от волны возбуждения

Заключение

Расширено  понятие самосогласованных крае-
вых задач в теории электромагнетизма. Сформу-
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лированы наиболее распространенные подходы,  
приводящие к самосогласованным задачам,  ос-
новывающиеся на образовании замкнутых ци-
клов: искомое решение вычисляется через функ-
цию первичного  источника и подставляется в 
граничные условия,  соответствующие однород-
ной краевой задаче. В результате последняя сво-
дится либо  к системе однородных интегральных 
уравнений,  либо  к дифференциальным уравне-
ниям с правой частью,  представляющей собой 
решение однородной краевой задачи –  задачи 
на соответствующем однородном дифференци-
альном уравнении.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Российского  научного  фонда,  грант № 17-19-
01628.

Список литературы

1.	 Боголюбов Н.Н.,  Ширков Д.В. Введение в теорию кванто-

ванных полей. М.: Наука,  1976. 479 с.

2.	 Вайнштейн Л.А. Электромагнитные волны. М.: Радио  и 

связь,  1988. 440 с.

3.	 Малахов В.А.,  Раевский А.С.,  Раевский С.Б. Присоеди-

ненные волны в круглом двухслойном экранированном 

волноводе //  Письма в журнал технической физики. 

2011. Т. 37. Вып. 2. С. 71–79.

4.	 Malakhov V.A.,  Raevskii A.S.,  Raevskii S.B. Added solutions 

of  boundary value problems for double-layer guiding 

structures //  International Journal of  Electromagnetics 

and Applications. 2012. Vol. 2. № 5. Р. 114–119.

5.	 Раевский А.С.,  Раевский С.Б. Присоединенные волны как 

волны,  создаваемые источником типа антенны бегущей 

волны //  Письма в журнал технической физики. 2013. Т. 

39. Вып. 23. С. 13–17.

6.	 Раевский А.С.,  Раевский С.Б.,  Седаков А.Ю. Колебания 

и волны,  присоединенные к источнику //  Физика вол-

новых процессов и радиотехнические системы. 2014. Т. 17. 

№ 3. С. 6–8.

7.	 Глинер  Э.Б.,  Кошляков Н.С.,  Смирнов М.М. Уравнения в 

частных производных математической физики. М.: Выс-

шая школа,  1970. 712 с.

8.	 Каценеленбаум Б.З. Высокочастотная электродинамика. 

М.: Наука,  1966. 240 с.

9.	 Ильинский А.С.,  Смирнов Ю.Г. Дифракция электромаг-

нитных волн на проводящих тонких экранах. М.: Радио-

техника,  1996. 176 с.

10.	Электродинамика и распространение радиоволн /  под 

ред. В.А. Неганова и С.Б. Раевского. М.: Радиотехника,  

2007. 743 с.

11.	Федоров Н.Н. Основы электродинамики. М.: Высшая шко-

ла,  1980. 399с.

12.	Электродинамика и распространение радиоволн /  под 

ред. В.А. Неганова и С.Б. Раевского. М.: Радиотехника,  

2009. 743 с.

13.	Боголюбов Н.Н.,  Митропольский Ю.А. Асимптотические 

методы в теории нелинейных колебаний. М.: Гостехиздат,  

1955. 430 с.

14.	Гвоздовер  С.Д. Теория электронных приборов сверхвысо-

ких частот. М.: ГИТТЛ,  1956. 527 с.

Formulation of some self-consistent  
tasks of radio electronics

K.I. Kisilenko, G.S. Malyshev, A.S. Raevsky, S.B. Raevsky

The self-consistent problem of  electromagnetism is defined as a closed mathematical cycle in which the primary 
sources of  the electromagnetic field are corrected by the inverse effect of  secondary sources arising from them as a re-
sult of  the interaction of  the radiation field with the surrounding medium. In a stationary state such a cycle is described 
by a homogeneous boundary value problem either on the differential,  or integral,  or integro-differential equations,  that 
is,  the eigenfunction and eigenvalue problem. Four most widespread variants of  self-consistent boundary value problems 
are formulated.

Keywords: self-consistent problem,  boundary value problem,  eigenfunction problem.

К.И. Кисиленко,  Г.С. Малышев,  А.С. Раевский,  С.Б. Раевский


