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Рассматривается постановка самосогласованной задачи об излучении из отверстия в проводящем экране. За-
дача сводится к системе однородных интегральных уравнений,  то  есть формулируется однородная краевая задача 
на собственные функции и собственные значения,  которая решается методом коллокаций. Предлагается процедура 
реализации последнего  в применении к несимметричным и симметричным полям излучения.
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1. Решение задачи об излучении 
отверстия в экране

Рассматриваем однородную краевую задачу 
об излучении из круглого  отверстия в идеаль-
но  проводящем бесконечном плоском экране [1]. 
Исходные интегральные уравнения были полу-
чены путем выражения поля излучения через 
неизвестное поле на поверхности излучения и 
последующей подстановки в граничные условия 
на этой поверхности. Указанные интегральные 
уравнения образуют систему [1]:

2

0 0

2

0 0

,
4

;
4

o

o

ikr

o
o

ikr

o
o

i e
E H d d

r

i e
H E d d

r

π ∞ -

ρ ϕ

π ∞ -

ϕ ρ

 ωµ = - ρ ρ ϕ
π


 ωε

= - ρ ρ ϕ
π

∫ ∫

∫ ∫
 (1)

2

0 0

2

0 0

,
4

,
4

o

o

ikr

o
o

ikr

o
o

i e
E H d d

r

i e
H E d d

r

π ∞ -

ϕ ρ

π ∞ -

ρ ϕ

 ωµ = ρ ρ ϕ
π


 ωε

= ρ ρ ϕ
π

∫ ∫

∫ ∫
 (2)

где ,Eρ  ,Eϕ  ,Hρ  Hϕ –  тангенциальные компоненты 
поля на излучающей поверхности 0;S  ε, µ –  аб-
солютные диэлектрическая и магнитная прони-
цаемости. Величина or  в системах (1),  (2) опреде-
ляется следующим образом:

( )2 2 2 cos ,o or R R= + ρ - ρ ϕ - ϕ

где ( ), oρ ϕ  –  полярные координаты точек источ-
ника на плоскости 0;S  ( ),R ϕ  –  координаты точки 

наблюдения на плоскости 0;S  or  –  расстояние от 
излучающего  элемента с координатами ( ), oρ ϕ  
до  точки наблюдения ( ), .R ϕ

Покажем принципиальную возможность по-
иска собственных функций с помощью метода 
коллокаций. Сначала рассмотрим общий случай,  
когда излучающая поверхность представляет из 
себя металлический экран с отверстием 0A  про-
извольной формы. Для решения систем (1) и (2) 
будем использовать спектральный метод [2],  со-
гласно  которому,  в уравнениях (1),  (2) компо-
ненты поля представляются в виде автономных 
разложений. Исходя из физических соображе-
ний,  эти разложения должны удовлетворять 
трем обязательным условиям: условию на ре-
бре [3] (на краях отверстия 0),A  нулевому ус-
ловию на бесконечном удалении от отверстия 
(условие Зоммерфельда),  условию на идеально  
проводящей поверхности. Связь между коэф-
фициентами этих разложений устанавливает-
ся системой интегральных уравнений (1) и (2),  
то  есть,  в конечном итоге,  системой уравнений 
Максвелла,  из которой получены указанные 
интегральные уравнения. Алгебраизация этих 
уравнений приводит к двум системам линей-
ных однородных алгебраических уравнений от-
носительно  коэффициентов разложений полей. 
Условия нетривиальности их решений дают два 
трансцендентных характеристических уравне-
ния относительно  двух параметров разложений 
полей,  являющихся собственными значениями 
задачи. Совместное их решение позволяет опре-
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делить собственные функции задачи на системе 
однородных интегральных уравнений.

Согласно  условию на ребре,  нормальная к 
кромке отверстия компонента магнитного  поля 
Hρ должна иметь особенность 1 2a R --  при 
R a→  [3],  где a –  это  радиус отверстия. Ра-
диальная компонента электрического  поля Eρ 
будет иметь особенность ( ) 1 2a R --  при .R a→  
Напротив,  азимутальная компонента Eϕ элек-
трического  поля будет конечна на кромке отвер-
стия. Если азимутальная компонента Hϕ магнит-
ного  поля отлична от нуля в центре отверстия,  
то  она должна являться гладкой функцией в 
окрестности точки 0.R =

С учетом условий,  накладываемых на компо-
ненты полей в центре отверстия и на его  кром-
ке,  представим компоненты поля в виде разло-
жений:
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где N –  целое положительное число,  определя-
ющее порядок приближения;  ( )mL x  –  функции 
параболического  цилиндра,  выражающиеся 
через полиномы Эрмита ( ) .mH x  В физическом 
определении:
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В выражениях (4) разложения компонент 
магнитного  поля производятся по  функциям 
параболического  цилиндра с четными индекса-

ми,  что  необходимо  для обеспечения гладкости 
функций ( ),H Rρ ϕ  и ( ),H Rϕ ϕ  в нуле.

Сдвиг ∆ по  радиальной оси вводится в разло-
жении (3б) для того,  чтобы сумма ряда по  функ-
циям Бесселя с индексом 0n ≠  не обращалась в 
нуль при 0.R =  В общем случае нет оснований 
утверждать,  что  поле Eϕ в центре отверстия 
должно  обращаться в нуль. Однако,  найденные 
в процессе решения задачи коэффициенты mB  
могут принять значения,  при которых сумма 
ряда (3б) будет равна нулю при 0.R =

Целочисленные индексы n и n в разложени-
ях (3),  (4) принимают фиксированные значения,  
то  есть по  ним суммирования не производим;  

( ),n
mα  0,m =  1,  …,  N –  корни функции Бессе-

ля: ( )( ) 0;n
nJ α =  ( 1 2),m

-α  0,m =  1,  …,  N –  корни 
функции Бесселя индекса 1 2:-  ( )( 1 2)

1 2 0.J -
- α =

Подставляем разложения (3),  (4) в системы 
интегральных уравнений (1),  (2):
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Для решения систем (6),  (7) используем метод 
коллокаций [4]. Записываем уравнения (6) и (7) 
в точках 

( ), ,i iR ϕ     ( )1, ..., 1 ,i N= +

где i –  номер  точки ( ), .i iR ϕ  Точки ( ),i iR ϕ  яв-
ляются узлами коллокации. Угловые координаты 

а)

б)

Реальная часть Мнимая часть

в)

Рис. 1. Зависимость компоненты Eρ от радиальной координаты,  рассчитанная при 35 :ϕ = °  а) расчет для 4 узлов коллокации 

с радиальными координатами 1 0.3 ,R a=  2 0.6 ,R a=  3 0.9 ,R a=  4 1.2 ;R a=  б) расчет для 5 узлов коллокации с радиальными коор-

динатами 1 0.05 ,R a=  2 0.4 ,R a=  3 0.8 ,R a=  4 1.2 ,R a=  5 1.4 ;R a=  в) расчет для 6 узлов коллокации с радиальными координатами 

1 0.05 ,R a=  2 0.3 ,R a=  3 0.6 ,R a=  4 0.9 ,R a=  5 1.2 ,R a=  6 1.5R a=

МЕТОД КОЛЛОКАЦИЙ В САМОСОГЛАСОВАННОЙ ЗАДАчЕ ...
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iϕ  задаются из сегмента [ ]0,2 .π  Для выбора ра-
диальных координат узлов необходимо  рассмо-
треть поведение поля вне отверстия. При R a>  
электрическое поле должно  обращаться в нуль,  
компоненты магнитного  поля должны стремить-
ся к нулю. Для выполнения последнего  условия 
компоненты магнитного  поля представлены в 

виде рядов по  функциям параболического  ци-

линдра (данное разложение позволит обеспечить 

быстрое убывание суммы рядов (4) при ).R a>  

Например,  для функций ( )2mL z  с индексами 0,  

2,  4,  6,  8 и 10 носитель находится на ограничен-

ном сегменте [ ]7,7-  (носитель –  это  интервал,  на 

котором функция отлична от нуля [5]).

а)

б)

Реальная часть Мнимая часть

в)

Рис. 2. Зависимость компоненты Eϕ  от радиальной координаты,  рассчитанная при 35 :ϕ = °  а) расчет для 4 узлов коллокации 

с радиальными координатами 1 0.3 ,R a=  2 0.6 ,R a=  3 0.9 ,R a=  4 1.2 ;R a=  б) расчет для 5 узлов коллокации с радиальными коор-

динатами 1 0.05 ,R a=  2 0.4 ,R a=  3 0.8 ,R a=  4 1.2 ,R a=  5 1.4 ;R a=  в) расчет для 6 узлов коллокации с радиальными координатами 

1 0.05 ,R a=  2 0.3 ,R a=  3 0.6 ,R a=  4 0.9 ,R a=  5 1.2 ,R a=  6 1.5R a=

К.И. КИСИЛЕНКО,  Г.С. МАЛыШЕВ,  А.С. РАЕВСКИЙ,  С.Б. РАЕВСКИЙ
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Таким образом,  поведение поля вне отверстия 
является предсказуемым,  поэтому целесообраз-
но  задавать радиальные координаты iR  узлов 
коллокации в области отверстия и в области,  
близкой к отверстию. Получаем системы урав-
нений размером ( ) ( )2 1 2 1N N+ × +  относитель-
но  неизвестных коэффициентов mA  и mG  ( mB  и 

),mC  0,m =  1,  …,  N. Так,  например,  для 3N =  
нужно  задать четыре узла коллокации в плоско-
сти ( ), .R ϕ  Тогда уравнения (6),  (7) дадут систе-
мы размером 8 8.×

Фиксируя частоту ω и приравнивая опреде-
лители систем нулю,  получаем систему двух 
характеристических уравнений относительно  

а)

б)

Реальная часть Мнимая часть

в)

Рис. 3. Зависимость компоненты Hρ от радиальной координаты,  рассчитанная при 35 :ϕ = °  а) расчет для 4 узлов коллокации 

с радиальными координатами 1 0.3 ,R a=  2 0.6 ,R a=  3 0.9 ,R a=  4 1.2 ;R a=  б) расчет для 5 узлов коллокации с радиальными коор-

динатами 1 0.05 ,R a=  2 0.4 ,R a=  3 0.8 ,R a=  4 1.2 ,R a=  5 1.4 ;R a=  в) расчет для 6 узлов коллокации с радиальными координатами 

1 0.05 ,R a=  2 0.3 ,R a=  3 0.6 ,R a=  4 0.9 ,R a=  5 1.2 ,R a=  6 1.5R a=

МЕТОД КОЛЛОКАЦИЙ В САМОСОГЛАСОВАННОЙ ЗАДАчЕ ...
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γ и .β  Для каждого  фиксированного  γ получа-
ем свои корни β характеристических уравне-
ний. Двигаясь с некоторым шагом по  ,γ  получа-
ем «траектории движения» корней на плоскости 

( ),γ β . Так как имеем два характеристических 
уравнения –  одно  из системы (6),  другое из си-
стемы (7),  –  получаем два независимых семей-
ства «траекторий» на плоскости ( ), ,γ β  каждое из 
которых соответствует своему характеристиче-
скому уравнению. Решениями задачи будут точ-
ки пересечения этих кривых. Точки пересечения 
и соответствующие этим точкам значения γ и β 
позволяют связать решения систем (6),  (7).

2. Результаты расчета  
собственных значений  

несимметричной краевой задачи

Задачу будем решать для случая четырех,  
пяти и шести узлов коллокации. Расчет произ-
водился для частоты 1f =  ГГц,  радиуса отвер-
стия 10a =  см,  индекса 1n =  и сдвига /10.a∆ =  
Так как индекс 1,n =  то  поле не является симме-
тричным,  то  есть зависит от азимутальной ко-
ординаты. Рассматривался случай,  когда узлы 
коллокации расположены вдоль одного  луча 

35 .iϕ = °  Для набора из четырех узлов колло-
кации с радиальными координатами 1 0.3 ,R a=  

2 0.6 ,R a=  3 0.9 ,R a=  4 1.2R a=  было  получено  со-
вместное решение 8.5986,γ =  1.9578.β =  Для на-
бора из пяти узлов коллокации с радиальны-
ми координатами 1 0.05 ,R a=  2 0.4 ,R a=  3 0.8 ,R a=  

4 1.2 ,R a=  5 1.4R a=  было  получено  совместное 
решение 9.0356,γ =  2.1705.β =  Для набора из ше-
сти узлов коллокации с радиальными коорди-
натами 1 0.05 ,R a=  2 0.3 ,R a=  3 0.6 ,R a=  4 0.9 ,R a=  

5 1.2 ,R a=  6 1.5R a=  было  получено  совместное 
решение 9.2875,γ =  2.1883.β =  Можно  отметить,  
что  полученные совместные решения имеют 
близкие численные значения.

Подставляя значения γ и β в системы (6),  (7),  
получаем неизвестные коэффициенты ,mA  mG  
и ,mB  ,mC  0,m =  1,  …,  N разложений (3) и (4). 
Зная эти коэффициенты,  по  формулам (3) и (4) 
рассчитываем поля в плоскости .oS  На рис. 1–4 
показаны радиальные зависимости действитель-
ных и мнимых частей компонент полей,  рас-
считанные по  формулам (3) и (4). При этом поле 
рассчитывалось для фиксированной угловой ко-
ординаты 35 .ϕ = °  Значения γ и ,β  для которых 
производился расчет,  указаны на рис. 1–4. Ри-
сунки построены для случая расположения уз-
лов вдоль одного  луча. 

Проведем анализ результатов,  представлен-
ных на рис. 1–4. Видно,  что  для случая четы-
рех,  пяти и шести узлов коллокации мнимые 
значения компоненты поля почти на два поряд-
ка меньше действительных значений компонент. 
Важно  отметить,  что  для всех компонент поля,  
за исключением ,Eρ  сохраняется качественная 
зависимость компоненты от радиальной коорди-
наты вне зависимости от количества узлов кол-
локации. Однако,  начиная с пяти узлов коллока-
ции,  качественная зависимость компоненты Eρ 
от радиальной координаты также остается не-
изменной. 

Также из рис. 1–4 видно,  что  для случаев 
пяти и шести узлов коллокации компонента Eϕ 
убывает практически до  нуля к краю отверстия,  
а компонента Eρ близка к нулю на металле. То  
есть можно  говорить о  сходимости результатов 
вычислений. 

Наконец,  из рис. 1–4 ясно,  что  выбранные ба-
зисы разложений позволили обеспечить выпол-
нение всех условий,  накладываемых на поля в 
центре отверстия,  на его  кромке и на бесконеч-
ности. 

Рис. 1–4 получены для случая,  когда узлы 
коллокации расположены вдоль одного  луча 

const.ϕ =  Очевидно,  что  при таком малом ко-
личестве узлов и при таком их расположении 
расчет собственных функций по  формулам (3) 
и (4) носит приближенный характер. Вне луча 

constϕ =  распределение поля,  рассчитанное по  
этим формулам,  может существенно  отличать-
ся от зависимостей,  представленных на рис. 1–4.

3. Расчет собственных значений 
самосогласованной задачи  
об излучении для случая 

симметричного поля

Особый интерес представляет случай симме-
тричного  поля,  когда отсутствует зависимость 
по  азимутальной координате. При таком рас-
пределении поля достаточно  взять узлы колло-
кации при фиксированной угловой координате,  
что  позволит обеспечить высокую точность ре-
шения задачи при сравнительно  малом количе-
стве узлов. 

Физические граничные условия,  накладывае-
мые на поле,  остаются без изменений. Поэтому 
компоненты полей можно  представить в виде,  
аналогичном (3),  (4),  но  при этом исключить гар-
моническую функцию,  которая ранее обеспечи-
вала зависимость от азимутальной координаты. 

К.И. КИСИЛЕНКО,  Г.С. МАЛыШЕВ,  А.С. РАЕВСКИЙ,  С.Б. РАЕВСКИЙ
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Рис. 4. Зависимость компоненты Hϕ от радиальной координаты,  рассчитанная при 35 :ϕ = °  а) расчет для 4 узлов коллокации 

с радиальными координатами 1 0.3 ,R a=  2 0.6 ,R a=  3 0.9 ,R a=  4 1.2 ;R a=  б) расчет для 5 узлов коллокации с радиальными коор-

динатами 1 0.05 ,R a=  2 0.4 ,R a=  3 0.8 ,R a=  4 1.2 ,R a=  5 1.4 ;R a=  в) расчет для 6 узлов коллокации с радиальными координатами 

1 0.05 ,R a=  2 0.3 ,R a=  3 0.6 ,R a=  4 0.9 ,R a=  5 1.2 ,R a=  6 1.5R a=

а)

б)

Реальная часть Мнимая часть

в)

МЕТОД КОЛЛОКАЦИЙ В САМОСОГЛАСОВАННОЙ ЗАДАчЕ ...
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Дальнейший алгоритм решения задачи не отли-
чается от алгоритма,  составленного  для случая 
несимметричного  поля. 

Задача была решена для случая четырех,  
пяти и шести узлов коллокации. Расчет произ-
водился для частоты 1f =  ГГц,  радиуса отвер-
стия 10a =  см,  и сдвига /10.a∆ =  Во  всех рас-
смотренных случаях узлы коллокации выбира-
лись вдоль луча const.ϕ =  Независимо  от выбо-
ра азимутальной координаты узла коллокации,  
результат интегрирования будет один и тот же. 
Это  позволило  произвести решение только  для 
одного  набора узлов коллокации,  с разными ра-
диальными координатами. В случае симметрич-
ного  поля метод коллокаций продемонстрировал 
лучшую сходимость в сравнении с несимметрич-
ной задачей.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского  научного  фонда,  грант № 17-19-
01628.
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Method of collocations in the self-consistent  
problem of radiation from a round hole  

in a conducting screen

K.I. Kisilenko, G.S. Malyshev, A.S. Raevsky, S.B. Raevsky

The formulation of  a self-consistent problem of  radiation from an aperture in a conducting screen is considered. The 
problem reduces to a system of  homogeneous integral equations,  that is,  we formulate a homogeneous boundary value 
problem for eigenfunctions and eigenvalues,  which is solved by the collocation method. A procedure is proposed for im-
plementing the latter in application to asymmetric and symmetric radiation fields.

Keywords: self-consistent problem,  collocation method,  eigenfunction problem.
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