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В статье рассмотрены основные особенности применения барицентрического  метода в численном решении вну-
тренней задачи электродинамики с выделением ограничений метода и его  основных этапов. Изложены методы 
нахождения гармонических барицентрических координат для односвязной однородной области анализа с кусоч-
но-линейной границей. С использованием гармонических барицентрических координат определены соотношения по  
заданию аппроксимирующих неизвестный скалярный или векторный потенциал в области анализа функций. С целью 
обеспечения наглядности и определения предпочтительности применения барицентрического  метода представлен 
алгоритм решения внутренней задачи электродинамики зеркальной антенны,  включающей один источник электро-
магнитного  поля (облучатель) и рефлектор. Приведены примеры численного  расчета плотности тока на поверхности 
рефлектора барицентрическим методом в зависимости от порядка аппроксимации. Выделены достоинства и недо-
статки барицентрического  метода.

Ключевые слова: барицентрический метод,  численное решение внутренней задачи электродинамики,  гармониче-
ские барицентрические координаты.

Барицентрический метод (БМ) относится к 
вариационным методам (методы конечных раз-
ностей,  конечных элементов,  импедансного  
аналога электромагнитного  пространства [1]),  
применяемых для прямого  численного  решения 
уравнений электродинамики вида:
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 являются либо  электродинамически-
ми скалярным и векторным потенциалами,  либо  
определяют продольную составляющую вектора 
и непосредственно  вектор  напряженности элек-
трического  E



 или магнитного  H


 поля;  κ –  вол-
новое число;  aε  и aµ  –  диэлектрическая и маг-
нитная проницаемости среды соответственно;  
J


 –  плотность тока. 
Идея БМ [2;  3] и его  отличие от известных 

методов вычислительной электродинамики со-
стоит в обобщении процедуры аппроксимации 
потенциала при численном решении внутренних 
задач Дирихле и Неймана без разбиения области 
анализа W на элементарные подобласти. Допуще-
ния БМ связаны с тем,  что: 1) решение форми-
руется в барицентрической системе координат 

( )1 ,Pζ  ( )2 ,Pζ  ..., ( ) ,N Pζ  позволяющей однознач-

но  определить точку аффинного  пространства 
P∈W через точечный базис 1,P  2,P  ..., NP  –  вер-
шины ;W  2) W –  односвязная однородная область 
с кусочно-линейной границей

1

,
N

n
n=

Γ = Γ


где nΓ = [ ]{ },  0,1ne t P t+ ∈  при 1 .n n ne P P+= -
Основной этап БМ состоит в определении ба-

рицентрических координат (БК) для ,W  которые 
должны удовлетворять свойствам [4;  5]: 
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Методы определения гармонических БК ос-
нованы на: 1) геометрическом подходе [5] –  по-
строение проекций nΓ  на дуги единичной окруж-
ности 0,B  положение которой определяется из 
решения задачи конформного  отображения W 
на 0B  (решение задачи конформного  отображе-
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ния предлагается осуществлять методами [6;  7],  
пример  решения задачи представлен на рис. 1);  
2) аналитическом подходе,  который рассмотрен 
в [8] и связан с решением задачи Дирихле:
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Решение задачи (1) при задании W ⊂  в [8] 
определено  приближенно-аналитическим соот-
ношением
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обладающим экспоненциальной скоростью схо-
димости
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В выражениях (2),  (3) C  определяет норму 
в пространстве функция из [ ]( )0,1 ;С  const поло-
жительна и не зависит от ;M  ( )mQ x  –  многочлен 
Лежандра второго  рода [9];  nX =



( ) 1 nU-+E T


 –  
блочный вектор  размера N = ( )1 ,N M +  состав-
ленный из элементов , ;n

n mX ′  E –  единичная ма-
трица размера ;N N×   nU



 –  блочный вектор  раз-
мера ,N  составленный из элементов 
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T –  блочная матрица размера ,N N×   составлен-
ная из элементов 
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0, 1,mW ≡  ,n n n nR P P′ ′= -  и выполнении условий 
,n n′≠  1n + ≠ n′ и 1n n′≠ +  [8]:
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Для случаев наличия особенностей в (4) вспо-

могательные переменные ,
,
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m mC ′

′ вычисляются с 
использованием следующих выражений при вы-
полнении соответствующих условий:
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,
,

1
2, 11,

1, ,
2,1

1,

1

2, 1

1, 1,1

Im ln

1 1
ln ;

n n
m m

m m
n nn n

h m m
n nh

h
n n

n

vh
n n n

n n n nv

C

R
B

R

R

e

R e

R v R h

′
′

′+ +
′ ′+ +′ ′+

′-
′ ′+=

′ ′+

′+

′ ′+ ′+

′ ′ ′ ′+ +=

=

   
= +     

 
+ × - 

    -  × + -               

∑

∑

 (5)

2) n n′≠ ,  1n n′+ =  и 1n n′≠ +  [7]:
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Рис. 1. Пример  решения задачи конформного  отображения 
W на 0B
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Суть формирования соотношения (2) по  за-
данию гармонических БК по  [8] состоит в сле-
дующем. Выражение (2) определяет решение 
задачи Дирихле (1) методом Фредгольма при 
представлении nζ  в качестве логарифмического  
потенциала двойного  слоя. Формируемое урав-
нение Фредгольма второго  рода относительно  
неизвестной функции плотности потенциала на 
Γ определяется при численном решении ин-
тегрального  уравнения методом PG-ядер  [10]. 
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интегрального  уравнения представляется сум-
мой многочленов Лежандра первого  ( )mL x  и 
второго  ( )mQ x  рода: 

( ) ( ) ( ),
0

,

2
, 2 1 2 1

Im 2 1 ,

n n m
m

n n n
m

n

t s m L s

e t R
Q

e

∞

′
=

′

′

-
= + - ×

π

+  
× -     

∑

при условии 

,Im 2 1 0n n n
m

n

e t R
Q

e
′

′

+  
- =     

 

для n n′= . В постановке такого  решения соот-
ношения (4)–(6) задают аналитическое представ-
ление интеграла 
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Точность определения БК зависит от выбора ,M  
при этом высокая сходимость (3) обуславлива-
ет высокую точность решения (2) уже при не-
больших [ ]5;8 .M ∈  В подобной постановке БК nζ  
определяют функцию формы W относительно  
вершины nP  (рис. 2).

Затем в БМ с учетом выбранного  правила на-
хождения гармонических БК задается аппрок-
симация неизвестного  потенциала [2;  3;  11]. На-
пример,  аппроксимация 
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скалярного  потенциала ( )PΦ  ( ;P∈W  jΦ  –  коэф-
фициенты аппроксимации) для учета граничных 
условий на Γ (различны при представлении в 
качестве ( )PΦ  продольной составляющей векто-
ров электрического  и магнитного  полей) может 
быть задана через:

1) полиномы Лагранжевого  типа [12]:
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2) полиномы типа Лежандра:
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Рис. 2. Пример  линий уровня БК 3ζ  (а) и 5ζ  (б) для вогнутого  многоугольника

а) б)

И.С. ПОЛЯНСКИЙ



Т. 21,  № 3  39

3) полиномы типа Бернштейна:
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Здесь p ∈ –  порядок аппроксимации (харак-
теризует точность последующего  численного  
решения);
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– множество  мультииндексов .j
Аппроксимация 
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векторного  потенциала ( )A x


 ( ;P∈W  jA  –  коэф-
фициенты аппроксимации) задается через БК 
либо  при дифференцировании по  соответству-
ющей поперечной координате полиномов (7)–(8) 
при задании с их помощью аппроксимации про-
дольной составляющей,  либо  при обобщении 
свойств краевых базисных векторных функций 
Неделека [2]:

( )  ( ) ( )
1
0

,
n

n

N

j j n
n
j

P P P
=
>

β = α Θ∑
 

 (10)

где

 ( )  ( ) ( )1 1

1

;
n n n

N

j j j
n
n n

P P P
′=

′≠

α = α α∏

 ( )1
nj

Pα  –  сдвинутый полином Лагранжевого  
типа [13];

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

n n n

n n n n

P P P

P P P P

+

+ +

Θ = ζ ∇ζ -
- ζ ∇ζ -



– дифференциальная форма Уитни.
Дальнейшее численное решение волновых 

уравнений БМ производится аналогично  извест-
ным вариационным методам и состоит в сведе-
нии исходной задачи к системе линейных урав-
нений (для уравнения Гельмгольца) или обык-
новенных дифференциальных уравнений (для 
волнового  уравнения Даламбера).

Также БМ применим для решения сингуляр-
ных интегральных уравнений,  например  фор-
мируемых в задачах анализа характеристик 
зеркальных антенн [14] с учетом постановки мо-
дельной задачи дифракции электромагнитной 
волны на ограниченном тонком экране S [15]:
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соответственно);  ind

tanE


 –  тангенциальная состав-
ляющая наводимого  электрического  поля на .S

Для численного  решения задачи вида (11) в 
БМ задается аппроксимация неизвестной функ-
ции плотности тока соотношением
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где ( )0n P


 –  орт вектора нормали в точке инте-
грирования P на .S

Затем подстановка аппроксимации (12) в (11) 
позволяет свести исходное интегральное уравне-
ние к решению системы линейных уравнений по  

Рис. 3. Пример  геометрического  представление зеркальной антенны в решении внутренней задачи электродинамики
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определению jJ  –  коэффициентов аппроксима-
ции (12). 

Пример  более подробного  решения задачи 
(11) рассмотрим при описании следующего  ал-
горитма решения внутренней задачи электроди-
намики зеркальной антенны,  включающей один 
источник электромагнитного  поля –  облучатель 
с раскрывом W и рефлектор  S с раскрывом ′W  
(рис. 3).

Шаг. 1. Разбиение раскрывов W и ′W  на K и 
K′ треугольных элементов kT  и kT

′′  соответ-
ственно  ( 1, ,k K=  1, )k K′ ′=  при построении три-
ангуляции Делоне с учетом того,  что  размер  
треугольной области ≤ λ [16] (λ –  длина волны).

Шаг. 2. Выбор  в ,k k′-х треугольных областях 
положений узловых точек интегрирования k lP ′′ =
( ), , ,k

k l k l k lx y z T
′

′ ′ ′′ ′ ′ ′∈  klP = ( ), , (k
kl kl klx y z T l∈ = 

1, ,L=  где L –  число  точек интегрирования на 
отдельном треугольном элементе) при определе-
нии для l -х точек соответствующих весов la  [17].

Шаг. 3. По  заданному распределению поля 
в раскрыве облучателя ind

,EW W


 (поле источника) в 
точках интегрирования k lP ′′  определить напря-
женность электрического  поля в ракрыве реф-
лектора ,S  наведенного  ,W  –  ( )ind ind

, .k l S k lE E P′ ′W′ ′=
 

 
Решение выполняется с учетом приближений 
метода дискретных источников [18] и заданного  
разбиения области W при ind

klE =
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где kT  –  удвоенная площадь k -го  треуголь-
ника области ;W  , , ,k l k l′ ′Ψ  –  функция Грина,  вы-
численная относительно  положения точек k lP ′ ′′  и 

klP  при 1, ;l L′ =  
0
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Шаг 4. Определить для заданного  положения 

точек интегрирования klP = ( ), , ,k
kl kl klx y z T∈  

k lP ′′ = ( ), , k
k l k l k lx y z T

′
′ ′ ′′ ′ ′ ′∈  на W и S значения ап-

проксимационных функций ,j
Wγ


 
S
jγ


 по  правилу 

(12) и дивергенций ,j
W∇ ⋅ γ


 .
S
j∇ ⋅ γ


 Затем вычис-

лить значения функции Грина Ψ и ее градиента 

∇Ψ относительно  положения точек ,k lP ′′  .k lP ′ ′′  При 

вычислении значений ( ),r r′Ψ
 

 и ( ),r r′∇Ψ
 

 в пре-

делах одного  и того  же треугольного  элемента 

при r r′→
 

 может возникнуть ситуация деления 

на нуль. чтобы этого  избежать по  аналогии с [19] 

в первом приближении предлагается разносить 

внутренние точки численного  интегрирования,  

определяя их в пределах треугольника для раз-

личных ортогональных многочленов (Лежандра,  

Гегенбауэра,  чебышева и пр.) с последующим 

использованием при численном интегрировании 

соответствующих квадратурных формул [20].

Шаг 5. Для определенных значений ind
, ,EW W



 ind
, ,SEW



 

,j
Wγ


 ,
S
jγ


 ,j
W∇ ⋅ γ


 ,
S
j∇ ⋅ γ


 ,Ψ  ∇Ψ в соответствую-

щих точках интегрирования с использованием 

выбранных квадратурных формул [20] и ,kT  

,kT
′′  la  составить соответствующую (11) систе-

му линейных уравнений и вычислить искомый 

вектор  коэффициентов J


  аппроксимации из (12).

Точность численного  решения внутренней за-

дачи электродинамики в БМ определяется раз-

мерностью составляемой системы линейных 

уравнений,  которая характеризуется мощно-

стью множества мультииндексов p  при за-

дании порядка аппроксимации .p ∈  На рис. 5 

представлены изменения рассчитываемой J


 на 

поверхности плоского  рефлектора (рис. 4) от p 

при численном решении задачи (11) БМ с пред-

ставлением числа узловых точек .p

Рис. 4. Геометрическое представление анализируемой зеркальной антенны
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Основное достоинство  БМ связано  с тем,  что  
он в сравнении с известными методами при оди-
наковом порядке аппроксимации позволяет су-
щественным образом (от 2,5 до  5 раз) повысить 
точность численного  решения внутренней зада-
чи электродинамики [2;  3;  11;  12].

Основной недостаток состоит в сложности ре-
шения задачи определения гармонических БК 
для ,W  которая возрастает в случае если W явля-
ется многосвязной областью и сложной относи-
тельно  геометрической формы структурой.
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About application the barycentric method  
in the numerical solution of internal  

problem of electrodynamics

I.S. Polyanskii

The main features of  the application of  the barycentric method in the numerical solution internal problem of  
electrodynamics with the allocation of  the limitations of  the method and its main stages are considered in the article. 
Methods for finding harmonic barycentric coordinates for a single-connected homogeneous analysis domain with a piece-
wise linear boundary are presented. In order to provide clarity and determine the preference for the use of  barycentric 
method,  the algorithm for solving the internal problem of  electrodynamics of  a mirror antenna,  including one source 
of  the electromagnetic field (irradiator) and a reflector is presented. Examples of  numerical calculation of  the current 
density on the reflector surface by the barycentric method depending on the order of  approximation are given. Advan-
tages and disadvantages of  the barycentric method are highlighted.

Keywords: barycentric method,  numerical solution internal problem of  electrodynamics,  harmonic barycentric co-
ordinates.
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