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Настоящая статья посвящена вопросам разработки корректных методов электродинамического  анализа микро-
полосковых антенн с подложками из киральных метаматериалов. Предложен метод анализа таких антенн на основе 
метода сингулярных интегральных представлений поля и метода поверхностных импедансов. Получено  сингулярное 
интегральное уравнение относительно  неизвестной функции распределения плотности тока по  излучателю. Показа-
ны два метода решения данного  уравнения: метод моментов и метод частичного  обращения оператора. Приведено  
исследование на сходимость. Выполнена апробация предложенного  метода на примере решения тестовой задачи с 
использованием программного  комплекса Feko.
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В последнее время особенно  актуальны-
ми становятся вопросы сокращения габаритов 
устройств современной радиоэлектроники. Осо-
бенно  это  касается антенной техники,  посколь-
ку именно  антенны являются одними из наибо-
лее крупногабаритных элементов. В портативных 
устройствах радиоэлектроники в большинстве 
случаев используются микрополосковые антен-
ны (МПА) в различном исполнении. Однако  в 
настоящее время традиционные подходы к со-
вершенствованию их характеристик практиче-
ски исчерпали себя.

Теоретические и экспериментальные исследо-
вания показывают,  что  один из относительно  
новых подходов к созданию МПА с улучшенны-
ми электрическими и массо-габаритными харак-
теристиками непосредственно  связан с приме-
нением метаматериалов в конструкции МПА,  в 
частности в качестве подложек [1–4]. Примене-
ние метаматериалов в конструкции МПА позво-
ляет существенно  уменьшить габариты,  ком-
пенсировать реактивность электрически малых 
антенн,  значительно  повысить направленность,  
улучшить согласование,  уменьшить взаимное 
влияние между излучателями в антенных ре-
шетках.

Среди метаматериалов особенно  следует вы-
делить киральные среды [5;  6],  представляющие 

собой диэлектрический контейнер  в котором 
определенным образом расположены проводя-
щие элементы зеркально-ассиметричной формы 
(спирали,  S-элементы,  Ω -элементы). Благода-
ря их уникальным электродинамическим свой-
ствам,  их применение в конструкции МПА по-
зволяет значительно  улучшить их характери-
стики.

С другой стороны,  на данный момент отсут-
ствует единая строгая теория МПА на их ос-
нове,  отсутствуют строгие самосогласованные 
физические и математические модели таких 
антенн,  а также методы их анализа и синтеза. 
Кроме того,  мало  изучены процессы,  явления 
и закономерности излучения электромагнитных 
волн такими антеннами,  недостаточно  исследо-
ваны их характеристики. В связи с этим,  суще-
ствует актуальная научная проблема развития 
теории МПА с подложками из метаматериала,  а 
также разработки адекватных методов их элек-
тродинамического  анализа,  обеспечивающих 
корректность,  точность и устойчивость решений.

В настоящее время можно  выделить два ос-
новных подхода к исследованиям МПА на осно-
ве киральных метаматерилов. Первый подход,  
пользующийся наибольшей популярностью,  
связан с использованием программных комплек-
сов электродинамического  моделирования,  та-
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ких как CST Microwave Studio,  Feko,  HFSS  и 
т.д. Как известно,  в основе данных пакетов за-
ложены численные алгоритмы,  предполагающие 
разбиение (дискретизацию) всего  пространства 
или его  части на элементарные ячейки. Здесь 
следует отметить,  что  дискретизация наруша-
ет исходную структуру объекта таким образом,  
что  его  свойства могут исказиться. Безусловно,  
что  по  мере уменьшения размеров ячеек и уве-
личения их числа,  поле,  рассчитанное с помо-
щью этих пакетов,  стремится к истинному полю 
в структуре,  то  есть имеется сходимость ите-
рационного  процесса,  но  решение задачи при 
большом количестве ячеек требует применения 
быстродействующих процессоров и больших 
объемов оперативной памяти. Поэтому необходи-
мо  искать компромисс между точностью реше-
ния,  временем и вычислительными ресурсами,  
необходимыми для его  реализации. Кроме того  
очень часто  при решении электродинамических 
задач даже небольшие искажения структуры 
могут вызывать существенные отклонения в вы-
численном поле. Это  происходит,  например,  в 
резонансных структурах,  к которым относятся 
и киральные среды. Поэтому,  такие программы 
нередко  выдают результаты,  которые просто  не 
соответствуют физическому смыслу. И вопрос 
«доверия» полученным результатам всегда оста-
ется открытым.

Другой подход к анализу подобных микропо-
лосковых структур  связан с разработкой элек-
тродинамических моделей МПА с подложками 
из метаматериала на основе интегральных урав-
нений Фредгольма первого  рода при представ-
лении поверхностных токов эквивалентным рас-
пределением [6;  7]. Существенным недостатком 
данных моделей является сложность получения 
устойчивого  решения,  вследствие некорректно-
сти математической задачи по  Адамару.

В целях устранения указанных недостатков,  
для корректного  электродинамического  анали-
за МПА на основе киральных метаматериалов 
предлагается использовать подход,  суть которо-
го  заключается в получении сингулярного  ин-
тегрального  представления электромагнитного  
поля,  которое при подстановке соответствующих 
граничных условий переходит в сингулярное ин-
тегральное уравнение (СИУ),  численное решение 
которого  является корректной математической 
задачей. Данный метод,  в отличие от самосогла-
сованного  подхода к решению электродинами-
ческих задач [8–10],  предполагает использова-

ние сторонних источников электрического  поля,  
что  в свою очередь,  приводит к неоднородным 
интегральным уравнениям.

1. Постановка задачи.  
Метод поверхностных импедансов

Рассмотрим микрополосковую антенну,  у ко-
торой подложка выполнена из кирального  ме-
таматериала,  толщиной ,d  и металлизирована с 
нижней стороны (рис. 1). Макроскопические па-
раметры киральной подложки при этом равны 

1,ε  1µ  и ,χ  где 1,ε  1µ  –  относительные диэлектри-
ческие и магнитные проницаемости,  а χ –  пара-
метр  киральности,  физический смысл которого,  
заключается в определении степени взаимосвя-
зи процессов магнитной и электрической поля-
ризаций в среде. На данной подложке располо-
жен бесконечно  тонкий и идеально  проводящий 
прямоугольный симметричный излучатель дли-
ной 2l и шириной 2 .a  Над излучателем находится 
диэлектрическое полупространство,  у которого  
относительные диэлектрические и магнитные 
проницаемости равны 2,ε  2.µ

Было  положено,  что  излучатель является 
достаточно  узким,  в связи с чем,  поперечной 
составляющей поверхностной плотности тока 
можно  пренебречь ( )0, .yη = η



 В зазор  излучате-
ля шириной 2b подключен источник электродви-
жущей силы,  обеспечивающий непрерывность 
функции поверхностной плотности тока в зазоре 
и на поверхности излучателя. Предполагалось 
также,  что  тангенциальная составляющая на-
пряженности стороннего  поля имеет лишь одну 
продольную компоненту { }0, ,0 .ст ст

yE Eτ =


 Кроме 
того,  на поверхности плоского  излучателя пред-
полагается выполнение граничных условий:

( ) ( ), , 0,y yx l x lη − = η + =

( ), 0E x yτ =


 при [ ], ,x a a∈ −  [ ] [ ], , ,y l b b l∈ − − ∪  (1)

( ) ст,E x y Eτ τ= −
 

 при [ ], ,x a a∈ −  [ ], .y b b∈ −

Для решения задач электродинамического  
анализа был использован метод поверхностных 

Рис. 1. Структура МПА

АНАЛИЗ МИКРОПОЛОСКОВЫХ АНТЕНН С ПОДЛОЖКАМИ ...
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импедансов. Суть метода поверхностных им-
педансов заключается в определении матрицы 
поверхностных импедансов,  связывающей Фу-
рье-образ { }ф x yT T ,T=



 тангенциальной составля-
ющей напряженности электрического  поля Eτ



 с 
Фурье-образом { },x yF F F=



 поверхностной плот-
ности тока на излучателе :η



11 12

21 22
,y y

x x

T Z Z F

T Z Z F

     
=     

     
 (2)

где ijZ  ( ), 1,2i j =  –  элементы матрицы поверх-
ностных импедансов [ ] ,Z  которые являются 
функциями переменных β и h Фурье-простран-
ства ( ), .ij ijZ Z h= β

В связи с этим,  возникает необходимость раз-
ложения напряженностей электрического  E



 и 
магнитного  H



 полей,  а также поверхностной 
плотности тока η



 в интеграл Фурье.
Элементы матрицы поверхностных импедансов 

ijZ  ( ), 1,2i j =  определяются через элементы ма-
трицы поверхностных адмитансов ijY  ( ), 1,2 ,i j =  
которые,  в свою очередь,  определяются через 
элементы матрицы входных адмитансов кираль-
ного  слоя (киральной подложки) ( )1

ijY  ( ), 1,2i j =  
и диэлектрического  полупространства ( )2

ijY  

( ), 1,2 .i j =  Выражение для определения элемен-
тов матрицы поверхностных адмитансов имеет 
следующий вид:

( ) ( )2 1
,ij ij ijY Y Y= −  (3)

где ( )1
ijY  и ( )2

ijY  ( ), 1,2i j =  –  элементы матриц 
входных адмитансов кирального  и диэлектриче-
ского  слоев,  соответственно.

Следует отметить,  что  матрица поверхност-
ных адмитансов является обратной матрицей 
поверхностных импедансов,  в связи с чем,  эле-
менты матрицы поверхностных импедансов бу-
дут определяться следующим образом:

11 22 12 12

21 21 22 11

, ,

, ,

Z Y Z Y

Z Y Z Y

= ∆ = − ∆
= − ∆ = ∆

 (4)

где 11 22 12 21.Y Y Y Y∆ = −
Ниже приведено  выражение для определения 

элементов матрицы входных адмитансов:

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1,2 1,2 1 2 1 2
11 12

1,2 1 2 1 2 1 2
21 22

, ,
x y

, , ,
y x

M Y Y T
,

M TY Y

     
     =
         

 (5)

где ( )1 ,xT  ( )1 ,yT  ( )1 ,xM  ( )1
yM  –  выражения Фурье-об-

разов тангенциальных составляющих напря-
женности электрического  и магнитного  поля,  
соответственно,  в киральном метаматериале. 

( )2 ,xT  ( )2 ,yT  ( )2 ,xM  ( )2
yM  –  выражения Фурье-обра-

зов тангенциальных составляющих напряженно-
сти электрического  и магнитного  поля,  соответ-
ственно,  в диэлектрическом полупространстве.

2. Определение элементов матрицы 
входных импедансов

В большинстве случаев в основе исследований 
киральных сред лежит феноменологическая те-
ория,  которая предполагает использование сле-
дующих материальных уравнений [5;  6].

0 1 0 0

0 1 0 0

,

,

D E i H

B H i E

= ε ε χ ε µ

= µ µ ± χ ε µ

 



 

 (6)

где 0,ε  0µ  –  электрическая и магнитная посто-
янные.

В данных выражениях присутствует пара-
метр  киральности ,χ  характеризующий степень 
взаимосвязи процессов электрической и маг-
нитной поляризаций в среде. Следует отметить,  
что  здесь и далее верхние знаки в выражении 
(6) соответствуют киральной среде на основе 
«правосторонних» элементов (например,  право-
винтовых спиралей),  а нижние знаки –  кираль-
ной среде на основе «левосторонних» элементов 
(соответственно,  левовинтовых спиралей).

С учетом вышеприведенных материальных 
уравнений,  дифференциальные уравнения Мак-
свелла для кирального  слоя запишутся так:

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11
1 1

0 1

11
1 1

0 1

,

,

yz
x x

yz
x x

EE
i H k E

y z

HH
i E k H

y z

∂∂
− = − ωµ µ ± χ

∂ ∂

∂∂
− = ωε ε ± χ

∂ ∂

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11
1 1

0 1

11
1 1

0 1

,

,

zx
y y

zx
y y

EE
i H k E

z x

HH
i E k H

z x

∂∂
− = − ωµ µ ± χ

∂ ∂

∂∂
− = ωε ε ± χ

∂ ∂

 (7)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1

0 1

1 1
1 1

0 1

,

,

y x
z z

y x
z z

E E
i H k E

x y

H H
i E k H

x y

∂ ∂
− = − ωµ µ ± χ

∂ ∂

∂ ∂
− = ωε ε ± χ

∂ ∂

где ω –  циклическая частота;  0 0k = ω ε µ  –  вол-
новое число.

Из системы уравнений (7),  путем алгебраиче-
ских преобразований,  выразим ( )1 ,xE  ( )1

xH  через 
( )1 ,yE  ( )1 ,yH  а затем разложим составляющие ( )1 ,xE  
( )1 ,xH  ( )1 ,yE  ( )1

yH  в интеграл Фурье. В результате 
получим выражения связи для тангенциальных 
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составляющих Фурье-образов напряженностей 
электрического  и магнитного  полей ( )1( ,xT  ( )1 ,xM  с 
( )1 ,yT  ( )1 ):yM

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1
1 1

0 1

1
1

0 1

1
1 1

0 1

1
1

0 1

,

,

y
x y

y
y

y
x y

y
y

T
M a h hM i s h

z

M
q h h i hT

z

M
T a h hT i s h

z

T
q h h i hM

z

 ∂
= −β − ωε ε

∂


∂
± ζ ωε ε β

∂ 


 ∂
= −β + ωµ µ

∂


∂
ζ ωµ µ β

∂ 








 

 (8)

где

( )
( )( )

( )

( )( )

22 2
1 1

12 2
1 1

222 2
1 1

1

4
1 ,

a h
k k h

k k

k k h

−

= ×
ε µ + χ −

 χ ε µ
 × −
 ε µ + χ − 
 

( )
( )( )22 2

1 1

2
,

k
h

k k h

χ
ζ =

ε µ + χ −

( ) ( )
( )( )

2

22 2
1 1

2
1 ,

k
s h

k k h

χ
= −

ε µ + χ −

( )
( )( )

2
1 1

22 2
1 1

1

2
.

k k
q h k

k k h

ε µ χ
= χ −

ε µ + χ −

В свою очередь,  ( )1
yT  и ( )1

yM  определяются из 
следующей системы дифференциальных урав-
нений [5]:

( )
( )

2 2 2
1 1 0 1

2 2 2
1 1 0 1

2 0,

2 0.

E k E i k H

H k H i k E

∇ + ε µ + χ ωµ µ χ =

∇ + ε µ + χ ± ωε ε χ =

  



 

 (9)

В связи с тем,  что  требуется определить вы-
ражения Фурье-образов составляющих электри-
ческого  и магнитного  полей ( )1 ,yT  ( )1 ,yM  то  также 
разложим выражения (9) в интеграл Фурье,  а 
затем возьмем производные по  x и y:

( )

( )

2
2 2 2 2

1 12

0 1

2
2 2 2 2

1 12

0 1

2 0,

2 0.

T
k h T

z

i k M

M
k h M

z

i k T

∂  + ε µ + χ − β −
 ∂

ωµ µ χ =

∂  + ε µ + χ − β − ±
 ∂

± ωε ε χ =

















 (10)

Выражения ( )1
yT  и ( )1

yM  определяются из реше-
ния данной системы дифференциальных урав-

нений относительно  Фурье-образов (10). При 

этом следует учитывать граничное условие: 
( ) ( )1 0 0.yT z = =

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1

1 0 1

0 1

sin sin ,

sin sin ,

y R R L L

y R R L L

T C z C z

M i C z C z

= ± γ + γ

ε ε
= γ − γ

µ µ

 (11)

где

( )

( )

22 2 2

22 2 2

1 1

;

;

;

R

L

k n h

k n h

n

γ = + χ − β −

γ = − χ − β −

= ε µ

,RC  LC  –  некоторые константы.

В результате из матрицы (5) были получены 

выражения элементов матрицы входных адми-

тансов кирального  слоя:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

1
11

1
0 1 12

1
12

0 1

,

, , ,
,

sin sin

,
, ,

,

R L

Y h

a h i h Y h w h

z z

w h
Y h

i h

+ +

−

−

β =

 ωε ε ν β − β β  =
± γ + γ

β
β =

ωµ µ ν β

 (12)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1 22

21

1
22

0 1

,
, , ,

sin sin

sin sin
, ,

,

R L

R L

a h Y h
Y h w h

z z

z z
Y h

i h a h

+

−

β
β = β

γ + γ

γ − γ
β =

ωµ µ ν β



где

( )
( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

,

cos cos

sin sin ,

R R L L

R L

h

s h z z

h h z z

+ν β =

= − ± γ γ + γ γ +

+ ζ β γ + γ

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

,

cos cos

sin sin ,

R R L L

R L

h

s h z z

h h z z

−ν β =

= − γ γ − γ γ ±

± ζ β γ − γ

( )
( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

,

sin sin

cos cos ,

R L

R R L L

w h

h z z

q h z z

+ β =

= −β ± γ + γ

± γ γ + γ γ





( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

,

sin sin

cos cos .

R L

R R L L

w h

h z z

q h z z

− β =

= β γ − γ ±

± γ γ − γ γ

Таким образом,  данные выражения позволя-

ют определить элементы матрицы входных ад-

митансов кирального  слоя на основе «право-» и 
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«левосторонних» проводящих включений зер-
кально-ассиметричной формы. 

Выражения для элементов матрицы входных 
адмитансов ( )2

11( ,Y  ( )2
12 ,Y  ( )2

21 ,Y  ( )2
22 )Y  диэлектриче-

ского  полупространства определяются анало-
гичным образом и приведены в монографии [11].

3. Математическая модель 
микрополосковой антенны  
с киральной подложкой.  

Метод сингулярных интегральных 
представлений поля

На поверхности излучателя и киральной сре-
ды должны выполняться следующие граничные 
условия:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

2 1 2 1

, ,

, ,

x x y y

x y y y x x

E E E E

H H H H

= =

η = − η = −
 (13)

где ( )1
xE  и ( )2 ,xE  ( )1

yE  и ( )2
yE  –  соответственно  x- и 

y-составляющие вектора напряженности элек-
трического  поля на границе раздела в кираль-
ной среде и в верхнем полупространстве,  ( )1

xH  и 
( )2 ,xH  ( )1

yH  и ( )2
yH  –  x- и y-составляющие вектора 

напряженности магнитного  поля на границе раз-
дела в киральной среде и в верхнем полупро-
странстве,  ,xη  yη  –  x- и y-составляющие век-
тора плотности тока на поверхности излучателя 
(киральной среды).

Так как излучатель МПА является узким,  то  
поперечная составляющая плотности тока xη  
много  меньше продольной ,yη  поэтому определя-
ются лишь элемент 11,Z  поскольку,  как следует 
из (2),  данные элементы связывают Фурье-об-
разы продольной составляющей напряженности 
электрического  поля с Фурье-образом продоль-
ной составляющей поверхностной плотности 
тока:

11 ,y yT Z F=  (14)

Поскольку выражения (14) записаны относи-
тельно  Фурье-образов,  то  применим к ним об-
ратное преобразование Фурье,  а также учтем 
то,  что  плотность тока равна нулю везде,  кроме 
излучателя. В итоге получаем следующее выра-
жение для определения напряженности поля на 
поверхности излучателя:

( )

( ) ( )

, ,

, , ; , .

ст
y

a l

y

a l

E x y d

x y Z x y x y dx dyΣ

− −

=

′ ′ ′ ′ ′ ′= η∫ ∫
 (15)

где

( )

( ) ( ) ( )
112

, , ,

1
, .

4

i x x ih y y

Z x y x y

Z h e e d dh

Σ

∞ ∞
′ ′− β − − −

−∞ −∞

′ ′ =

= β β
π ∫ ∫

Поскольку излучатель достаточно  узкий,  то  
поперечную вариацию продольной составляю-
щей поверхностной плотности тока можно  пред-
ставить в виде квазистатического  приближения: 

( )'y xη = ( )21 1 ' ,x a−  поэтому функция рас-
пределения поверхностной плотности тока при-
нимает следующий вид:

( ) ( )
( )2

'
', ' ,

1 '
y

f y
x y

x a
η =

−
 (16)

где ( )'f y  –  неизвестная функция,  описывающая 
продольное распределение плотности тока.

Несобственный интеграл в выражении (16) 
является расходящимся,  поэтому для устра-
нения расходимости вычтем и прибавим слага-
емое с асимптотическим сомножителем ( )11 ,Z h∞  
а затем произведем подстановку выражения 
(16) в (15),  при этом учитывая граничное усло-
вие ( ) ( ) 0f l f l− = =  и производя интегрирование 
получившегося выражения по  частям по  y’,  а 
также проведя ряд алгебраических операций,  
получим интегральное уравнение относительно  
неизвестной функции ( ) ( ) :f y df y dy′ ′ ′ ′=

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

11
2

11
2

, ,

' '
, ; ,

1 '

' '
, ; , ,

1 '

y

a l

a l

a l

a l

E x y d

f y
Z x y x y dx dy

x a

f y
Z x y x y dx dy

x a

∑

− −

∞

− −

=

′ ′ ′ ′= ∆ +
−

′ ′ ′ ′+
−

∫ ∫

∫ ∫

 (17)

где

( ) ( )

( ) ( )

11 112

1 1
, , , ,

4

.i x x ih y y

Z x y x y Z h
ih

e e d dh

Σ
∞ ∞

−∞ −∞
′ ′− β − − −

′ ′∆ = − ∆ β ×
π

× β

∫ ∫

( ) ( ) ( )11 11 11, , ;Z h Z h Z h∞∆ β = β −

( )11Z h∞  –  это  ( )11 , | | .приZ h hβ → ∞

Асимптотическое представление элемента ма-
трицы поверхностных импедансов ( )11 ,Z hβ  при 
| |h → ∞ имеет следующий вид:

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

11 11

0 1 2
22

1 2 1 2

,

| | .

Z h Z h
h

i
h

k k

∞β → =
→ ∞

ωµ µ + µ
=

ε + ε µ + µ − χ

 (18)
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Таким образом,  подставляя асимптотическое 
представление (18) в выражение (17),  при этом 
учитывая ряд табличных интегралов,  полу-
чим сингулярное интегральное представление 
тангенциальной составляющей электрического  
поля ( ), , :yE x y z

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

11

, ,

1
, , '

4

,

'
,

l

y

l

ih y yi x

l

l

E x y d af y J a

Z h
e e d dhdy

ih

C af y
x dy

y y

∞ ∞

− −∞ −∞

′− −− β

ε µ χ

−

′= − β ×
π

∆ β
′× β −

′
′− ζ

′π −

∫ ∫ ∫

∫

 (19)

где
( )

( ) ( ) ( )( )
0 1 2

, , 22
1 2 1 2

,
i

C
k k

ε µ χ
ωµ µ + µ

=
ε + ε µ + µ − χ

( ) 2 2

1
, | | ,

0, | | .

x a
x a x

x a

 <ζ =  −
 >

Подставляя в выражение (19) граничные усло-
вия (1),  которые,  вообще говоря,  справедливы в 
любой точке излучателя,  получим сингулярное 
интегральное уравнение с особенностью Коши 
относительно  неизвестной функции ( )' ,f y′  ха-
рактеризующей продольное распределение плот-
ности тока по  излучателю.

( ) ( )'1
,

l

l

af y
dy F y

y y
−

′
′ =

′π −∫  (20)

где 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1
' , ;

4

l

l

a
F y y af y K y y dy

Cε µ χ −

′ ′ ′= σν −
π ∫

( ) ( )

( ) ( )

0
, ,

11

1
,

4

,
;ih y y

a
K y y J a

C

Z h
e d dh

ih

∞ ∞

ε µ χ −∞ −∞

′− −

′ = β ×
π

∆ β
× β

∫ ∫

, ,

1 2 1 1
;

2 c

a l
i V

Z a Cε µ χ

π
σ =

λ

( )v y  –  профиль напряжения в зазоре вибрато-
ра;  02V bE=  –  величина напряжения в зазоре;

cZ  –  волновое сопротивление среды.
В дальнейшем для численных расчетов пред-

полагается использование безразмерных вели-
чин: / ,a λ  / ,l λ  / ,d λ  / ,b l  поэтому были введе-
ны новые переменные: ,aα = β  ,haξ =  / ,t y l=  

/ .t y l′ ′=
Данное уравнение было  решено  несколькими 

методами. Во-первых,  использовался широко  

известный метод моментов (MoM). При этом в 
качестве базисных функций использовались по-
линомы Чебышева 1-го  рода:

( ) ( )
2

1

'
' ' ;

1 '

n n

n

A T t
af t

t

∞

=

=
−

∑  (21)

Выбор  такой базисной функции был обуслов-
лен наличием возможности аналитического  вы-
числения следующих интегралов:

( )
( )

( )

( ) ( )

1

1
2

1

1

2
1

'
' ;

1 ' '

, 0,
' '

' / 2, ,
1 ' 0, .

n
n

n p

T t
dt U t

t t t

p n
T t T t

dt p n
t p n

−
−

−

= π
− −

π = =
= π =

−  ≠

∫

∫
 (22)

По  этой же причине в качестве весовых функ-
ций были выбраны полиномы Чебышева 2-го  
рода:

( ) ( )
1

2
1 1

1

/ 2, ,
1

0, .m k
m k

U t U t t dt
m k− −

−

π =
− =  ≠∫  (23)

Были также разложены экспоненты в ядре 
СИУ по  функциям Бесселя и полиномам Чебы-
шева 1-го  и 2-го  рода:

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

'

0,1

2
/ ,

/

2 / ' ,
1

l
i t ka

k k
k

l pi t
a

p p
pp

i
e i kJ l a U t

l a

i
e J l a T t

∞− ξ −
−

=

∞ξ

=

= ξ
ξ

= ξ
+ δ

∑

∑
 (24)

где 0,pδ  –  символ Кронекера,  

0,
1, 0,

0, 0.p
p

p

=
δ =  ≠
С учетом вышеизложенного,  задача свелась 

к следующей системе линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ),  относительно  неизвестных 
коэффициентов .mA

( ) ( )

( )

/
2

1

/

1

,
0,1

2
1

.
1

b l

m

b l

n m

m n m n
nn

t U t v t dt

mi
A A

−
−

∞ − +

=

σ − =
π

= + ς
+ δ

∫

∑
 (25)

Функция продольного  распределения плот-
ности тока на излучателе определяется следу-
ющим образом:

( ) ( ) ( )

( )

21 1
1

2
1

1

'
' ' ' '

1 '

1 .

t t n n

n

n
n

n

A T t
af t af t dt dt

t

A
t U t

n

∞

− −
=

∞

−
=

= = =
−

= − −

∑∫ ∫

∑
 (26)
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В свою очередь,  токовая функция определя-
ется как:

( ) ( )

( )
( )

( )
2

,

.
1

a

y y

a
a

a

I t x t dx

f t
dx a f t

x a

−

−

= η =

= = π
−

∫

∫
 (27)

На рис. 2 приведены результаты расчета дей-
ствительной (рис. 2,  а) и мнимой (рис. 2,  б) ча-
стей токовой функции при различном количе-
стве членов аппроксимирующего  ряда (26).

Из приведенных графиков видно,  что  количе-
ство  членов ряда оказывает достаточно  сильное 
влияние на функцию распределения тока

Данное уравнение решалось с помощью мето-
да частичного  обращения оператора (МЧОО),  
суть которого  состоит в сведении сингулярно-
го  уравнения (20) к интегральному уравнению 
Фредгольма второго  рода с помощью формулы 
обращения интеграла типа Коши не ограничен-
ного  на интервале [ ]1;1 :−

( ) ( )
1 2

0
2

1

1 1 '
' ' ' ,

'1

t
af t a F t dt

t tt −

 − = π −
− π −  

∫   (28)

где 0 0a =  –  константа,  определяемая из усло-
вия ( ) ( ) 0.f l f l− = =

Обозначая

( ) ( )
( )

( )0

0

/ 2

/

1 '
' ',

'

l b l

l b l

t
Int t v t dt

t t

+

−

−
=

−∫

где [ ]0 ;l l l∈ −  –  точка возбуждения,  и учитывая 
(21) в результате получим интегральное уравне-
ние Фредгольма второго  рода относительно  не-
известной функции ( )' :af t

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 1 2

1 1

1
'

1 1

1 '
' '' ', '' '' '.

'

Int t
af t

t t

t
af t K t t dt dt

t t
− −

σ
= − − ×

π − π −

−
×

−∫ ∫
 (29)

Второе слагаемое в правой части интегрально-

го  уравнения (29) выразим через функцию ( ) ,tϕ  

в результате чего,  выражение (29) перепишется 

следующим образом:

( ) ( ) ( )
2

' ,
1

Int t t
af t

t

+ ϕσ
= −

π −
  (30)

где

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2

2
1 1

'' ''1 1 '

' 1 ''

', '' '' ' .

Int t tt
t

t t t

K t t dt dt
− −

+ ϕ−
ϕ = − ×

π − −

×

∫ ∫

Аналогично,  как и в случае с MoM,  разложим 

экспоненциальные функции в ряд по  полиномам 

Чебышева и функциям Бесселя (24),  а также уч-

тем интегралы (22),  (23) и в результате получим 

следующее выражение:

( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
0,1

0

1

2
1

1
4

1

'' ''
'' '' ,

1 ''

n k

n k
nk

n

n k

ki
t i

Int t t
T t dt T t

t

∞ −

=
=

−

ϕ = ς ×
π + δ

+ ϕ
× ×

−

∑

∫

 (31)

где

( ) ( ) ( ),
/ /1

.
2

n k
n k

J l a J l a
g d

∞

−∞

ξ ξ
ς = ∆ ξ ξ

ξ∫
Неизвестную функцию ( ) ,tϕ  можно  предста-

вить в виде разложения в ряд по  полиномам Че-

бышева 1-го  рода:

Рис. 2. Распределение тока по  излучателю МПА (MoM)
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( ) ( )
1

.k k
k

t A T t
∞

=

ϕ = ∑  (32)

В результате получаем систему линейных ал-
гебраических уравнений для определения коэф-
фициентов :kA

,
1

4
,

2

1... ,

N
n k

k n k n n
n

i
A ki Int A

k N

−

=

π = ς + π  

=

∑  (33)

где

( ) ( )1

2
1

'' ''
''.

1 ''

n
n

Int t T t
Int dt

t−

=
−

∫
Окончательно  получаем выражение для функ-

ции ( ) :af t

( )

( ) ( )2 1

2
11

'
' 1 .

1 '

t N
k k

k

af t

Int t A U t
dt t

kt

−

=−

=

 σ  = − − −
π  − 

∑∫
 (35)

Следует отметить,  что  в возбуждение задает-
ся функцией ( ) .v t  Данная функция выбирается,  
вообще говоря,  произвольным образом,  но  к ней 
предъявляется ряд требований,  связанных с во-
просами сходимости интеграла в выражении для 

( ) .Int t  В частности,  функция ( )v t  должна быть 
непрерывна в области зазора и равна нулю на 
его  краях,  что,  в свою очередь,  соответствует 
физической действительности. Других ограниче-
ний к выбору функции возбуждения не возни-
кает. С учетом этого,  в качестве такой функции 

( )v t  была выбрана функция ( )'v t  вида:

( ) ( ) ( )( )
0

2
0

0

0, / ;

' 1 / ,

/ .

t l b l

v t v t t l l b

t l b l

 − >

= = − −


− <

 (36)

В ходе численных расчетов было  выявлено,  
что  основными параметрами,  которые значи-
тельно  влияют на сходимость алгоритма,  явля-
ются maxξ  –  предельное значение переменной 
интегрирования несобственного  интеграла по  h 
в (31),  при котором достигается требуемая точ-
ность вычислений и N –  число  членов ряда,  со-
стоящего  из полиномов Чебышева,  умноженных 
на соответствующие коэффициенты (32). Безус-
ловно,  от выбора значений данных параметров 
будет зависеть точность вычислений,  а кроме 
того,  еще и сходимость всего  метода в целом,  
поэтому достаточно  важной задачей является 
определение их оптимального  значения.

Для исследования численного  алгоритма на 
сходимость предлагается использовать значения 
функции распределения тока,  определенные в 
точках,  соответствующих центру излучателя 
( )0 ,t =  и вычисленные для разных нормирован-
ных длин излучателя /l λ (от 0.25λ до  2 ,λ  где 
λ –  длина волны) при различных значениях 
параметра киральности и относительной диэ-
лектрической проницаемости,  а также при раз-
личных типах киральной подложки. Под типа-
ми подложек понимаются киральные подложки,  
выполненные на основе «лево-» и «правосторон-
них» включений. 

В результате данного  исследования была оце-
нена относительная погрешность вычислений и 
определены оптимальные значения параметров 

maxξ  и N для различных длин излучателя,  а 
также для различных значений параметра ки-
ральности. Под истинным значением будем по-
нимать значения функции распределения тока,  
определенные при максимальных значениях 

maxξ  и N. Графики зависимостей погрешностей 
от maxξ ,  а также от N приведены на рис. 3.

Рис. 3. Зависимости относительных погрешностей от maxξ  (а) и от N (б)
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Метод МЧОО относительно  параметра maxξ  
обладает достаточно  быстрой сходимостью. Ис-
ходя из соображений ресурсоемкости метода и 
точности расчета,  при численных расчетах,  в 
зависимости от макроскопических параметров 
киральной среды,  из которых наиболее важным 
является параметр  киральности,  а также типа 

подложки,  значение параметра maxξ  следует 
выбирать равным не более 20. С другой стороны,  
гораздо  сильнее влияние оказывает количество  
членов аппроксимирующего  ряда N.

На рис. 4 приведены распределения тока 
по  излучателю МПА,  вычисленные с помо-
щью МЧОО при 10N =  (рис. 4,  а) и при 40N =  

Рис. 5. Зависимость входного  импеданса от /l λ  (MoM и МЧОО)

Рис. 4. Распределение тока по  излучателю МПА (MoM и МЧОО)
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(рис. 4,  б). Приведены также распределения 
тока,  вычисленные MoM при 40.N =

Как видно,  данные графики совпадают,  од-
нако  при использовании МЧОО количество  не-
обходимых членов аппроксимирующего  ряда 
для точного  определения токовой функции со-
ставляет всего  10,  в то  время как для MoM –  
40,  что,  в свою очередь,  несомненно,  скажется 
на времени вычисления. Однако  использование 
MoM является более простым решением с мате-
матической точки зрения,  что  важно  при реше-
нии сложных задач.

Ниже,  на рис. 5 приведены зависимости вход-
ного  импеданса от длины плеча излучателя 
нормированной на длину волны,  вычисленные 
разными методами (MoM и МЧОО) при 1 1ε =  и 

0.3χ =  для киральной подложки на основе пра-
восторонних элементов. При этом количество  
членов ряда МЧОО выбиралось постоянным и 
равным 30. На рис. 5,  а представлены действи-
тельные (слева) и мнимые (справа) части вход-
ного  импеданса МПА с киральной подложкой,  
вычисленные при использовании MoM c числом 
членов ряда,  равном 30,  а на рис. 5,  б –  при 
количестве членов ряда,  равном 55.

При этом входное сопротивление микрополо-
сковой антенны определяется следующим обра-
зом:

,
( 0)in

V
Z

I t
=

=
 (37)

где ( 0)I t =  –  значение функции распределения 
тока,  в зазоре вибратора. 

При расчете характеристик микрополосковой 
антенны с киральной подложкой значение на-
пряжения в зазоре вибратора было  положено  
равным 1 В 0( 2 1V bE= =  В).

Очевидно,  что  при дальнейшем увеличении 
числа членов аппроксимирующего  ряда данные 
функции совпадут.

На рис. 6 представлен график функции рас-
пределения тока по  излучателю,  полученный 
методом МЧОО,  а также с помощью программ-
ного  комплекса Feko 7.0 при 1 1ε =  и 0.χ =  Такой 
набор  параметров соответствует МПА с диэ-
лектрической подложкой. Как видно  из данного  
графика,  данные токовые функции практически 
совпадают,  что,  в свою очередь,  свидетельству-
ет об адекватности предложенного  метода элек-
тродинамического  анализа.

Таким образом,  предложенный подход к ана-
лизу МПА с подложками из кирального  мета-
материала,  позволяет корректно  рассчитывать 
распределение тока. Знание токовой функции,  
в свою очередь,  позволяет рассчитывать поле в 
любой точке пространства,  включая ближнюю 
зону,  а кроме того,  определять другие характе-
ристики антенны. Предложенный подход может 
быть обобщен на случай различных типов излу-
чателей (спиральные,  кольцевые,  фрактальные 
и т.п.),  а также на случай многослойных структур.
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Analysis of microstrip antennas with chiral  
metamaterials substrates by method  

of singular integral equations
A.M. Neshcheret

This article is devoted to the development of  correct methods of  electrodynamic analysis of  microstrip antennas 
with substrates of  chiral metamaterials. The method of  analysis of  such antennas based on the method of  singular 
integral representations of  the field and the method of  surface impedances is proposed. A singular integral equation 
for the unknown function of  the current density distribution over the radiator is obtained. Two methods of  solving this 
equation are shown: the method of  moments and the method of  partial reversal of  the operator. A convergence study 
was conducted. The approbation of  the proposed method on the example of  solving the test problem using the Feko 
software complex  is performed.

Keywords: metamaterial,  chiral environment,  microstrip antenna,  singular integral equation,  convergence,  correct 
a math problem.
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