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Аннотация – Рассмотрено взаимодействие электромагнитной волны, как детерминированного волнового процесса, 
распространяющегося в атмосфере и атмосферной турбулентности, как стационарного стохастического волнового 
процесса. Получено дифференциальное уравнение для флуктуаций эйконала электромагнитной волны. На основе этого 
уравнения исследовано возникновение флуктуаций амплитуды и фазы электромагнитной волны при распространении 
радиосигнала в турбулентной атмосфере. В частности, получены и решены дифференциальные уравнения для флуктуаций 
амплитуды и фазы электромагнитной волны, вызванных турбулентными пульсациями показателя преломления 
атмосферы. Рассмотрены Фурье-спектры двухточечных корреляций показателя преломления атмосферы, амплитуды и 
фазы электромагнитной волны. Получены и методом введения функции Грина решены дифференциальные уравнения 
для этих корреляций. На основе анализа различных волновых диапазонов энергетического спектра атмосферной 
турбулентности найдены зависимости Фурье-спектров амплитуды и фазы радиосигнала от параметров электромагнитной 
волны и турбулентности атмосферы.
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Введение

Случайные изменения параметров атмосферы 
оказывают существенное влияние на работу ра-
диолиний [1]. Свойства радиолиний в тропосфере, 
стратосфере и ионосфере определяются многими 
параметрами: солнечной активностью, тепловыми 
режимами [2; 3], влажностью воздуха [4; 5], плотно-
стью среды и т. д. Качественная передача радио-
сигнала является главной целью развития сетей 
связи в Российской Федерации [6]. Не последнюю 
роль в качественной передаче радиосигнала игра-
ют случайные турбулентные флуктуации воздуха.

В настоящей работе на основе модели взаимо-
действия детерминированного волнового процес-
са распространения передающей информацион-
ный сигнал радиоволны в турбулентной атмосфере 
и стохастического волнового процесса турбулент-
ности атмосферы [7] рассмотрим флуктуации (или 
пульсации) амплитуды и фазы электромагнитной 
волны, влияющие на качество принимаемого ра-
диосигнала. В радиофизике обычно используется 
термин «флуктуации», в теории турбулентности 
чаще используют термин «пульсации». В  данной 
работе будем считать, что флуктуации параме-

тров радиоволн возникают за счет турбулентности 
атмосферы.

1. Флуктуации эйконала 
электромагнитной волны

В [7] было использовано уравнение для электри-
ческого поля в электромагнитной волне в виде

= rotrot ,k D E2 	 (1)

где /( )n= +D E1 2  – индукция электрического поля 
[7]; E  – напряженность электрического поля, /n  – 
турбулентные пульсации показателя преломления 
атмосферы; k – волновой вектор электромагнит-
ной волны.

Подставляя в (1) величину = + /( )nD E1 2  и ис-
пользуя известную формулу векторного анализа, 
находим + ≈/k k nE E2 22 −∆ +graddiv .E E  Пренебре-
гая вторым слагаемым в правой части в соответ-
ствии с уравнением =div ,D 0  имеем:

∆ + ≈ − / .k k nE E E2 22 	 (2)

Для любых декартовых компонент Е вектора Е 
уравнение (2) можно записать в скалярном виде:

∆ + ≈ − / .E k E k n E2 22 	 (3)
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Аналогично [7] полагаем, что на некоторый ус-
ловно выделенный объем V, рис. 1, в котором име-
ются турбулентные пульсации атмосферы, падает 
плоская электромагнитная волна с напряженно-
стью электрического поля в волне:

= ,iA e kXE p0 0 	 (4)

где Х – координата распространения падающей 
волны; p – единичный вектор в плоскости колеба-
ний вектора ,E0  перпендикулярный направлению 
распространения волны, т. е. волновому вектору k; 
À0  – амплитуда волны; kX  – фаза волны. Объем V 
лежит в области ,>X 0  а плоскость =X 0  является 
левой границей этого объема.

В результате воздействия турбулентных пуль-
саций в объеме V скалярные компоненты элек-
трического поля в этом объеме можно записать в  
виде

ϕ= = ,iSE Ae e 	 (5)

где А – амплитуда электромагнитной волны; S – ее 
фаза, а
ϕ = +ln ,A iS 	 (6)

т.  н. эйконал электромагнитной волны, который 
для падающей волны E0  имеет вид ϕ = +ln .A iS0 0 0

Флуктуации эйконала за счет турбулентных 
пульсаций можно найти по формуле

( ) 
ϕ = ϕ−ϕ = + − = χ +  

 

/ / /ln ,A i S S iS
A0 0

0
	 (7)

где параметр ( )χ =/ ln /A A0  характеризует флук-
туации амплитуды, а величина = −/S S S0  – флук-
туации фазы электромагнитной волны за счет тур-
булентных пульсаций.

Учитывая ϕ = ϕ + ϕ/
0  и, следовательно, =E

/
,eϕ +ϕ= 0  из уравнения (2) получаем:

( ) ( )∆ ϕ + ϕ +∇ ϕ +ϕ + = −/ / / .k k n2 2 2
0 0 2 	 (8)

В соответствии с (4) эйконал падающей волны 
равен ϕ =0 +ln ,A ikX0  следовательно, ∇ϕ = ik0  и 
∆ϕ = ,0 0  поэтому уравнение (8) преобразуется к 
виду

( )∆ϕ + +∇ϕ ∇ϕ = −/ / / / .ik k n22 2 	 (9)

Уравнение (9) является нелинейным уравнени-
ем, но, учитывая малость турбулентных пульса-
ций эйконала ϕ/ ,  можно предположить ∇ϕ

/ik2  
и уравнение флуктуаций эйконала (9) записать в 
линейном виде:

∆ϕ + ∇ϕ = −/ / / .ik k n22 2 	 (10)

Применим уравнение (10) к конкретной геоме-
трии, рис. 1. Направление вдоль координаты Х яв-
ляется выделенным, т. к. вдоль этого направления 
распространяется электромагнитная волна. Флук-
туации эйконала ( )ϕ/ Õ  по оси Х можно считать 
результатом наложения на электромагнитную 
волну рассеянных волн в слое dX объема V, рис. 1. 
Тогда уравнение (10) можно записать в виде

∂ϕ
∆ϕ + = −

∂

/
/ / ,ik k n

Õ
22 2 	 (11)

где

∂ ϕ ∂ ϕ
∆ϕ = +

∂ ∂

/ /
/ .

Y Z

2 2

2 2

Отбрасывая ∂ ϕ ∂/ / ,X2 2  мы предположили, что ос-
новное влияние на электромагнитную волну ока-
зывают рассеянные волны / ,Å  лежащие внутри 
плоского слоя dX, рис. 1. На фронте плоской элек-
тромагнитной волны происходит частичное рас-
сеяние этой волны на турбулентных флуктуациях. 
Рассеянные волны тут же складываются с волной, 
распространяющейся по оси Х. Это сложение про-
исходит в узком слое dX на фронте волны.

Используя (7) и принимая = +/ ,n n in1 2  получим 
уравнения для действительной и мнимой частей 
ϕ = χ +/ / / :iS

∂
∆χ − = −

∂

/
/ ,Sk k n

Õ
2

12 2 	 (12)

∂χ
∆ + = −

∂

/
/ ,S k k n

Õ
2

22 2 	 (13)

где

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
.

Y Z

2 2

2 2

Рис. 1. Взаимодействие плоской электромагнитной волны в 
объеме V с флуктуациями волны /Å , возникающими за счет 
турбулентных пульсаций
Fig. 1. Interaction of a plane electromagnetic wave in volume V 
with wave fluctuations /Å  arising due to turbulent pulsations
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Исходя из системы уравнений (12) и (13), нахо-
дя лапласиан ∆  от левой и правой частей этих 
уравнений, получим отдельно уравнения для χ/   
и для / :S

   ∂∂ ∆ + χ = − ∆ +   ∂∂   

/ ,
n

k k n k
XÕ

2
2 2 2 2

12
4 2 2 	 (14)

   ∂∂ ∆ + = − ∆ −   ∂∂   

/ .
n

k S k n k
XÕ

2
2 2 2 1

22
4 2 2 	 (15)

Будем считать турбулентные пульсации пока-
зателя преломления действительной величиной, 
так что = .n2 0  Поэтому предыдущие уравнения 
упростятся:

 ∂ ∆ + χ = − ∆
 ∂ 

/ ,k k n
Õ

2
2 2 2

12
4 2 	 (16)

  ∂∂ ∆ + =
  ∂∂ 

/ .
n

k S k
XÕ

2
2 2 3 1

2
4 4 	 (17)

2. Двухточечные турбулентные 
корреляции

Рассмотрим двухточечные корреляционные 
соотношения амплитудных пульсаций электро-
магнитной волны и турбулентных пульсаций по-
казателя преломления атмосферы для двух точек 
X1  и X2  по оси Х, рис. 1. Для этого запишем урав-
нение (16) для точек X1  и X2  и перемножим эти 
уравнения:

  ∂ ∂  ∆ + ∆ + ×
  ∂ ∂  

k k
Õ Õ

2 2
2 2 2 2

2 2
1 2

4 4 	 (18)

( ) ( ) ( ) ( )× χ χ = ∆/ / ,X X k n X n X4 2
1 2 1 1 1 24

где угловые скобки, как обычно, означают про-
странственное осреднение.

Для решения уравнения (18) двухточечные кор-
реляционные функции =nnB ( ) ( )n X n X1 1 1 2  и 

χχ =B ( ) ( )χ χ/ /X X1 2  с помощью Фурье-преоб-

разования запишем через Фурье-спектры тур-
булентных флуктуаций ( ), ,nnF X X1 2ζ  и флук-
туаций амплитуды электромагнитной волны 

( )χχ
/ , , :F X Xk 1 2

( )−= ∫ , , ,i
nn nnB e F X X d1 2

ζρ ζ ζ 	 (19)

( )−
χχ χχ= ∫

/ / /, , ,iB e F X X dk k k1 2
ρ 	 (20)

где /k  – волновой вектор электромагнитных 
флуктуаций; ζ  – волновой вектор турбулентных 
пульсаций; ρ  – радиусы-векторы с началом в точ-

ках на оси Х в плоскостях ( ), ,Y Z  модули которых 

вычисляются по формулам ρ = + ,Y Z2 2  рис. 1.
Подставив (19) и (20) в уравнение (18), имеем:

  ∂ ∂  ∆ + ∆ + ×
  ∂ ∂  
∫ k k

Õ Õ

2 2
2 2 2 2

2 2
1 2

4 4 	 (21)

( )−
χχ× =

/ / /, ,ie F X X dk k k1 2
ρ

( )−= ∆∫ , , .i
nnk e F X X d4 2

1 24 ζρ ζ ζ

Операторы, не зависящие от параметров 
интегрирования /k  и ,ζ  вносим под знак 
интегрирования.

Используя i ie e− −∆ = ζ2 4ζρ ζρ  в правой части (21) и 
/ //i ie k e− −∆ =k k2 4ρ ρ  в левой части, найдем:

( )
( )

/

/ /

/ /, ,

, , .

i

i
nn

k k k k
Õ Õ

e F X X d

k e F X X d

−
χχ

−

  ∂ ∂  + + ×
  ∂ ∂  

× =

= ζ

∫

∫

k k k

2 2
4 2 4 2

2 2
1 2

1 2

4 4
1 2

4 4

4

ρ

ζρ ζ ζ

	 (22)

На данном этапе анализа необходимо задать 
физический закон влияния турбулентных пульса-
ций на электромагнитную волну. При дальнейших 
преобразованиях будем считать, что корреляции 
турбулентных пульсаций подобны корреляциям 
пульсаций параметров электромагнитной волны, 
которые возникают за счет турбулентных пульса-
ций. В частности:

χχ= µ ,nnB B 	 (23)

т. е.

( )− =∫ , ,i
nne F X X d1 2

ζρ ζ ζ

( )−
χχ= µ∫

/ / /, , ,ie F X X dk k k1 2
ρ

где µ  – постоянный масштабный коэффициент 
пропорциональности.

Используя (23), равенство (22) можно записать в 
виде

     ∂ ∂     + + ×     ∂ ∂       
∫

/ /k k
k kÕ Õ

2 22 2 2 2

2 2
1 2

2 2
	 (24)

( )−
χχ× =

/ / /, ,ie F X X dk k k1 2
ρ

( )−µ
= ζ∫

/ / /, , .i
nne F X X dk k k4

1 24
ρ

Приравнивая подынтегральные выражения, 
имеем: 
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     ∂ ∂     + + ×     ∂ ∂       

/ /k k
k kÕ Õ

2 22 2 2 2

2 2
1 2

2 2
	 (25)

( ) ( )χχ
µ

× = ζ/ /, , , , .nnF X X F X Xk k4
1 2 1 24

Решение уравнения (25) с начальным условием 
( )χχ =/ , ,F k 0 0 ,0  рис. 1, найдем методом функции 

Грина G:

( )χχ =/ , ,F X Xk 1 2 	 (26)

( ) ( )µ
= ζ υ ξ υ ξ υ ξ∫ ∫ / /, , , , , , , ,

X X

nnG X X F d dk k k
1 2

4
1 2

0 0
4

где X1  и X2  – координаты наблюдения двухто-
чечных корреляций на оси Х, а υ  и ξ  – коорди-
наты источника воздействия турбулентности на 
электромагнитную волну, рис. 1, с помощью т. н. 
функции влияния ( )υ ξ/, , , , , .G X Xk k 1 2

Воспользуемся свойством δ-функции Дирака:

( ) =/ , ,nnF X Xk 1 2 	 (27)

( ) ( ) ( )= δ − υ δ − ξ υ ξ υ ξ∫ ∫ / , , .
X X

nnX X F d dk
1 2

1 2
0 0

Подставив (26) и (27) в уравнение (25), найдем:

     ∂ ∂     + + ×     ∂ ∂       
∫ ∫

/ /X X
k k

k kÕ Õ

1 2 2 22 2 2 2

2 2
1 20 0

2 2
	 (28)

( ) ( )× υ ξ υ ξ υ ξ =/ /, , , , , , ,nnG X X F d dk k k1 2

( ) ( ) ( )= δ − υ δ − ξ υ ξ υ ξ∫ ∫ / , , .
X X

nnX X F d dk
1 2

1 2
0 0

Из (28) получим вспомогательное уравнение

     ∂ ∂     + + ×     ∂ ∂       

/ /k k
k kÕ Õ

2 22 2 2 2

2 2
1 2

2 2
	 (29)

( ) ( ) ( )× υ ξ = δ − υ δ − ξ/, , , , , .G X X X Xk k 1 2 1 2

Если ≠ υX1  и ≠ ξ,X2  т.  е. вне точек воздей-
ствия и, следовательно, ( )δ − υX1 ( )δ − ξ = ,X2 0  то 
частное решение уравнения (29) можно записать в 
виде

( )υ ξ =/, , , , ,G X Xk k 1 2 	 (30)

( ) ( )− υ − ξ
=

/ /
sin sin ,

k X k X
B

k k

2 2
1 2

2 2
где В – постоянная интегрирования.

Таким образом, решение уравнения (25), соглас-
но формуле (26), имеет вид

( ) ( )
χχ

− υµ
= ζ ×∫ ∫

/
/ , , sin

X X
k X

F X X B
k

k
1 2 2

14
1 2

0 0
4 2

	 (31)

( ) ( )− ξ
× υ ξ υ ξ

/
/sin , , ,nn

k X
F d d

k
k

2
2

2
Учитывая, что χ  и n – величины безразмерные, 

а χχF  и nnF  имеют одинаковую размерность, мож-
но выбрать постоянную интегрирования В из ус-
ловия = .B 4

Если на фронте волны = = ,X X L1 2  рис. 1, то ре-
шение (31) приобретает вид

( ) ( )
χχ

− υ
= µζ ×∫ ∫

/
/ sin

L L k X
F

k
k

2
14

0 0
2

	 (32)

( ) ( )− ξ
× υ ξ υ ξ

/
/sin , , ,nn

k X
F d d

k
k

2
2

2

где обозначено ( ) ( )χχ χχ=/ /, , .F L L Fk k  Фактически 

рассматривается единая точка по оси Х наблюде-
ния воздействия турбулентных пульсаций на элек-
тромагнитную волну.

Для двухточечной корреляции ( )/
SSB S X= ×1

( )/ ,S X× 2  характеризующей флуктуации фазы 

электромагнитной волны, в правой части урав-
нения (17) имеется производная ∂ ∂/ .n X1  Поэто-
му в формуле (30) в точке =X1 =X L2  синусы для 
Фурье-спектра флуктуаций фазы заменяются на 
косинусы:

( ) ( )− υ
= µζ ×∫ ∫

/
/ cos

L L

SS
k L

F
k

k
2

4

0 0
2

	 (33)

( ) ( )− ξ
× υ ξ υ ξ

/
/cos , , ,nn

k L
F d d

k
k

2

2

где также обозначено ( ) ( )=/ /, , .SS ssF L L Fk k

Кроме того, т.  к. предположили =X1 = ,X L2  
логично также предположить единую координату 
источника воздействия турбулентности на элек-
тромагнитную волну с помощью функции влия-
ния G, т.  е. υ = ξ.  Следовательно, ( )υ ξ =/ , ,nnF k

( )/ , .nnF= ξk
Формулы (32) и (33) характеризуют связь турбу-

лентных пульсаций показателя преломления ат-
мосферы и флуктуаций амплитуды и фазы элек-
тромагнитной волны.

Проведем в (32) некоторые преобразования. 
Найдем интеграл по υ:

( ) ( ) ( )
χχ

− ς − ς
= −µζ ×∫ ∫

/ /

/
sin

L L k L k LkF d
k kk

k
2 2

4
2

0 0

2
2 2

	 (34)
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( ) ( )− ξ
× ξ ξ =

/
/sin ,nn

k L
F d

k
k

2

2

( ) ( ) − ξ − ξζ  = µ − ×
 
 
∫

/ //

/
sin cos sin

L k L k Lk k L
k k kk

2 24 2

2
0

2
2 2 2

( ) ( ) − ξζ × ξ ξ = µ −


∫

/
/

/
, sin

L

nn
k LkF d

kk
k

24

2
0

2
2

( ) ( )
 − ξξ  − − + ξ ξ
 

 

//
/sin sin , .nn

k Lk F d
k k

k
22 21

2 2 2

Учитывая, что L близко к ξ,  но не равно ξ,  мож-
но заменить

( ) ( )− ξ − ξ
≈

./ /
sin .

k L k L
k k

2 2

2 2
Полагаем, что основное воздействие на элек-

тромагнитную волну осуществляется сразу по-
сле ее поступления в турбулентную область объ-
ема V, рис. 1. Поэтому используем условие ξ → ,0  
следовательно,

ξ ξ
≈

/ /
sin k k

k k

2 2

2 2
 и ξ

≈
/

cos k
k

2
1

2
.

Таким образом, формула (34) преобразуется к виду

( ) ( )
χχ

 − ξζ = µ −


∫

/
/

/

L k LkF
kk

k
24

2
0

2
2

	 (35)

( ) ( )
 − ξξ  − − + ξ ξ =
 

 

//
/sin ,nn

k Lk F d
k k

k
22 21

2 2 2

( )
ζ ξ= µ − ξ + − +


∫

/ / /

/
sin

L
k k k kL L

k k kk

4 2 2 2

2
0

2

( )ξ + ξ ξ =



/ /
/cos ,nn

k k L F d
k k

k
2 2

2

 
  ξ  = µζ − − − ×

    
 

∫
/

/

/

sin
cos

L k L kkL L
L kk L

k

2
2

4
2

0

1 1
2

( )× ξ ξ/ , .nnF dk

Аналогично для для Фурье-спектра флуктуаций 
фазы из (33) найдем:

( ) =/
SSF k 	 (36)

 
  ξ  = µζ + − + ×

    
 

∫
/

/

/

sin
cos

L k L kkL L
L kk L

k

2
2

4
2

0

1 3
2

( )× ξ ξ/ , .nnF dk

Условие ξ → 0  позволяет упростить формулы 
(35) и (36) далее:

( ) ( )χχ

 
 
 = µζ − ξ ξ
 
 
 

∫
/

/ /
/

sin
, ,

L

nn

k L
kF L F d

k L
k

k k

2

4
2

0

1 	 (37)

( ) ( )
 
 
 = µζ + ξ ξ
 
 
 

∫
/

/ /
/

sin
, .

L

SS nn

k L
kF L F d

k L
k

k k

2

4
2

0

1 	 (38)

Анализ, проведенный в [8], дает возможность 
сделать вывод, что

( ) ( )ξ ξ = π∫ / /, .
L

nn nnF d Fk k
0

Следовательно:

( ) ( )χχ

 
 
 = πµζ −
 
 
 

/

/ /
/

sin
,nn

k L
kF L F

k L
k

k k

2

4
2

1 	 (39)

( ) ( )
 
 
 = πµζ +
 
 
 

/

/ /
/

sin
.SS nn

k L
kF L F

k L
k

k k

2

4
2

1 	 (40)

Если 

/
,k L

k

2
1  то, разлагая в ряд Тейлора

 
 ≈ −
 
 

/ / /
sin k k k LL L

k k k

32 2 2 3

6
,

получим:

( )χχ

 
      = πµζ − − ×       

 

/ /
/

/
k k LF L L
k kk L

k

k
32 2 3

4
2
11

6
	 (41)

( ) ( ) 
 × = πµ ζ
 
 

/
/ / ,nn nn

kF L F
k

k k
22

3 41
6

( )
 

      = πµζ + − ×       
 

/ /
/

/SS
k k LF L L
k kk L

k

k
32 2 3

4
2
11

6
	 (42)

( ) ( )× = πµ ζ/ / .nn nnF L Fk k42

Таким образом, Фурье-спектр флуктуаций ам-
плитуды электромагнитной волны пропорциона-
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лен кубу расстояния, пройденного волной в тур-
булентной среде, четвертой степени волнового 
числа флуктуаций волны и обратно пропорцио-
нален квадрату волнового числа волны. Фурье-
спектр флуктуаций фазы электромагнитной вол-
ны пропорционален первой степени пройденного 
волной расстояния. Зависимость флуктуационных 
параметров электромагнитной волны от волново-
го числа турбулентности будет уточнена ниже.

3. Влияние энергетического спектра 
турбулентности на радиосигнал

Чем более короткие электромагнитные волны 
используются для радиосигнала, тем большее вли-
яние на них оказывает турбулентность. Это логич-
но, т. к. при более коротких волнах их размер при-
ближается к размеру турбулентных флуктуаций, 
что искажает сигнал.

В формулы (41) и (42) входит спектральная функ-
ция пульсаций волнового числа электромагнит-

ной волны: ( ) ( )/ ~ .nnF Fk ζ  Заметим, что первона-

чально, формула (19), в спектральной функции nnF  
использовалась зависимость от волнового числа 
турбулентности. Предполагаем, что волновые 
числа турбулентных пульсаций подобны флукту-
ациям волнового числа электромагнитной волны 

/~ ,kζ  которые возникают за счет турбулентных 
пульсаций. 

Определение спектральной функции турбулент-
ных пульсаций представляет довольно сложную 
и неоднозначную задачу. Прежде всего заметим, 
что пульсации показателя преломления /n  опре-
деляются пульсациями давления воздуха = ρ/ /p u 2  
[9], где ρ  – средняя плотность воздуха, / ~u E2  – 
квадрат пульсаций продольной скорости возду-
ха, пропорциональный энергии турбулентности 
[9]. Следовательно, =nnB ( ) ( ) ( )~ .n X n X E1 1 1 2 ζ  
Связь между функцией ( )F ζ  и ( )E ζ  исследова-
лась многими известными учеными: Гейзенбер-
гом [10], Карманом [11], Коважным [12], Обуховым 
[9]. Эти ученые предлагали различные формулы 
связи. Стюарт и Таунсенд [13] показали, что функ-

ция ( )
ζ

ζ ζ∫F d
0

 представляет собой произведение 

двух сомножителей, первый – интеграл от ζ  до ∞,  
второй – интеграл от 0 до ζ,  безотносительно точ-
ной формулы этих сомножителей.

Для изотропной турбулентности мы ограничим-
ся относительно простой формулой Коважного:

( ) ( ) ,F d E d
ζ ∞

ζ

 
 ζ ζ = − α ζ ζ ζ  
 

∫ ∫
3 3
2 2

0

22
3

	 (43)

где α  – постоянная величина.
В спектре турбулентности, рис. 2, при увеличе-

нии волнового числа турбулентности ζ  размер 
турбулентных вихрей уменьшается. На максиму-
ме спектра турбулентности находится область т. н. 
энергосодержащих турбулентных вихрей. Далее 
по спектру турбулентных волновых чисел ζ,  т. е. 
более мелких вихрей, находится т.  н. инерцион-
ная область спектра. Для энергии турбулентности 
в инерционной области спектра турбулентности, 
рис. 2, примем формулу, полученную независимо 
друг от друга Колмогоровым [14], Онзагером [15], 
Вейцзекером [16]:

( )
−

ζ = ζ ,E C
5
3 	 (44)

где С – величина, не зависящая от волнового числа 
турбулентности ζ.

Инерционная область волновых чисел характе-
ризуется тем, что турбулентность в этой области 
находится в статистическом равновесии: поток 
энергии от более крупных турбулентных вихрей 
к более мелким определяется вязкой диссипаци-
ей самых мелких вихрей. Эти самые мелкие вихри 
лежат уже за пределами инерционной области  – 
в  области, описываемой законом Гейзенберга 

−ζ~ .7  Вязкая диссипация турбулентных вихрей в 
самой инерционной области незначительна. Тур-
булентность в инерционной области не зависит от 
внешних условий.

Если подставить (44) в (43), то получаем 

( )
ζ

ζ ζ =∫ const,F d
0

 и, следовательно, ( )ζ = ,F 0  что, 

естественно, не отражает общих свойств спектра 
для любых волновых чисел турбулентности.

Рис. 2. Спектр турбулентности. Зависимость энергии турбу-
лентности от волнового числа турбулентных пульсаций
Fig. 2. Spectrum of turbulence. Dependence of the turbulence  
energy on the wave number of turbulent pulsations
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В качестве более полного описания спектраль-
ной функции турбулентности по сравнению с (44) 
используем результат, полученный Коважным:

( )
−  

 ζ = ζ −η ζ
 
 

,E C

25 4
3 3

1 11 	 (45)

где Ñ1  и η  – величины, не зависящие от волнового 
числа турбулентных пульсаций.

Подставляя (45) в (43), найдем:

( ) ( )F d E d
ζ ∞

ζ

 
 ζ ζ = − α ζ ζ ζ =  
 

∫ ∫
3 3
2 2

0

22
3

	 (46)

∞ −

ζ

    = − α ζ − η ζ ζ ζ ≈     

∫C d

345 3
32 2

1 1
22 1 2
3

C d
∞ −

ζ

  
  ≈ − α ζ − η ζ ζ ζ =     
∫

45 3
32 2

1 1
22 1 6
3

−−   = − α ζ − η ζ ζ =    

Ñ
13 3
62 2

1 1
2 22 36
3 3

= − α + α η ζ .Ñ Ñ
4
3

1 1 1
8 48
9

Следовательно:

( ) .F Cζ ≈ α η ζ
1
3

1 164 	 (47)

Делаем вывод, что в (41) и (42) зависимость 
от волнового числа турбулентности имеет вид 

+
ζ = ζ .

1 134
3 3  Детальное сравнение четырех различ-

ных спектральных формул для энергии турбулент-
ности проведено в книге [17]. Обращает на себя 
внимание достаточно сильное влияние на элек-
тромагнитную волну турбулентной атмосферы, 
до более чем четвертой степени волнового числа 
турбулентности.

Заключение

На основе модели взаимодействия детермини-
рованного волнового процесса распространения 
электромагнитных волн в атмосфере и случайно-
го волнового процесса турбулентных пульсаций 
атмосферы исследовано возникновение флуктуа-
ций эйконала электромагнитной волны, завися-
щего от амплитуды и фазы волны и влияющего на 
качество передаваемого радиосигнала. Влияние 

турбулентных пульсаций давления в атмосфере 
приводит к пульсациям показателя преломления, 
которые в свою очередь приводят к пульсациям 
параметров электромагнитной волны, в частно-
сти к пульсациям эйконала.

Полученное дифференциальное уравнение для 
флуктуаций эйконала распадается на два взаимо
связанных уравнения. Первое уравнение – для флук-
туаций амплитуды, второе уравнение – для флук-
туаций фазы.

Найдены дифференциальные уравнения для 
двухточечных турбулентных корреляций пока-
зателя преломления, параметров, зависящих от 
флуктуаций амплитуды и флуктуаций фазы.

С использованием Фурье-преобразования ме-
тодом функции Грина показано подробное ре-
шение дифференциального уравнения для пара-
метра, связанного с двухточечной корреляцией 
турбулентных флуктуаций амплитуды электро-
магнитной волны. Представлено также решение 
уравнения для параметра, связанного с двухточеч-
ной корреляцией турбулентных флуктуаций фазы 
электромагнитной волны. При этом использова-
лось физическое предположение о подобии двух-
точечных корреляций турбулентных пульсаций 
и двухточечных корреляций флуктуаций параме-
тров электромагнитной волны, которые возника-
ют за счет турбулентных пульсаций.

Показано, что Фурье-спектр двухточечной кор-
реляции пульсаций амплитуды электромагнитной 
волны пропорционален кубу расстояния, прой-
денного волной в турбулентной среде, четвертой 
степени волнового числа флуктуаций волны и об-
ратно пропорционален квадрату волнового числа 
волны. Фурье-спектр двухточечной корреляции 
флуктуаций фазы электромагнитной волны про-
порционален первой степени пройденного волной 
расстояния.

На основе проведенного анализа, а также ис-
пользования спектра энергии турбулентности 
найдено, что зависимость Фурье-спектров двух-
точечных корреляций турбулентных пульсаций 
амплитуды и фазы электромагнитной волны про-
порциональна волновому числу турбулентности в 
степени тринадцать третьих.

Сделан вывод о достаточно сильном влиянии 
турбулентной атмосферы на качество передающих 
сигнал радиоволн.
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Occurrence of fluctuations in the amplitude  
and phase of the radio signal in a turbulent atmosphere
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Abstract –Interaction of an electromagnetic wave, as the determined wave process spreading in an atmosphere and 
atmospheric turbulence, as stationary stochastic wave process is considered. The differential equation for eikonal fluctuations 
of an electromagnetic wave is received. On basis of this equation the occurrence of amplitude and a phase fluctuations of an 
electromagnetic wave at distribution of a radio signal into a turbulent atmosphere is investigated. In particular the differential 
equations for fluctuations of amplitude and a phase of the electromagnetic wave caused by turbulent pulsations of a parameter 
of an atmosphere refraction are received and solved. Fourier-spectra of two-point correlations of a parameter of an atmosphere 
refraction, amplitude and a phase of an electromagnetic wave are considered. Are received also by a method of introduction of 
Green’s function the differential equations for these correlations are solved. On basis of the analysis of various wave ranges of 
an atmospheric power spectrum of turbulence the dependences of amplitude and a phase Fourier-spectra of a radio signal on 
parameters of an electromagnetic wave and turbulence of an atmosphere are found.

Keywords – atmospheric turbulence; radio wave; amplitude and phase fluctuations; two-point turbulent correlations; 
turbulence spectrum.
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