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Аннотация – В статье исследуется цифровое диаграммообразование по азимуту и углу места, что способствует 
более точному формированию нулей и максимума. Рассматриваются статистически оптимальный алгоритм минимума 
дисперсии, алгоритм обращения корреляционной матрицы с применением регуляризации, а также управления нулями 
на выходе цилиндрической, полусферической и планарной решеток. Проведена оценка отношения мощности полезного 
сигнала к результирующей мощности активной помехи и шума и вероятности битовой ошибки на выходе цифровых 
антенных решеток в зависимости от коэффициента направленного действия антенных элементов, числа выборок 
усреднения. Установлено, что полусферная антенная решетка позволяет значительно повысить надежность передачи 
в сравнении с рассматриваемыми, что снизит вычислительную нагрузку без привлечения усложненных алгоритмов 
диаграммообразования.

Ключевые слова – моделирование; цифровые антенные решетки; диаграммообразование; цилиндрические антенные 
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Введение
Цифровое формирование диаграммы направ-

ленности антенными решетками (АР) для усиле-
ния полезного радиосигнала и подавления шума 
и помех представляет серьезный исследователь-
ский интерес в таких областях, как радиолокация, 
гидролокация и беспроводные телекоммуникаци-
онные системы [1]. Различаются антенные решет-
ки, пригодные для азимутального и угломестно-
го сканирования [2–5], являющиеся в настоящее 
время актуальным направлением применения 
для цифрового диаграммообразования. Так, в за-
дачах сверхвысокочастотной связи такие подходы 
применяются для построения сетей связи пятого 
поколения для более точной пространственной 
фильтрации [6]. Кроме того, для коротковолновой 
связи также необходимо точное формирование 
нулей и максимумов диаграммы направленности 
по углу места, т. к. известны суточные колебания 
волн, отраженных от ионосферы [7]. Однако рас-
пространенной причиной снижения характе-
ристик адаптивных алгоритмов является недо-
статочная изученность влияния характеристик 
отдельных антенных элементов (АЭ) на форми-
рование цифровой диаграммы направленности 
(ДН) в азимутальной и угломестной плоскостях. 

Для  осуществления всех перечисленных преиму-
ществ цифровых антенных решеток (ЦАР) необ-
ходимо формирование ДН заданной формы, что 
означает определение весовых коэффициентов. 
Статистически оптимальный алгоритм подавления 
помех и шума [8], а также алгоритм управления ну-
лями и обращения пространственной корреляци-
онной матрицы остаются довольно популярными 
для этой цели. Можно утверждать, что представ-
ляется актуальным исследование АР с направлен-
ными элементами в совокупности с алгоритмами 
адаптивного диаграммообрзования по азимуту и 
углу места для выбора оптимальной конфигурации 
цифровой антенной решетки, снижающей ошибки 
при передаче инфокоммуникационных сигналов.

1. Основные предположения
Предположим, что M радиосигналов приходят 

на антенную решетку с различных направлений 

{ }, ,M
m m m

-
=

ϕ θ
1
0

 где ϕ  – угол места; θ  – азимут. Для 
произвольной геометрической конфигурации ком-
плексный вектор сигналов на выходе АР описыва-
ется выражением [9]:

( ) ( ) ( ),t t t= ⋅ +x A s n   (1)

где ( )tx  – N-мерный вектор, описывающий сиг-
налы на выходе каждого антенного элемента АР; 
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( )ts   – М-мерный вектор сигналов; ( )tn  – N-мер-
ный вектор шума; A  – N × M матрица направля-
ющих векторов. 

Рассмотрим структуру цилиндрической (ЦиАР) 
и других антенных решеток, состоящих из направ-
ленных излучателей (рис. 1).

Обозначим ( ,  ,  )ig w θ ϕ -усиление и фазу АЭ в за-
висимости от частоты и направления, тогда век-
тор распределения фазы и амплитуды АР:

( ,  ,  ) ( ,  ,  )
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где

( ) ( ), , sin cos , sin sin , cosx y zk k kπ
= = ϕ θ ϕ θ ϕ

λ
k 2

– волновое число, описывающее скорость измене-
ния фазы распространяющейся волны в направ-
лениях x, y, z, T

n =r ( ,  ,  )Tn n nx y z  - радиус-вектор к 
n-му АЭ и ( ,  )ng θ ϕ  – коэффициент усиления n-го 
АЭ. Направляющие векторы антенных решеток в 
форме полусферы (рис. 1, а), цилиндра (рис. 1, б) 
и на плоскости (рис. 1, в) достаточно громоздки и 
описаны в более ранних работах [10].

Для исследования эффекта влияния коэффи-
циента направленного действия (КНД) на харак-
теристики цифрового диаграммообразования 
необходимо иметь модель диаграммы излучения 
гипотетической антенны. Предполагается, что ДН 
симметрична в трехмерной плоскости, тогда мо-
дель ДН по мощности в дальней зоне относитель-
но изотропной антенны представляется как [11]: 

( ) ( )( )sin cos ,

, , , ,

m
m

m
D nG
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n N

  π
θ = + ϕ + θ-  

  
= -

21 1
2

0 1 1

 (3)

где D – коэффициент направленного действия.

2. Цифровое диаграммообразование
Цель формирования ДН при приеме, учитывая 

пространственную характеристику интересующе-
го пользователя, состоит в том, чтобы получить 
сигнал от этого отправителя (полезный сигнал) без 
изменения, с максимально возможным подавле-
нием помех и шума. Пространственная характе-
ристика может быть оценена заранее, с использо-
ванием, например, методов из [9].

В телекоммуникационных системах выходной 
сигнал в момент времени k получается линейной 
комбинацией данных с N антенных элементов:

( ) ( ),Hy k k= w x   (4)
где w  – вектор весовых коэффициентов. Изме-
няя ,w  можно расположить луч диаграммы на-
правленности в любом направлении и адаптивно 
управлять ее формой, чтобы суммарная мощность 
помех и аддитивного шума были минимальны при 
несущественных искажениях полезного сигнала, 
т. е. [12]:

min { }H
i nw

E +w x


   при ,H =w a1 1  (5)

где i n+x  – сигнал с элементов АР, содержащий 
только помехи и шум. 

3. Управляющий нулями 
формирователь ДН

Данный алгоритм используется, чтобы погасить 
помехи, приходящие с известных координат пу-
тем формирования нулей ДН в определенных на-
правлениях. Весовой вектор получается, исходя из 
следующих условий:
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 а б в
Рис. 1. Схематическое изображение антенных решеток с направленными излучателями: а – полусферная; б – цилиндрическая; 
в – плоская
Fig. 1. Schematic representation of antenna arrays with directional emitters: a – hemispherical; b – cylindrical; c – flat
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где ( , )θ ϕa 0 0
  – направляющий вектор полезного 

сигнала; ( , )i iθ ϕa  – направляющий вектор помех. 
В  случае, когда количество сигналов M, прибыв-
ших на АР, меньше, чем число АЭ N, было пред-
ложено решение [13]:

( ) ,H T H H
ne -= + σw A AA I2 1

1
   (7)

где I – единичная матрица N × M.
Хотя ДН, полученная этим формирователем, 

имеет нули в направлениях помех, данный метод 
не разрабатывался для минимизации некоррели-
рованного шума на выходе АР. Этого возможно 
достичь, выбирая значения ,Hw  которые миними-
зируют среднюю выходную мощность в зависимо-
сти от выше обозначенных ограничений. Варианты 
применения схемы управления нулями ДН для ка-
кой-либо мобильной коммуникационной системы, 
размещенной на базовой станции, описан в [14–16]. 

4. Оптимальный алгоритм 
диаграммообразования

Зачастую требуется подавить как шум, так и ак-
тивные помехи. Решением для этих ограничений 
является формирователь ДН, который максими-
зирует отношение выходного сигнала к помехе и 
шуму.

Тогда отношение мощности сигнала к сумме 
мощностей помех и шума (ОСПШ) на выходе 
АР [17]:

ÎÑÏØ .
H

ss
H

i n+

=
w R w

w R w

 

 

 (8)

Выражение, которое максимизирует ОСПШ, 
может быть получено составлением функциона-
ла Лагранжа и приравниванием его градиента 
к нулю. И тогда вектор весовых коэффициентов 
принимает вид [18]:
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Выражение (9) является статистически опти-
мальным в отношении выходного ОСПШ. Однако 
данный алгоритм требует большого объема вы-
числений для получения обратной матрицы .i n+R

5. Алгоритм обращения выборочной 
корреляционной матрицы

В практических приложениях истинная матри-
ца i n+R  обычно неизвестна и вместо нее исполь-
зуется оценочная версия ˆ ,R  получаемая из набора 
K временных отсчетов [4]:

ˆ ( ) ( ).
K

H

k
k k

K
=

= ∑R x x
1

1    (10)

Основной идеей алгоритма обращения выбо-
рочной корреляционной матрицы (SMI-Sample 
matrix inversion) является замена i n+R  на ˆ.R  Тог-
да весовые векторы SMI могут быть получены [19]:
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Оценка весового вектора требует инверсии ма-
трицы ˆ ,R  тогда процесс получения обновленной 
матрицы ˆ -R 1  выполняется следующим образом [20]:
ˆ ˆ( ) ( )
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где

ˆ ( ) ,- =
e

R I1

0

10  .e >0 0

И, таким образом, весовой вектор ŵ  известен в 
любой момент времени k.

Известно, что использование R̂  вместо i n+R  вы-
зывает некоторое снижение характеристик ЦАР в 
случае, когда полезный сигнал присутствует в от-
счетах вектора .x  С увеличением количества выбо-
рок значения элементов матрицы R̂  приближаются 
к величинам теоретической матрицы ,R  получаю-
щейся усреднением бесконечного числа непрерыв-
ных временных отсчетов. При условии отсутствия 
компонент полезного сигнала в выборках, и когда 
направляющий вектор полезного сигнала точно из-
вестен, оцениваемые весовые коэффициенты при-
ближаются к своим оптимальным значениям, т. е. 

,k →∞  ˆ ( )i n k+ →R ,R  MV MV
ˆ ( )k →w w   [20].

Поскольку на практике в матрице R̂  содержат-
ся как компоненты полезного сигнала, так и поме-
хи с шумом, использование алгоритма SMI сопря-
жено с опасностью подавления информационного 
сообщения, поскольку полезный сигнал воспри-
нимается алгоритмом как помеха. Для снижения 
уровня боковых лепестков и устранения подавле-
ния полезного сигнала необходимо провести регу-
ляризацию матрицы R̂ [21]:
ˆ ˆ ,DL e= +R R I  (13)

где e – коэффициент регуляризации, снижающий 
уровень боковых лепестков ДН.

6. Результаты моделирования
В данном разделе будут рассматриваться ци-

линдрические, полусферные и плоские цифровые 



76
Нечаев Ю.Б., Пешков И.В. Исследование цифрового диаграммообразования ...

Nechaev Yu.B., Peshkov I.V. Study of digital diagram formation ...

антенные решетки (рис. 1), N = 6, межэлементное 
расстояние составляет / .λ 2  Будем оценивать диа-
грамму направленности в трехмерной плоскости, 
т.  е. по азимуту и углу места. В частности, будут 
подвергаться пристальному вниманию отноше-
ние сигнал/помеха + шум (8) и вероятность битовой 
ошибки на выходе ЦАР соответствующих решеток. 

Далее будем рассматривать на выходе цифровой 
антенной решетки статистически оптимальный 
алгоритм подавления помех и шума (выражение 
(9), «SNIR» на рис. 2 и 5), управляющий нулями (вы-
ражение (7), «Null» на рис. 2 и 5), а также алгоритм 
обращения выборочной корреляционной матри-
цы с применением регуляризации (выражение (13), 
«Rrr01» и «Rrr1» на рис. 2 и 5), описываемый форму-
лой (11) («Rrr» на рис. 2 и 5). В случае использования 
(9) в отсчетах присутствуют только компоненты по-
мех и шума, а в случае SMI для получения матрицы 
(10) добавляется помимо помех и шума также и по-
лезный сигнал.

Кроме того, предполагается использовать АЭ, 
у которых КНД установлен от 1 (всенаправленный 
излучатель) до 15, т. е. остронаправленного излуча-
теля. Сделано это для оценки влияния характери-
стик направленности каждой конкретной антенны 
на общую ДН цифровой антенной решетки в целом 
в азимутальной и угломестной плоскости. При 
этом на ЦАР подаются полезный сигнал, коорди-
наты которого заданы по азимуту ,θ = °0  углу места 

,ϕ = °45  а также активная помеха с ,θ = °25  .ϕ = °45  
Данные сообщения моделируются как комплекс-
ные с единичной мощностью с гауссовским рас-
пределением, отношение сигнал/шум (ОСШ) на 

входе ЦАР составляет 0 дБ. При этом предполага-
ется, что используется 100 выборок с выходов АЭ 
для получения пространственных матриц. 

Из графиков на рис. 2 можно сделать несколько 
выводов. В первую очередь необходимо отметить, 
что явна зависимость от направленности отдель-
ного элемента в характеристиках антенной ре-
шетки в целом. Очевидно, что отношение сигнала 
к помехе с шумом на выходе ЦАР зависит от ха-
рактеристик направленности каждого излучателя, 
при этом в противоположном друг для друга на-
правлении полусферной геометрии АР от осталь-
ных форм. Из рис. 2, а видно, что при использо-
вании плоских и цилиндрических АР отношение 
сигнал/помеха + шум на выходе ЦАР увеличивается 
с ростом КНД элементов от 1 до 6 дБ, в этом случае 
разница ОСПШ практически в 2 раза между дан-
ными значениями направленности. Дальнейшее 
повышение КНД элементов свыше 6 дБ приводит 
к снижению ОСПШ на выходе ЦиАР после циф-
рового диаграммообразования также двукратно 
от 10 до 5 дБ. В то же самое время использование 
полусферной АР для цифровых антенных решеток 
вызывает практически линейный подъем ОСПШ 
на выходе от 6 до 24 дБ при пропорциональном из-
менении направленности элементов. 

На графиках из рис. 2, б показаны вероятности 
битовой ошибки рассматриваемых антенных ре-
шеток и алгоритмов диаграммообразования в за-
висимости от направленности элементов. Из рис. 2 
видно, что кривые а и б взаимно обратные. Так, 
к  примеру, битовая ошибка полусферных реше-
ток снижается от 10-3 до 10-9 с увеличением КНД 

  
 а б
Рис. 2. Характеристики цифровых антенных решеток в зависимости коэффициента направленного действия отдельного элемен-
та: а – ОСПШ; б – битовая ошибка QPSK
Fig. 2. Characteristics of digital antenna arrays depending on the directivity of an individual element: a – SINR; b – QPSK bit error
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антенн. При этом использование АР цилиндри-
ческой и планарной геометрий вызывает волно-
образный характер изменения появления ошибок 
QPSK-сигнала, т.  е. колебание в пределах 10-3 до 
10-5 для ЦиАР и 10-3 до 10-8 для плоской АР.

На следующих графиках из рис. 3 показаны ха-
рактеристики цифровых антенных решеток в за-
висимости от положения полезного сигнала и 
активной помехи в пространстве. Месторасполо-
жение данных равномощных источников по ази-
муту фиксировано, но при этом они смещались 
по углу места от 0° и 90°, наряду с этим ОСШ = 
= –10 дБ. Оценивалось ОСПШ на выходе ЦАР для 
оптимального алгоритма (9) для рассматриваемых 
форм решеток.

При смещении источников сигналов в угломест-
ной плоскости от 0° до 90° происходят значитель-
ные колебания отношения сигнал/помеха + шум на 
выходе ЦАР. Так, если источники полезного сиг-

нала имеет координату по углу места, равную 0°  
(т.  е. над цифровой антенной решеткой), то при 
использовании цилиндрической АР ОСПШ име-
ет отрицательные или близкие к нулю значения 
(рис. 3, а), другими словами, тогда уровень сигна-
ла много ниже уровня негативных воздействий. 
При этом плоская антенная решетка имеет мак-
симальные значения по уровню полезного сиг-
нала (рис.  3,  в). При этом данные две формы АР 
значительно влияют на ОСПШ в зависимости от 
КНД элементов. Значения сигнал/помеха + шум 
заметно повышаются при смещении от ϕ = °0  до 
45°. При дальнейшем перемещении источников 
сигналов сверх ,ϕ = °45  ОСПШ повышается от 20 
до 30 дБ для ЦиАР. Плоская форма размещения 
АЭ дает зеркальные значения цифрового диа-
граммообразования в сравнении с цилиндриче-
ской АР. Полусферная форма антенной решетки 
имеет более плавные значения на выходе ЦАР 

  
 а б

  
 в г
Рис. 3. Отношение мощности полезного сигнала к сумме мощностей помехи и шума на выходе ЦАР в зависимости от направле-
ния на источник по углу места и КНД отдельного элемента для: а – кольцевой АР; б – полусферной АР; в – плоской АР; г – вероят-
ность битовой ошибки, D = 6 дБ
Fig. 3. The ratio of the useful signal power to the sum of the interference and noise powers at the CAR output depending on the direction 
to the source in terms of elevation and the directivity factor of an individual element for: a – ring AA; b – hemispherical AR; c – flat AR; 
d – bit error probability, D = 6 dB



78
Нечаев Ю.Б., Пешков И.В. Исследование цифрового диаграммообразования ...

Nechaev Yu.B., Peshkov I.V. Study of digital diagram formation ...

в зависимости от положения по углу места. Так, 
при КНД элемента, равного 6 дБ, изменения отно-
шения сигнал/помеха + шум находятся в пределах 
20÷25 дБ (рис.  3,  б). Вероятность битовой ошибки 
полусферной АР значительно меньше, чем при 
других рассматриваемых типов, т. е. 0,02÷0,0022 и 
0,45÷0,09 соответственно.

На следующих графиках из рис. 4 показаны ха-
рактеристики цифровых антенных решеток в зави-
симости от положения равномощных источников 
по азимуту от 0° до 90° и 50° до 140° соответствен-
но, координаты по углу места фиксированы на 45°, 
отношение сигнал/шум на входе ЦАР составляет 
–10 дБ.

Как видно из графиков на рис. 4, при смещении 
источников сигнала в азимутальной плоскости 
от 0° до 90° происходят колебания параметров. 
Изменчивость величин происходит не линейно, 
а  волнообразно в зависимости от покрытия тем 

или иным элементом определенного сектора. Осо-
бенно при увеличении направленности антенного 
элемента. Так, если КНД элементов равно 15 дБ, 
то при цифровом диаграммообразовании ЦиАР 
колебания выходного ОСПШ составляют 8 дБ, 
а при использовании полусферной АР – 16 дБ. При 
снижении направленности отдельного элемента 
до 6  дБ колебания выходного отношения сигнал/ 
помеха + шум для ЦиАР находятся в пределах 1 дБ, 
а полусферной решетки – 3 дБ. В этом смысле пло-
ская антенная решетка схожа по своему поведению 
с последней. При этом вероятность битовой ошиб-
ки полусферной АР также значительно меньше, 
чем у других рассматриваемых типов, в частности 
ЦиАР, т. е. 0,003÷0,03 и 0,11÷0,09 соответственно.

Рассмотрим зависимость от числа отсчетов ус-
реднения шумовой корреляционной матрицы (10). 
В этом случае моделировались два источника рав-
ной мощности, при этом отношение сигнал/шум 

  
 а б

  
 в г
Рис. 4. Отношение мощности полезного сигнала к сумме мощностей помехи и шума на выходе ЦАР в зависимости от направле-
ния на источник по азимуту и КНД отдельного элемента для: а – кольцевой АР; б – полусферной АР; в – плоской АР; г – вероят-
ность битовой ошибки, D = 6 дБ
Fig. 4. The ratio of the useful signal power to the sum of the interference and noise powers at the CAR output, depending on the direc-
tion to the source in azimuth and the directivity factor of an individual element for: a – ring AA; b – hemispherical AR; c – flat AR; d – bit 
error probability, D = 6 dB
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на входе ЦАР составляет –10 дБ. КНД отдельного 
элемента фиксировано на D = 6 дБ.

Из рис. 5 видно, что если в каналах присутствуют 
только помехи и шум, т. е. используется алгоритм  
(9), выходное отношение сигнал/помеха + шум прак-
тически не зависит от числа отсчетов (рис.  5,  а). 
Однако при использовании алгоритма SMI, когда 
к выборкам подмешивается полезный сигнал, что, 
как правило, происходит в реальных приложени-
ях, выходные значения ОСПШ зависят от их числа 
прямо пропорционально. К примеру, происходит 
повышение от 6 до 22 дБ при увеличении числе от-
счетов от 10 до 1000 при коэффициенте регуляри-
зации, равном 0,1 (рис. 5, а). 

Кроме того, разница между ОСПШ в зависимо-
сти от коэффициента регуляризации (13) состав-
ляет 3 дБ при e = 0,1 и 7 дБ при e = 1 относитель-
но ситуации, когда e = 0 (рис. 5. а). Из рис. 2 и 5, б 
видно, что если угол склонения составляет 45°, то 
плоская АР имеет лучшую вероятность битовой 
ошибки, чем кольцевая, при этом больше, чем по-
лусферная. Например, считая установившийся ре-
жим при K = 100, 0,1128 (плоская), 0,1855 (ЦиАР) и 
0,0395 (полусфера).

Заключение
В статье исследованы алгоритмы цифрового ди-

аграммообразования в составе цилиндрических, 
полусферных и планарных АР в зависимости от 
коэффициента направленного действия антенно-
го элемента. Цифровое формирование диаграммы 
направленности производится с помощью опти-
мального накопительного алгоритма подавления 

помех и шума, в том числе с применением регуля-
ризации пространственной матрицы. Важнейшие 
характеристики диаграммообразования, такие как  
отношение мощности полезного сигнала к сум-
ме помехи и шума, а также вероятность битовой 
ошибки на выходе ЦАР оцениваются для идеаль-
ных изотропных, а также направленных элемен-
тов для рассматриваемых форм АР и алгоритмов. 
С помощью компьютерной симуляции установле-
но, что значительное понижение ошибок переда-
чи данных, а также высокий коэффициент ОСПШ 
могут быть достигнуты, если использовать под-
ходящее значение коэффициента направленно-
го действия оптимальным образом подобранной 
формы расположения антенных элементов. 

В ходе исследования выявлено, что вероятность 
битовой ошибки сигнала с модуляцией QPSK по-
сле применения полусферной ЦАР также на не-
сколько порядков ниже и данные значения много 
стабильнее во всем диапазоне нахождения источ-
ников сигналов в пространстве, чем у других рас-
сматриваемых АР. Колебания выходного ОСПШ в 
угломестной и азимутальной плоскости у послед-
ней значительно меньше, и в целом полученные 
значения превышены на 5–10 дБ относительно 
цилиндрических и планарных цифровых АР. Оп-
тимальным выбором числа отсчетов усреднения 
пространственной корреляционной матрицы яв-
ляются значения свыше 100, но не превышающие 
1000, т. к. дальнейшее увеличение числа выборок 
приведет к росту вычислительной сложности диа-
граммообразования без существенного выигрыша 
отношения сигнал/помеха + шум и вероятности 
битовой ошибки.

  
 а б
Рис. 5. Характеристики ЦАР в зависимости числа отсчетов усреднения корреляционных матриц для: а – рассматриваемых алго-
ритмов; б – антенных решеток после использования SMI, e = 1
Fig. 5. Characteristics of the CAR depending on the number of samples of averaging the correlation matrices for: a – considered algo-
rithms; b – antenna arrays after using SMI, e = 1
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Таким образом, можно сказать, что опти-
мальным выбором коэффициента направленно-
го действия для высокой мощности полезного 
сигнала и подавления шума и помех является 
значение в пределах 6–8 дБ с полусферным рас-
положением антенных элементов. В качестве 

подхода для формирования ДН предпочтитель-
но использовать алгоритм управления нуля-
ми либо обращения пространственной корре-
ляционной матрицы с числом выборок около 
100÷200 и коэффициентом регуляризации 0,1 и 
выше.
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Abstract – In the paper the digital beamforming is examined in azimuth and elevation, which allows more accurate formation 
of nulls and maximum of the radiation pattern. The minimum variance distortionless response beamformer, the sample matrix 
inversion algorithm using regularization, and the null steering algorithms at the output of cylindrical, hemispherical and planar 
lattices are considered. The ratio of the useful signal power to the active interference plus noise resulting power and the bit error 
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ratio at the output of digital antenna arrays are estimated depending on the directivity of the antenna elements and the number 
of averaging samples. It has been established that a hemispherical antenna array can significantly increase the transmission 
reliability in comparison with the considered ones, which will reduce the computational load without using complicated 
diagramming algorithms.

Keywords – modeling; digital antenna arrays; diagrams; cylindrical antenna arrays; directional radiators; directivity; bit error 
probability.
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