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Введение
В ряде задач динамики полёта косми-

ческих аппаратов необходимо определить
движение относительно центра масс. Тради-
ционно для определения ориентации твёр-
дого тела в пространстве применяются углы
Эйлера. Однако, определить аналитические
зависимости указанных углов от времени в
общем случае трудно. Поэтому используют
в основном их численные зависимости, по-
лученные с помощью численного интегри-
рования соответствующих уравнений движе-
ния. Целью данной работы является опреде-
ление аналитических зависимостей от вре-
мени традиционных углов ориентации твёр-
дого тела с полостью, целиком заполненной
жидкостью. Твёрдым телом с тороидальной
полостью, целиком заполненной жидкостью,
моделируется разгонный блок (РБ). Форма
полости выбрана неслучайно: это один из
наиболее распространённых типов баков на-
ряду с цилиндрическими и сферическими,
используемыми в РБ.

Под простейшими случаями движения
твёрдого тела с полостями, наполненными
жидкостью, будем подразумевать случаи, ког-
да движение жидкости в полости можно пол-
ностью охарактеризовать конечным числом
переменных [1]. Очевидно, это возможно
лишь при полном заполнении жидкостью
полости, когда отсутствует свободная повер-
хность. Известно, что если при этом движе-
ние жидкости является потенциальным или
же однородным вихревым, то движение си-

стемы описывается обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями вместе с урав-
нением Лапласа [2, 3]. Исследование движе-
ния системы в этих случаях значительно уп-
рощается.

1. Математическая модель
В случае, когда полость целиком запол-

нена жидкостью и за начало подвижных осей
принят центр инерции системы, уравнения
движения принимают простой вид

LGωG
=×+

dt
d . (1)

Суммарный момент количеств движе-
ния твёрдого тела и жидкости в его полости
равен:

RGGG *
1 ++= ,

где вектор R  представляет собой линейную
функцию главных циркуляций и является
постоянным в связанной системе координат.

Уравнение движения системы относи-
тельно центра масс в векторном выражении
имеет вид

LR)G(G)G(G *
1

*
1 =++×++ ω

dt
d .

Такой же вид имеет уравнение движе-
ния системы около неподвижной точки. Если
оси абсолютной системы координат напра-
вить по главным осям эллипсоида

УДК 629.78 + 531.36

ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ РАЗГОННОГО БЛОКА С ТОРОИДАЛЬНЫМ
БАКОМ ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС В ПАРАМЕТРАХ КЭЛИ-КЛЕЙНА

© 2011 А. В. Алексеев, В. С. Красников

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Предложена математическая модель движения вокруг центра масс разгонного блока (РБ) с тороидаль-
ным баком, заполненным жидким топливом. Определены зависимости параметров движения от времени чис-
ленным и аналитическим методами. Исследованы предельные случаи ориентации в углах Эйлера.

Разгонный блок, параметры Кэли-Клейна, углы Эйлера, кинематические уравнения.
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1)rr( (1)* =+ θθ , то векторное уравнение (1)
в проекциях на оси жёстко связанной с те-
лом системы координат даёт следующие три
скалярных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнения:
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31

23

NqRpRpqABrC
MpRrRprCAqB
LrRqRqrBCpA

&
&
&

(2)

Здесь A, B, C – главные моменты преобразо-
ванного тела для точки О, равные суммам
моментов инерции твёрдого тела и эквива-
лентного тела, относительно соответствую-
щих осей координат, направленных по глав-
ным осям эллипсоида инерции для точки О;
L, M, N – проекции внешнего момента на
связанные оси координат; p, q, r – проекции
вектора мгновенной угловой скорости ω на
оси связанной системы координат; 321 ,, RRR
– проекции вектора R момента количества
циклического движения жидкости, которые
определяются для всех кольцевидных поло-
стей в форме тел вращения вокруг оси 3x
через потенциал циклического движения
жидкости [1]:

π
χ

2
,0 2

321
MRRR === , (3)

где 2M  – масса жидкости, χ  – циркуляция
жидкости.

Таким образом, полная математическая
модель, позволяющая получить зависимос-
ти параметров движения от времени, состо-
ит из системы (2) и любых кинематических
уравнений, например, кинематических урав-
нений Эйлера:
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(4)

где ψ , θ , ϕ  – углы Эйлера. Одним из вари-
антов исследования движения системы яв-
ляется получение решения системы диффе-
ренциальных уравнений (2), (4) в углах Эй-

лера. Нелинейность уравнений (4) не позво-
ляет получить зависимости углов от време-
ни в аналитическом виде. На рис. 1, 3, 5 пред-
ставлены зависимости углов Эйлера от вре-
мени, полученные в результате численного
интегрирования системы дифференциальных
уравнений (2), (4). На рис. 2, 4, 6 для анализа
влияния жидкости на движение вокруг цен-
тра масс показаны те же углы, полученные
аналогичным образом, но для тела без жид-
кости.

Решения, полученные в результате чис-
ленного интегрирования, полезны для опре-
деления характера движения и его парамет-
ров для определённого набора начальных
условий и характеристик системы. Проведе-
ние по ним качественного анализа движения
и выявление влияния различных параметров
системы затруднительно и требует больших
затрат времени и ресурсов. Удобнее прово-
дить анализ по аналитическим зависимос-
тям.

2. Получение аналитических зависи-
мостей параметров движения от времени

Для решения поставленной задачи вве-
дём следующие допущения, характерные для
РБ и позволяющие упростить решение ди-
намических уравнений.

1. Будем считать, что движение проис-
ходит под действием только тяги маршевых
двигательных установок, которая не создаёт
момента относительно центра масс. Тогда
проекции внешнего момента на оси связной
системы координат равны нулю:

.0=== LMN

2. В качестве топливных баков исполь-
зуются баки тороидальной формы, т.е. для
них проекции момента циклического движе-
ния жидкости на оси связной системы коор-
динат имеют вид (3).

3. РБ является динамически симмет-
ричным:

.CBA ≠=

4. Топливный бак расположен перпен-
дикулярно продольной оси симметрии РБ.

Перепишем систему (2) с учётом вве-
дённых допущений:
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Рис. 1. Зависимость угла прецессии от времени
для тела с жидкостью

Рис. 2. Зависимость угла прецессии от времени
для тела без жидкости

Рис. 3. Зависимость угла нутации от времени
для тела с жидкостью

Рис. 4. Зависимость угла нутации от времени
для тела без жидкости

Рис. 5. Зависимость угла собственного вращения
от времени для тела с жидкостью

Рис. 6. Зависимость угла собственного вращения
от времени для тела без жидкости
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Из (5) получим аналитические зависимости
от времени проекций вектора угловой ско-
рости на оси связанной системы координат:
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где 000 ,, rqp - начальные условия,

])([1
30 RACr

A
k +−= - циклическая частота.

Система (5) является аналитическим
решением динамических уравнений, по ко-
торым можно анализировать изменение про-
екций угловой скорости на оси связанной
системы координат. Подставляя данное ре-
шение в кинематические уравнения, решим
задачу Дарбу, состоящую в определении па-
раметров ориентации по известным угловым
скоростям.

Для определения ориентации РБ будем
использовать параметры Кэли-Клейна, в ко-
торых кинематические уравнения запишут-
ся в виде
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(7)

Подставляя в систему дифференциаль-
ных уравнений первого порядка (7) анали-
тические выражения для угловых скоростей
(6) и решая задачу Коши для этой системы с
начальными условиями 0000 ,,, δγβα , пос-
ле введения замены

2
0

2
00

2
0

2 2 pqkrrk −−−−−=µ

получим следующие аналитические выраже-
ния для параметров Кэли-Клейна:
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где константы 0000 ,,,, DCBAµ  определяют-
ся из начальных условий системы.

Аналитические зависимости для δ(t),
γ(t) являются комплексным сопряжением
α(t), β(t) и, наоборот, с точностью до знака
[4]:
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);()(

tt
tt

αδ
βγ
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−=

Для определения ориентации РБ в тра-
диционных углах Эйлера необходимо вос-
пользоваться их связью с параметрами Кэли-
Клейна [5]:
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(9)

Графическое представление решения (9) пол-
ностью совпадает с графиками на рис. 1, 3,
5, что подтверждает адекватность получен-
ных зависимостей.

Таким образом, получены аналитичес-
кие зависимости углов Эйлера от времени,
которые определить из кинематических со-
отношений Эйлера весьма сложно, а в неко-
торых случаях и невозможно. С помощью
полученных соотношений (9) можно анали-
зировать влияние параметров системы, в том
числе и жидкости, на угловое движение РБ.
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3. Предельные случаи ориентации в
углах Эйлера

Как известно, при θ=0 или θ=π углы ψ,
ϕ не определены, а определена только их сум-
ма ψ+ϕ. Эта особенность углов Эйлера де-
лает их малопригодными для исследования
движения вблизи указанных значений угла
нутации. В этом случае необходимо исполь-
зовать другие углы. Однако, если использо-
вать решение (9), полученное выше, то эта
проблема устраняется. Например, численное
решение для нулевого начального угла нута-
ции получить невозможно из-за возникно-
вения деления на ноль в кинематических
уравнениях Эйлера. График зависимости угла
нутации от времени, полученной при началь-
ных условиях ,0)0(,0)0(,0)0( === ψϕθ
приведён на рисунке 7.

Заключение
На основании работ Н. Е. Жуковского

построена математическая модель движения
вокруг центра масс осесимметричного РБ с
тороидальным баком, заполненным жидким
топливом. Для анализа влияния топлива на
движение системы проведено численное
интегрирование уравнений движения. Для
исследования предельных случаев движения
в углах Эйлера и качественной оценки влия-
ния параметров системы на её движение с
помощью параметров Кэли-Клейна постро-
ено аналитическое решение уравнений дви-
жения.

Данная статья написана по результатам
проведения поисковой научно-исследова-
тельской работы в рамках реализации ФЦП
«Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России» на 2009 – 2013 годы.

Рис. 7. График зависимости угла нутации от времени в предельном случае
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Введение. В работах [1 - 3] рассмотре-
ны некоторые вопросы динамики полёта и
управления движением сверхзвукового само-
лёта-носителя как первой ступени  авиаци-
онно-космической системы (АКС), предназ-
наченной для запуска на околоземные орби-
ты миниспутников массой до 200 кг. В на-
стоящей работе предложена программа уп-
равления коэффициентом аэродинамической
подъёмной силы сверхзвукового самолёта-
носителя, которая может быть использована
как номинальная при управлении в возму-
щённом движении.

В качестве сверхзвукового самолёта-
носителя будем рассматривать самолёт - про-
тотип истребителя МиГ-31 (Россия) и аппа-
рат  MPV (MIPCC-powered vehicle – аппарат
с охлаждаемыми двигателями; Mass Injection
Pre-Compressor Cooling -  система дополни-
тельной подачи кислорода и охлаждения дви-
гателя) системы RASCAL (Responsive Access,
Small Cargo, Affordable Launch  - доступная
система для запуска малых грузов по требо-
ванию, США) [4].

Схема манёвра. При исследовании
движения сверхзвукового самолёта-носите-
ля выделим два участка: активный (с рабо-
тающей двигательной установкой - ДУ и си-
лой тяги)  и пассивный (с выключенной ДУ
и отсутствием силы тяги).

На активном участке аппарат из режи-
ма горизонтального полёта начинает криво-

линейный набор высоты. Управляющим па-
раметром является нормальная скоростная
перегрузка yan . Активный участок продол-
жается до тех пор, пока не будет достигнута
предельная высота работы ДУ. После вык-
лючения ДУ наступает пассивный участок,
на котором  движение аппарата определяет-
ся программой управления )(tС ya  - зависи-
мостью коэффициента аэродинамической
подъёмной силы yaC  от времени t.

В работе рассматривается пассивный
участок движения аппарата, а активный уча-
сток лишь определяет его начальные усло-
вия.

Модель движения. Система дифферен-
циальных уравнений, описывающих пассив-
ное движение сверхзвукового самолёта-но-
сителя, имеет вид:
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Здесь t – время, в секундах; V – скорость, в

с
м ; θ - угол наклона траектории; h - высо-

УДК 629.78

НОМИНАЛЬНАЯ ПРОГРАММА УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ
СВЕРХЗВУКОВОГО САМОЛЁТА-НОСИТЕЛЯ

© 2011 В. Л. Балакин, В. И. Потапов

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С.П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Предложена номинальная программа управления коэффициентом аэродинамической подъёмной силы
сверхзвукового самолёта-носителя как первой ступени  авиационно-космической системы. Определены конеч-
ные условия движения при заданном угле наклона траектории.

Авиационно-космическая система, первая ступень, сверхзвуковой самолёт-носитель, программа уп-
равления коэффициентом подъёмной силы, конечные условия движения.
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та, в м ; ( )MСfC yaxa ,=  - коэффициент ло-
бового сопротивления; М – число Маха;

( )hf=ρ - плотность воздуха на заданной

высоте, в 3м
кг ; S – площадь крыла, в 2м ;

g – ускорение свободного падения, в 2с
м .

Определим программу управления ко-
эффициентом подъёмной силы, которую
можно использовать как номинальную при
терминальном управлении в возмущённом
движении.

Известно, что одной из номинальных
программ, используемых при терминальном
управлении в условиях возмущённого дви-
жения, является кусочно-непрерывная фун-
кция.

Рассмотрим, основываясь на результа-
тах решения задачи оптимизации [3], следу-
ющую программу управления коэффициен-
том подъёмной силы:







≥

<
=

.,

;,

2

1

Пya

Пyaном
ya ttеслиС

ttеслиС
С (2)

Здесь индекс «ном»  означает «номинальная»;

1yaС , 2yaС - соответственно начальное и ко-о-

нечное значение коэффициента; Пt  - время
переключения коэффициента со  значения

1yaС  на значение 2yaС .

Коэффициент 1yaС  примем равным зна-
чению, соответствующему окончанию актив-
ного участка движения. Это позволит при
дальнейшем движении (увеличении высоты

с уменьшением скорости) иметь значение

перегрузки yan , меньшее максимальной max
yan .

При максимизации конечной скорости
в конце участка пассивного движения для
уменьшения торможения аппарата коэффи-
циент подъёмной силы уменьшается и мо-
жет принимать минимальное значение. Ко-
эффициент 2yaС , следуя решениям, получен-
ным в [3], примем равным нулю.

Варьируя время переключения Пt  от на-
чального времени пассивного участка дви-
жения нt  = 0 до конечного времени кt , соот-т-
ветствующего достижению заданного значе-
ния конечного угла наклона траектории кθ ,
можно определить диапазон достижимых ко-
нечных скоростей кV  и соответствующих им

высот кh .
Результаты моделирования для само-

лёта МиГ-31. Рассмотрим номинальную
программу, описываемую выражением (2),
для самолёта.

Активный участок  заканчивается на
высоте 21 км. Конечные условия движения
на активном участке, определяющие началь-
ные условия пассивного участка (скорость

нV , угол наклона траектории нθ  и высота а нh ),
приведены в табл. 1.

Результаты моделирования движения с
начальными условиями, соответствующими
табл. 1, для конечного угла наклона траекто-
рии 20кθ = °  приведены  в табл. 2, 3. В табл.

3 приведены значения времени Пt  и конеч-

Таблица 1. Конечные условия движения на активном участке и коэффициент
подъёмной силы самолёта

yan
 2 3 4 5 

град,θ  20,5 32,2 37,4 39,2 

с
мV ,  661 556 480 446 

yaС  0,6 1,0 1,0 1,0 
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ной скорости кV , соответствующие макси-

мальной конечной высоте max
кh , достигаемой

при данной перегрузке yan .
Как обобщающий результат проведён-

ного моделирования движения самолёта с
номинальной программой управления на
рис. 1 приведены зависимости конечной вы-

соты кh  и конечной скорости кV  от времени

переключения Пt  для различных значений пе-

регрузки yan  для 20кθ = ° . Аналогичные за-
висимости могут быть получены и для дру-
гих достижимых значений конечного угла
наклона траектории, например для 30кθ = °
(рис. 2).

yan
 2 3 4 5 

кмhк ,  21,1 23,9 24,3 24,2 

с
мVк ,  658 491 398 361 

 

Таблица 2. Конечные значения высоты и скорости самолёта при Пt = 0

Таблица 3. Параметры номинальной программы управления и конечные условия
движения самолёта

yan  1yaС  Пt ,с max
кh ,км кV ,м/c 

2 0,6 25 26,24 467 
3 1,0 34 28,2 270 
4 1,0 32 27,2 237 
5 1,0 30 26,6 225 
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Рис. 1. Зависимости кh , кV  самолёта от t для yan = 2, 3, 4, 5 при 20кθ = °
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Для конечного значения угла наклона
траектории 20кθ = °  (рис. 1) достижимые ус-
ловия запуска второй ступени характеризу-
ются диапазоном максимальной конечной
скорости от 650 м/c при конечной высоте
21 км ( yan = 2) до максимальной конечной вы-
соты 28 км при конечной скорости 270 м/c
( yan = 3). Для большего конечного значения

угла наклона траектории 30кθ = °  (рис. 2)
максимальная конечная скорость, равная
540 м/c при конечной высоте 22 км, и макси-
мальная конечная высота, равная 28 км при
конечной скорости 300 м/c, соответствуют

yan = 3.

Результаты моделирования для аппа-
рата MPV. В начальный момент времени
пассивного участка ( 0нt = ) известны ско-

рость нV , угол наклона траектории нθ  и вы-

сота нh , которая соответствует высоте вык-
лючения ДУ и равна 26,8 км. Они совпада-
ют с конечными условиями движения на ак-
тивном участке и вместе с коэффициентом
подъёмной силы yaС  приведены в табл. 3  для

различных значений перегрузки yan .
Результаты моделирования движения с

начальными условиями, соответствующими
табл. 3, для конечного угла наклона траекто-

Рис. 2. Зависимости кh , кV  самолёта от t для yan = 3, 4, 5 при 30кθ = °
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Таблица 3. Конечные условия движения на активном участке и коэффициент
подъёмной силы аппарата

yan
 2 3 4 5 

град,θ  19 26,9 33,1 38,4 

с
мV ,  1193 1193 1186 1174 

yaС  0,145 0,217 0,292 0,374 
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рии 20кθ = °  приведены в табл. 4, 5. В табл.

5 приведены значения времени Пt  и конеч-

ной скорости кV , соответствующие макси-

мальной конечной высоте max
кh , достигаемой

при данной перегрузке yan .
Как обобщающий результат проведён-

ного моделирования движения с номиналь-

ной программой управления (2) на рис. 3
приведены зависимости конечной высоты кh

и конечной скорости кV  от времени переклю-

чения Пt  для различных значений перегруз-

ки yan .
Для конечного значения угла наклона

траектории 20кθ = °  (рис. 3) достижимые

yan
 2 3 4 5 

кмhк ,  28,2 33,9 41,3 47,8 

с
мVк ,  1170 1118 1042 965 

 

Таблица 4. Конечные значения высоты и скорости аппарата

Таблица 5. Параметры номинальной программы управления и конечные условия
движения аппарата

yan  1yaС  Пt ,с max
кh ,км кV ,м/c 

2 0,145 23 35,7 1074 
3 0,217 49 50,1 905 
4 0,292 62 59,4 760 
5 0,374 71 65,7 613 

 

Рис. 3. Зависимости кh , кV  аппарата от t для yan = 2, 3, 4, 5
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условия запуска второй ступени АКС харак-
теризуются диапазоном максимальной конеч-
ной скорости от 1170 м/c при конечной вы-
соте 28 км ( yan = 2) до максимальной конеч-
ной высоты 66 км при конечной скорости
613 м/c ( yan = 5).

Аналогичные зависимости могут быть
получены и для других достижимых значе-
ний конечного угла наклона траектории, на-
пример для 30кθ = °  (рис. 4).

Заключение. Двухступенчатая про-
грамма управления, имеющая два значения
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 В настоящее время находят широкое
применение оптические методы контроля ка-
чества изделий машиностроения и массово-
го производства благодаря их бесконтактно-
сти, высокой информативности, быстродей-
ствию, возможности работы в реальном мас-
штабе времени. Лазерные диагностические
системы применяются в России и за рубежом
для контроля качества изделий машиностро-
ения, авиационной и космической техники,
автомобилестроения, приборостроения, для
выявления повреждений нефте- и газопро-
водов и скважин [1-7]. Лидерство в области
лазерной дефектоскопии принадлежит учё-
ным Европы и США. Зарубежные дефектос-
копические системы обеспечивают разреша-
ющую способность на уровне 10 мкм [1].
Отечественные лазерные дефектоскопичес-
кие системы не обеспечивают требуемой ве-
роятности обнаружения и распознавания де-
фектов поверхностного слоя изделий авиа-
ционной и космической техники, а также не
имеют возможности адаптации к условиям
проведения контроля.

В ряде работ проведены исследования
по определению интегральных характерис-
тик рассеяния поверхностей различных форм
[3 - 5] для оценки возможностей обнаруже-
ния объектов при лазерной локации. Прове-
дено физическое и численное моделирова-
ние процесса лазерной локации с целью оп-

ределения эффективной площади рассеяния
и переходной характеристики летательных
аппаратов (ЛА) и элементов их внешней ком-
поновки [6]. Исследована возможность кон-
троля геометрии поверхности лопаток газо-
турбинных двигателей (ГТД) при дистанци-
онном зондировании их поверхностей [7]. С
целью дальнейшего повышения эффективно-
сти лазерно-электронных систем дистанци-
онного зондирования поверхностей требует-
ся оценить влияние параметров зондирую-
щего лазерного излучения на вероятность
обнаружения и распознавания элементов
поверхности и внешней компоновки ЛА и
элементов конструкции ГТД.

Любая исследуемая поверхность харак-
теризуется одновременным наличием не-
скольких признаков. Поэтому для достовер-
ного распознавания объекта (определения
его характерных признаков) и определения
его состояния (температуры, уровня напря-
жений в поверхностном слое) необходимо
формирование многоканальной информаци-
онной системы с одновременным измерени-
ем нескольких параметров.

В силу сложности аналитического рас-
чёта зависимости величины регистрируемо-
го сигнала и вероятностей обнаружения и
распознавания объектов при дистанционном
зондировании с использованием лазерно-
электронных систем актуальными являются

УДК 629.78 + 621.373.876

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ
ЛАЗЕРНО-ЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМ ДИСТАНЦИОННОГО

ЗОНДИРОВАНИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ

© 2011 Н. А. Сазонникова

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королева (национальный исследовательский университет)

Проведены экспериментальные исследования по определению отражательных характеристик поверх-
ностей изделий аэрокосмической техники. Исследован характер поведения коэффициента отражения при им-
пульсно-периодическом воздействии с различной величиной интенсивности. При проведении исследования
влияния параметров зондирующего лазерного излучения на вероятность обнаружения и распознавания ис-
пользовался стенд лазерной локации. Получены зависимости контрастности изображения от угла падения из-
лучения, длины волны и скважности импульсов. Проведена экспериментальная оценка влияния длины волны
излучения на вероятность обнаружения объектов при лазерной локации.

Лазерное зондирование поверхности, вероятность обнаружения, отражательные характеристики.
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методы численного и физического модели-
рования данных процессов.

Форма индикатрисы рассеивания в по-
лярных координатах для источника с бессе-
левской корреляцией описывается выраже-
нием [5]:

ϕχ kkA cos
2

2+
= , (1)

где k – показатель индикатрисы, ∞=k - зер-
кальная поверхность, 0=k  - равномерноее
рассеивание во все стороны.

При этом полная величина мощности
(энергии) лазерного излучения определяет-
ся площадью, ограниченной кривой индикат-
рисы в полярных координатах в диапазоне
от 0 до π. Величина мощности или энергии,
попадающей на приёмный объектив, опре-
деляется площадью, заключённой в угле, со-
ответствующем числовой апертуре приёмно-
го объектива.

На разработанном стенде для опреде-
ления оптических характеристик конструк-
ционных материалов поверхностей проведе-
ны экспериментальные исследования по оп-
ределению отражательных характеристик
поверхностей материалов внешней компо-
новки ЛА. Полученные зависимости пред-
ставлены на рис. 1.

Так, для алюминиевого сплава после
химполирования при увеличении длины вол-
ны излучения с 0,56 мкм до 10,6 мкм проис-
ходит изменение показателя индикатрисы
рассеяния с 5 до 20, что соответствует уве-
личению величины принятого сигнала на
35 %. Для теплоизоляционной капроновой
ткани при изменении длины волны в том же
диапазоне показатель индикатрисы изменя-
ется с 2 до 12, что приводит к увеличению
величины  принятого сигнала на 45 %. Ис-
следован характер поведения коэффициента
отражения при импульсно-периодическом
воздействии с различной величиной интен-
сивности. Экспериментально показано, что
нитроэмалевое, терморегулирующее покры-
тие и экранно-вакуумная теплоизоляция име-
ют диффузный характер отражения излуче-
ния, а фоточувствительный слой солнечных
батарей и алюминиевый сплав после химпо-

лирования - зеркальное. Так, при отражении
от поверхности химполированного алюми-
ниевого сплава ширина индикатрисы рассе-
ивания составляет θ = 3о для ЭВТИ θ = 25о,
а для ТРП на основе диоксида циркония θ =
= 125о.

При проведении исследования влияния
параметров зондирующего лазерного излу-
чения на вероятность обнаружения и распоз-
навания использовался стенд лазерной лока-
ции (рис. 2).

Он включает в свой состав  механичес-
кую систему углового сопровождения и уст-
ройства оптической визуализации и необхо-
дим для решения следующих задач: прове-
дение анализа уровня освещённости участ-
ков элемента конструкции, исследование
оптических свойств поверхностей и распре-
деление освещённости в зондирующем пуч-
ке освещения, определение координат энер-
гетического центра освещённости изделия

Рис. 1. Индикатриса рассеивания излучения для
различных материалов (в полярных координатах):
I : 1 – длина волны λ = 0,56⋅10-6 м, 2 – длина волны

λ = 1,06⋅10-6 м, 3 – длина волны λ = 10,6⋅10-6 м;
II: 1 – частота повторения импульсов 10 Гц,

2 – частота повторения импульсов 20 Гц,
3 – частота повторения импульсов 30 Гц,
а –теплоизоляционная капроновая ткань;

б – пластина с покрытием на основе диоксида
циркония; в – алюминиевый сплав после

химполирования; г – пластина радиационных
элементов из арсенида галия
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при заданном уровне фона, определение век-
тора перемещения энергетического центра
освещённости при изменении положения
изделия в пространстве, определение опти-
ческих свойств материалов (коэффициент
отражения и индикатриса отражения) при
заданных температурах

Для осуществления физического моде-
лирования процесса дистанционного зонди-
рования поверхностей ЛА необходимо со-
блюдать принцип дифракционного подобия
полей, рассеянных реальным объектом и его
масштабной моделью в дальней зоне [6].
Испытательный стенд обеспечивает идентич-
ность углов облучения и приёма по сравне-
нию с реальной измерительной системой.
Используемые модели цели должны подроб-
но воспроизводить в масштабе копии объект
локации и имитировать характеристики рас-
сеяния его покрытий. При проведении по-
добных экспериментальных исследований на
испытательном стенде изучаемая модель ти-
пового изделия с помощью двух механизмов
поворота может вращаться вокруг двух вза-
имно перпендикулярных осей. При этом угол
поворота модели вокруг каждой оси отсле-
живается с помощью датчиков, каждый из

которых представляет собой фотодиод и фо-
топриёмник, разделённый вращающимся
диском с отверстиями, насаженным на вал
электродвигателя механизма поворота. Элек-
трические сигналы с датчиков угла поворо-
та поступают в вычислительный комплекс,
где количество поступивших импульсов пре-
образуется в угол поворота. Для создания
зондирующего пучка освещения модели слу-
жат лазеры с рабочими длинами волн излу-
чения в диапазоне (0,56 - 1,06)·10-6 м.

Оптический стенд имеет измеритель-
ную систему параметров выходного излуче-
ния и формирователь зондирующего пучка.
Отражённое от модели излучение регистри-
руется фотоприёмником, телекамерой или
тепловизором. Для создания фоновой обста-
новки служит осветитель. Стыковка испол-
нительных механизмов оптического стенда
с вычислительной машиной и комплексом
для обработки изображений позволяет авто-
матизировать процесс обработки результатов
исследований при оптической локации ти-
пового изделия. Он включает следующее
оборудование: привод модели, фотометри-
ческую модель летящей цели, сканирующее
устройство, имитаторы фонового излучения.

Рис. 2. Испытательный стенд лазерной локации: 1 - ПЭВМ; 2 - блок управления приводов модели;
3 - узел крепления стенда; 4 - рама крепления приводов; 5 - привод с датчиками углового поворота;

6 - модель цели; 7 - первый имитатор источника света; 8 - полупрозрачное зеркало; 9 - линза;
10 - фотоприемник; 11 - фоторегистратор; 12 - блок обработки информации; 13 - второй имитатор

источника света; 14 - лазер; 15 - формирователь зондирующего пучка; 16 – телекамера
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В качестве моделей объектов используются
космические аппараты ALOS (Advanced Land
Observation Satellite) и КА Ikonos. Плотность
мощности зондирующего пучка составляла

26,0
м
Вт

. Съёмка отражённого сигнала про-

водилась телекамерой WAT-231S и вводилась
для обработки в ПЭВМ. Подсветка имитато-
ром солнца составляла удельную мощность

1388 2м
Вт

. Направление потока излучения

имитатора составляло ϕ = -45° относитель-
но главной плоскости испытательного стен-
да и β = 10° относительно горизонтальной
плоскости. Зондирующий поток лазерного

излучения располагался под углами ϕ =
= -30° – 45°, β = 0-30° (ϕ - угол между верти-
кальной плоскостью и направление зонди-
рующего потока лазерного излучения, β -
угол между горизонтальной плоскостью и
потоком лазерного излучения). Использова-
лось импульсное лазерное излучение со
скважностью в диапазоне 2…4 и длиной вол-
ны излучения 0,56…1,06 мкм (скважность -
отношение периода следования (повторения)
импульсов одной последовательности к их
длительности).

Условия проведения эксперимента
представлены в таблице 1.

Полученные изображения приведены
на рис. 3. Номера изображений соответству-
ют условиям проведения эксперимента.

Таблица 1. Значения параметров зондирующего лазерного излучения
 

Номер Скважность Угол падения лазерного 
излучения, град 

Длина волны излучения, 
мкм 

1.1 
1.2 
1.3 

2 45 1,06 
0,63 
0,56 

1.4 
1.5 
1.6 

2 40 1,06 
0,63 
0,56 

1.7 
1.8 
1.9 

2 30 1,06 
0,63 
0,56 

2.1 
2.2 
2.3 

4 45 1,06 
0,63 
0,56 

2.4 
2.5 
2.6 

4 40 1,06 
0,63 
0,56 

2.7 
2.8 
2.9 

4 30 1,06 
0,63 
0,56 

3.1 
3.2 
3.3 

6 45 1,06 
0,63 
0,56 

3.4 
3.5 
3.6 

6 40 1,06 
0,63 
0,56 

3.7 
3.8 
3.9 

6 30 1,06 
0,63 
0,56 
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Для анализа полученных изображений
был применён стандартный пакет программ
MATLAB 7.5 (пакет Image Processing Toolbox).
На рис. 4 приведены примеры полученных
гистограмм. Номера гистограмм соответ-
ствуют зарегистрированным изображениям.

По результатам анализа гистограмм
распределения интенсивности в изображени-
ях рассчитывалась величина контрастности
изображения по зависимости:

minmax

minminmaxmax

II
NINIK

−
−

= , (2)

где Imax – максимальное значение интенсив-
ности в изображении, Nmax – число пикселов
с интенсивностью Imax, Imin – минимальное

значение интенсивности в изображении,
Nmin – число пикселов с интенсивностью Imin.

Построены зависимости контрастнос-
ти изображения от угла падения излучения,
длины волны излучения и скважности им-
пульсов (рис. 5, 6).

Полученные зависимости показывают,
что с ростом угла падения излучения в диа-
пазоне 30°…45° при скважности, равной 6,
контрастность возрастает в 1,5 раза, а при
скважности, равной 2 – в 2 раза. С ростом
длины волны с 0,56 мкм до 0,63 мкм сначала
происходит снижение контрастности на
10…15 %, а затем её рост на 15…20 %.

Проведена экспериментальная оценка
влияния длины волны излучения на вероят-
ность обнаружения объектов при лазерной

 

               1.1                                               1.2                                    1.3 

                     1.4                                        1.5                                   1.6 

                          1.7                                     1.8                                    1.9 
 

Рис. 3. Изображения фотометрических моделей космических аппаратов
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Рис. 4. Примеры гистограмм обработки изображений: а – гистограмма для изображения 1.1,
б – гистограмма для изображения 1.2, в – гистограмма для изображения 1.3,

г – гистограмма для изображения 3.7
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Рис. 5. Зависимости контрастности изображений от угла падения излучения и скважности импульсов
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локации. Коэффициент правдоподобия ла-
зерной локации Р определяется как отноше-
ние площади видимого изображения, огра-
ниченной распределением плотности мощ-
ности отражённого сигнала, к общей вели-
чине площади его изображения. Построена
зависимость коэффициента правдоподобия Р

от безразмерного параметра λ
11

BK = , где

В1 – диаметр зондирующего потока лазерно-
го излучения.

На рис. 7 приводятся сравнительные
зависимости величины Р для различных КА
с учётом изменяемой длины волны λ, часто-
ты генерации ν и величины скважности им-
пульса излучения Λ.

Заметим, что величина коэффициента
правдоподобия обнаружения объекта Р зави-

Рис. 6. Зависимости контрастности изображений от длины волны  и скважности импульсов
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Рис. 7. Зависимость коэффициента правдоподобия лазерной локации от длины волны излучения
для моделей различных КА: 1 - верхняя граница области обнаружения: частота генерации - 30 Гц,

скважность импульса 1/5; 2 - нижняя граница области обнаружения: непрерывный режим генерации
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сит от его конструкции при неизменном со-
ставе группы материалов внешней компонов-
ки. Состав группы материалов внешней ком-
поновки: теплоизоляционная капроновая
ткань; пластины с покрытием на основе ди-
оксида циркония; алюминиевые сплавы пос-
ле химполирования; пластины радиацион-
ных элементов из арсенида галлия. В дан-
ных условиях проведения исследований КА
«Ikonos» (США) имеет большую вероятность
обнаружения (оптическая ось зондирующе-
го пучка перпендикулярна строительной оси
объекта).

Таким образом, в данной работе про-
ведены экспериментальные исследования по
определению коэффициента отражения в за-
висимости от длины волны, угла падения и
скважности импульсно-периодического из-
лучения. С использованием разработанного
стенда лазерной локации получены зависи-
мости контрастности изображения от длины
волны, угла падения излучения и скважнос-
ти импульсов. Показано, что с ростом дли-
ны волны в диапазоне 0,56…1,06 мкм и угла
падения излучения в диапазоне 30°…45° кон-
трастность изображений возрастает. С уве-
личением скважности импульсов с 2 до 6
контрастность изображений снижается. Ко-
эффициент правдоподобия обнаружения
объекта  зависит от его конструкции при не-
изменном составе группы материалов внеш-
ней компоновки.
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Experimental studies to define the reflection characteristics of aircraft surfaces have been carried out. The
behavior of the reflectance under pulse periodic action with different values of intensity has been analysed. A test-bed
for laser detection and ranging of objects is used to analyse the influence of sounding laser radiation parameters on
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the radiation wavelength on the probability of detecting objects in case of using lasers has been carried out.

Laser surface sounding, detection probability, reflection parameters.
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Введение
Одной из важнейших мировых тенден-

ций в развитии космической техники в на-
стоящее время является разработка и созда-
ние так называемых маломассогабаритных
космических аппаратов (КА) или малых КА
(МКА).

Основное достоинство МКА – ценовая
привлекательность, которая дополняется ре-
альной возможностью быстрой продажи
этих аппаратов или сдачи в аренду. Низкая
стоимость МКА позволяет также формиро-
вать целые спутниковые системы, которые
могут осуществлять мониторинг земной по-
верхности, решать задачи телекоммуника-
ции, метеообеспечения, природопользования
и ряд других задач.

Основным препятствием при продви-
жении МКА на рынке является высокая сто-
имость составляющих его бортовых подси-
стем, длительный срок их отработки и, в ча-
стности, невозможность получения высоких
удельных характеристик бортовых двигатель-
ных установок (ДУ), напрямую влияющих на
качество выполнения целевой программы
полёта и время активного существования на
орбите. Одним из важных путей повышения
удельных характеристик двигательных ус-

тановок является использование высокоэнер-
гетических видов топлив и разработка эле-
ментов ДУ с высоким массовым совершен-
ством.

В работе [1] в качестве одного из воз-
можных вариантов совершенствования ДУ
для системы управления МКА предлагается
использовать кислородно-водородную дви-
гательную установку на основе электролиза
воды и двигателей малой тяги на газовом
топливе (ДМТГТ) – компонентах 2г 2гН О+ .
Приводится пневмогидравлическая схема
двигательной установки и делается её срав-
нение по массовым параметрам с ЖРДМТ
на компонентах топлива НДМГ+АТ.

В частности, в [1] указывается на ряд
преимуществ подобной ДУ, из которых не-
обходимо в контексте проведённого иссле-
дования отметить следующие:

1. ДУ на газовых компонентах топли-
ва генерирует минимальные импульсы тяги
с весьма малым импульсом последействия,
что практически приближает рабочий им-
пульс ДМТГТ к прямоугольному командно-
му импульсу системы управления. В резуль-
тате в режимах поддержания заданной ори-
ентации может быть реализована максималь-
ная точность ориентации МКА на навигаци-
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онный ориентир и минимальный расход ком-
понентов топлива на выполнение подобно-
го режима управления.

2. Имеется возможность снижения мас-
совых параметров ДУ при одинаковом сум-
марном импульсе за счёт уменьшения массы
более высокоэнергетического топлива, необ-
ходимого для выполнения программы полё-
та, и использования элементов ДУ с мини-
мальной массой (например, электролизёров
с твёрдотельным электролитом и т.п.).

3. Снимается проблема загрязнения
оптических элементов МКА и панелей сол-
нечных батарей факелом ДМТГТ.

4. Снижаются требования по технике
безопасности при стендовых испытаниях.

Учитывая вышеотмеченное, рассмот-
рим методику оценки потребного импульса
тяги для системы управления МКА с ДУ на
газовых компонентах топлива. Будем рас-
сматривать четыре основных рабочих манёв-
ров МКА: манёвр довыведения с исходной
опорной орбиты на заданную рабочую ор-
биту, манёвр поддержания параметров рабо-
чей орбиты, манёвр поддержания заданной
ориентации за фиксированное время, манёвр
затопления в заданном районе.

Оценка потребного импульса тяги для
манёвра довыведения на рабочую орбиту

Для выполнения проектно-расчётного
исследования динамики МКА с перспектив-
ной кислородно-водородной двигательной
установкой на основе электролиза воды в
качестве исходных данных используем пара-
метры ДУ, приведённые в [1]:

- суммарный импульс тяги
5~7,25 10 Н с⋅ ⋅ ;

- время активного функционирования
МКА ~ 5 лет ;

- энергообеспечение ~ 0,8КВт ;
- масса КА ~ 1500кг ;
- число (тяга) ДМТГТ коррекции –

4 (100 Н);
- число (тяга) ДМТГТ ориентации – 12

(5Н);
- удельный импульс тяги ДМТГТ кор-

рекции – 2950 м/с;

- удельный импульс тяги ДМТГТ ори-
ентации – 2500 м/с.

Для выполнения оценочных расчётов
предположим, что опорная и расчётная ор-
биты МКА являются круговыми и компла-
нарными, и по этой причине оптимальной
траекторией перелёта будет эллипс Гомана.
Затраты характеристической скорости на этот
перелёт могут быть определены по извест-
ным соотношениям [2]:

p

A

2v ;
( )

2
v .

( )

A
p co

p A p p

p
ск А

A A p A

kr kv v
r r r r

kr kv v
r r r r

∆ = − = −
+

∆ = − = − −
+

(1)

Здесь cov  и скv – соответственно круго-о-
вые скорости орбитального движения на
опорной с высотой 320 км и конечной (рас-
чётной) с высотой 800 км орбитах; k –
гравитационный параметр Земли, равный

5 3 23,9858 10 /км с⋅ ; pr , Ar  – соответственно
радиусы перигея и апогея эллипса Гомана;

pv , Аv – соответственно скорости в перигееее
и апогее указанного эллипса.

Оценка потребных приращений скоро-
стей pv и Аv  даёт следующие численные зна-

чения: 132, 49 / ; 130, 22 / .p Av м с v м с∆ = ∆ =

Для определения затрат импульса тяги
на данный манёвр необходимо определить
время приложения тяги двигателей коррек-
ции МКА. Его можно определить после ин-
тегрирования уравнения движения центра
масс МКА в инерциальной системе коорди-
нат, предполагая при этом, что кроме тяги
ДУ на аппарат не действуют никакие иные
силы. В результате можно получить соотно-
шения для длительностей приложения тяги
в перигее и апогее эллипса Гомана:

( );

( ).

p p co

p
A CK A

mt v v
R
m m

t v v
R

∆ = ∆ −

− ∆
∆ = −

(2)
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Во втором соотношении (2) присут-
ствует потеря массы аппарата pm∆ , обуслов-
ленная приложением импульса тяги в пери-
гее: 11,91pm кг∆ =  при секундных расходах

массы 2ГO  и 2ГН :

2 2
21,30 / , 2,67 / .

Г ГO Нm г с m г с= =& &

Таким образом, значения величин (2)
составят: 496,8 ;pt c∆ =  484, 4 .At c∆ =  Отсю-
да затраты суммарного импульса тяги, необ-
ходимые на реализацию манёвра довыведе-
ния МКА на расчётную орбиту, будут равны:

53,925 10 ,EJ Hc∆ = ⋅  что составляет 54,2 %
суммарного импульса тяги согласно проекту
кислородно-водородной ДУ [1].

Распространение этих результатов на
диапазон изменения массы МКА от 500 кг
до 1500 кг даёт картину, представленную на
рисунке 1. Здесь по оси ординат откладыва-
ется стартовая масса МКА, по оси абсцисс –
требуемый процент расхода суммарного им-
пульса тяги ДУ. Таким образом, довыведе-
ние МКА на рабочую орбиту расходует зна-
чительную часть суммарного импульса тяги.

Например, если стартовая масса МКА со-
ставляет 1500 кг, то на все остальные манёв-
ры в данном проекте кислородно-водород-
ной ДУ на основе электролиза воды остаёт-
ся 45,79 % суммарного импульса тяги.

Оценка потребного импульса тяги
для поддержания параметров

рабочей орбиты
При выполнении этой оценки необхо-

димо определить общее число сидерических
периодов обращения МКА на рабочей орби-
те за время функционирования и далее вы-
числить величину уменьшения высоты рабо-
чей орбиты, вызванного в первую очередь
аэродинамическим сопротивлением.

Отметим для определённости, что дру-
гими видами сопротивления на рабочей ор-
бите (магнитным, световым), а также изме-
нением наклонения плоскости орбиты в
инерциальной системе координат, вызывае-
мым вращением Земли, будем пренебрегать.

Таким образом, рассматриваемый ма-
нёвр коррекции рабочей орбиты в данном
случае представляет собой коррекцию высо-
ты рабочей орбиты.

Приближённые значения вековых воз-
мущений параметров круговой орбиты МКА,

Рис. 1. Зависимость величины требуемого импульса тяги для манёвра довыведения МКА
от стартовой массы аппарата; ограничения на рисунке соответствуют предельной

величине располагаемого суммарного импульса тяги ДУ (в %) и величине предельной массы аппарата
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вызванных взаимодействием корпуса аппа-
рата со свободномолекулярным потоком
сильно разреженной верхней атмосферы (со-
гласно [4] на высоте Н=800 км длина сво-
бодного пробега молекул составляет поряд-
ка ~1,5 км), могут быть определены интег-
рированием на интервале одного витка ли-
неаризованных уравнений движения для при-
ращений этих параметров в полярных коор-
динатах [5].

Рассмотрим вековые возмущения ради-
уса-вектора МКА:

2
04 ( ) .r H rδ πσρ= − (3)

Здесь rδ  - собственно вариация модуля ра-
диуса-вектора аппарата; σ  - баллистический
коэффициент; 0r  - начальное значение ради-

уса-вектора; ( )Hρ  - плотность атмосферы
на высоте H, которая определяется по моде-
ли стандартной атмосферы [4].

Баллистический коэффициент МКА
задаётся известным соотношением:

.
2
xa MC S
m

σ = (4)

Аэродинамический коэффициент со-
противления xaC  в свободномолекулярномм
потоке слабо зависит от внешней формы
МКА и определяется в основном характером
отражения молекул разреженного газа верх-
ней атмосферы от поверхности аппарата.

При 5,3S ≅  и 90α = o  коэффициент

2, 4xaC =  [6]. Здесь S – отношение скорости
набегающего потока газа на рассматривае-
мой высоте полёта МКА к наиболее вероят-
ной тепловой скорости молекул газа на той
же высоте, α  – угол между осью аппарата и
направлением движения.

Далее, предполагая площадь миделева
сечения МКА 23 ,MS м=  можно, определив
σ по (4), по (3) вычислить вековое возмуще-
ние модуля радиуса-вектора аппарата за один
сидерический период обращения:

0,031 .r мδ = −

 Соответственно, за один сидерический
год (5256 витков) эта величина будет равна

162,9r мδ = − , а за период функционирова-
ния 814,7r мδ = − .

Таким образом, оценка векового возму-
щения модуля радиуса-вектора МКА на ра-
бочей орбите позволяет сделать вывод о том,
что коррекции орбиты по этому параметру
за время функционирования аппарата, по-
видимому, не потребуется в силу малости
самого векового возмущения.

Оценка затрат импульса тяги
для манёвра поддержания заданной

ориентации
Рассмотрим расчётную схему системы

ориентации с пассивным корректирующим
контуром (рис. 2). Эта схема моделирует ос-

Рис. 2. Расчётная схема одноканальной системы ориентации с пассивным корректирующим контуром
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новные особенности функционирования си-
стемы ориентации в режиме предельного
цикла с учётом временных запаздываний в
управляющем тракте.

Расход импульса тяги в предельном
цикле при реализации манёвра поддержания
заданной ориентации МКА, как известно,
определяется временем активной работы
системы ориентации [8]:

.
2( )

ОР
A вкл

вкл выкл

Тt t
t t

=
+

Здесь ОРТ  - длительность режима поддержа-

ния заданной ориентации; ,вкл выклt t  - соответ-
ственно время включения и время выключе-
ния двигателей ориентации, определяемые
соотношениями:

. .
. .

0

2 (1 ) ;з н
вкл K Kt TK

m T
ϕ

λ
 

= − + 
 

(5)

2
. . 0 . .

2
. . 0 . .

(1 )4 ,
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з н K K
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з н K K

m T Kt T
m T K

λ ϕ
λ ϕ

+ −
=

− + (6)

где T и . .K KK  - соответственно постоянная
времени и статический коэффициент пере-
дачи корректирующего контура; λ  - коэффи-
циент возврата трёхпозиционного поляризо-
ванного реле; . .з нϕ  - зона нечувствительнос-

ти датчика угла; 0m  - управляющее ускоре-
ние:

0 .y

x x

M N l Rm
J J

⋅ ⋅
= = (7)

Здесь N – число управляющих двигателей в
рассматриваемом канале управления (в дан-
ном случае – канале крена); l – база установ-
ки двигателей; R – тяга двигателя; xJ - мо-
мент инерции МКА относительно продоль-
ной оси.

Далее для оценки величины tA и затрат
импульса тяги для рассматриваемого манёв-
ра примем следующие численные значения

параметров системы ориентации и парамет-
ров МКА: 2750 ;xJ кгм=  1 ;l м=  0,05;T =

4;N =  5 ;R H=  . . 0,00175 ;з н радϕ = 0,9λ = ;

. . 1,5.K KK =
Расчёты, выполненные по (6) и (7),

дают следующие результаты:

0,368 ; 2,173вкл выклt с t с= =

или 0,072 .A OPt T=

Отсюда потребный ресурс импульса
тяги составит: 4 1, 45 [ ].A OPJ Rt T H c∆ = = ⋅

На рисунке 3 представлены зависимо-
сти требуемых затрат импульса тяги для это-
го режима в зависимости от массы МКА и
параметра OPT .

Оценка затрат импульса тяги
для манёвра затопления

По целевой программе функциониро-
вания МКА этот манёвр является заключи-
тельным. Одна из схем его выполнения мо-
жет заключаться в том, что аппарат перево-
дится с рабочей орбиты на границу эффек-
тивной атмосферы с высотой 100 км, и да-
лее осуществляется его вход в плотные слои
атмосферы, а затем затопление в заданном
районе Мирового океана.

Рассмотрим схему выполнения манёв-
ра затопления. С точки зрения небесной ме-
ханики [3] манёвр можно также рассматри-
вать как гомановский переход между двумя
круговыми орбитами, но без приложения
тормозного импульса в перигее переходного
эллипса.

В этом случае величина тормозного
импульса скорости в апогее переходного эл-
липса (то есть на высоте рабочей орбиты)
будет равна

2 .
( )

p
A CK A

A A A p

rk kv v v
r r r r

∆ = − = −
+

Оценка потребного приращения скоро-
сти, выполненная по этой формуле, даёт сле-
дующее численное значение:

193,79 / .Av м с∆ =
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Полученные результаты позволяют оце-
нить суммарный расход импульса тяги для
всей суммы рассматриваемых манёвров
(рис. 4).

Из рис. 4 следует, что рассматриваемый
вариант двигательной установки на электро-
лизе воды с системой ДМТГТ является при-

Рис. 3. Зависимость требуемых затрат импульса тяги для поддержания заданной
ориентации МКА по каналу крена
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годным, по-видимому, для МКА массой по-
рядка 500 … 750 кг, поскольку управление
более тяжёлыми аппаратами потребует не-
приемлемых расходов импульса тяги для всей
запланированной совокупности динамичес-
ких манёвров за период активного функцио-
нирования.

Рис. 4. Зависимость величины суммарного импульса тяги для манёвров довыведения,
поддержания заданной ориентации и затопления
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При проектировании или модерниза-
ции космических аппаратов (КА) наблюде-
ния с высокими показателями целевой эф-
фективности (детальности, периодичности,
оперативности, производительности, срока
активного существования, точности и т.п.) в
условиях ограничений по массе конструкции,
мощности электропотребления, времени
выполнения тех или иных частных операций
и т.д. возникает проблема согласования
(«увязки») массогабаритных, энергетичес-
ких, ресурсных, временных и других харак-
теристик целевой аппаратуры, бортовых
обеспечивающих систем и КА в целом.

Характеристики различных бортовых
систем КА в большинстве случаев связаны
между собой множеством разнородных урав-
нений (алгебраических, дифференциальных
и интегральных), логических зависимостей,
алгоритмических связей. Обобщённо все эти
зависимости называют операторами связи.
При этом количество увязываемых характе-
ристик, а следовательно, и соответствующих
операторов связи, может быть очень боль-
шим, и при увязке характеристик «вручную»
велика вероятность возникновения ошибки.
Не всегда ясно, достаточно ли имеющихся
операторов связи или имеется их избыток,

корректно ли поставлена задача проектиро-
вания или нет.

Также зачастую требуется поставить
множество задач проектирования в рамках
конкретной модели (минимизация стоимос-
ти космической системы наблюдения, мини-
мизация массы КА, улучшение целевых по-
казателей эффективности, оптимизация рас-
писания работы целевой и обеспечивающей
аппаратуры, бортовой аппаратуры и т.д.).

Кроме того, иногда приходится заим-
ствовать уже существующие, отработанные
элементы, узлы и агрегаты бортовых систем
из КА других типов. Указанные элементы,
как правило, «не вписываются» в оптималь-
ную структуру проектируемого космическо-
го аппарата, но тем не менее, их используют
по соображениям минимума финансовых
затрат и экономии времени.

На основании вышеизложенного было
принято решение о создании проблемно-ори-
ентированной системы автоматизированно-
го проектирования (САПР). Данная система
анализирует математическую модель, осно-
вываясь на исходных данных и требуемых
выходных параметрах, указанных пользова-
телем. В качестве результата система выдаёт
отчёт о корректности модели, при положи-

УДК 629.78 + 004.9
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АППАРАТОВ НАБЛЮДЕНИЯ С ВОЗМОЖНОСТЬЮ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
С PDM-СИСТЕМОЙ

© 2011 А. А. Якищик

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Рассматривается проблема разработки проблемно-ориентированных систем для автоматизированного
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тельном содержании которого разбивает мо-
дель на последовательность уравнений и си-
стем уравнений, после чего пытается решить
их численно. Если численные значения ис-
ходных данных не позволяют найти числен-
ное решение требуемых параметров, систе-
ма сообщит о некорректности введённых
пользователем данных.

Методика построения проблемно-ори-
ентированных автоматизированных систем
основана на использовании теории графов и
теории отношений и заключается в следую-
щем [1].

По исходной системе уравнений, опи-
сывающих рассматриваемый объект, строит-
ся двудольный граф ( )EVUG ,,= , где U -
множество переменных; V – множество от-
ношений между переменными; Е – множе-
ство рёбер. Такой граф отражает связи меж-
ду переменными, используемыми в матема-
тической модели, и уравнениями, в которые
эти переменные входят.

Далее из графа исключаются вершины,
соответствующие исходным данным (так
называемые входные вершины), как не нуж-
дающиеся в  определении. В полученном
графе определяется максимальное паросоче-
тание, т.е. максимально мощное множество
его рёбер, обладающее тем свойством,  что
каждая вершина графа инцидентна не более
чем одному ребру. Это позволяет для  каж-
дой переменной определить  совокупность
тех уравнений, из которых она может  быть
выражена.

После этого проводится разделение
двудольного графа на компоненты сильной
связности. Выделение этих компонент раз-
бивает исходную систему уравнений на под-
системы, которые должны решаться совме-
стно.

Проходя последовательно по вершинам
компонент сильной связности от искомых
переменных (в графе G им соответствуют
выходные вершины) через вершины отноше-
ний к остальным переменным, можно опре-
делить последовательность решения данной
системы уравнений.

Подобная реализация проблемно-ори-
ентированной системы позволяет решать
разнородные задачи на постоянном множе-

стве моделей. Поскольку анализ моделей и
поиск решения осуществляется автоматизи-
рованно, участие пользователя ограничива-
ется лишь изменением наборов входных и
выходных параметров без перестройки мо-
дели в целом. Также для решения отдельных
задач возможно заимствование уже готовых
моделей и последующее их использование в
совокупности с уже имеющимися. Таким
образом, будет обеспечена существенная эко-
номия времени на начальных этапах разра-
ботки космического аппарата, а также све-
дено к минимуму количество ошибок, воз-
никающих при аналитическом поиске реше-
ния поставленной задачи.

Рассмотренный укрупнённый  алго-
ритм решения задачи  был реализован в про-
граммном комплексе, разработанном в сре-
де программирования DELPHI [2].

Работа программы происходит следу-
ющим образом. Пользователь выбирает один
из двух вариантов – работать с ранее сохра-
нёнными моделями или создать новую мо-
дель. При выборе ранее сохранённой моде-
ли происходит автоматическая загрузка всех
данных о модели (в том числе информации
о входных и выходных переменных). При из-
менении связей модели программа потребу-
ет пересохранить модель перед расчётами.
Таким же образом происходит добавление
новой модели – опция расчёта будет недо-
ступна, пока модель не будет сохранена. Для
сохранения модели необходимо ввести ис-
ходные данные по переменным системы.

После проверки правильности ввода
исходных данных работа программы может
идти в двух режимах – подробном (с поша-
говым отображением процесса поиска пос-
ледовательности решения) и сокращённом.
В случае подробного режима программа бу-
дет последовательно демонстрировать все
этапы алгоритма отыскания последователь-
ности решения в виде графов. При работе в
сокращённом режиме программа пропустит
визуальное отображение. Независимо от
того, какой режим был выбран – сокращён-
ный или подробный, – после анализа систе-
мы пользователю будет предоставлен отчёт
о результатах анализа модели. В случае, ког-
да система уравнений, описывающих модель,
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при текущих входных и выходных парамет-
рах не имеет решения, программа выдаст
соответствующее уведомление. Если же ре-
шение существует, оно будет отображено в
окне.

Поскольку в программе предусмотре-
но численное решение уравнений, пользова-
тель имеет возможность получить численные
значения выходных переменных. При выпол-
нении этой процедуры предусмотрена обра-
ботка различных исключительных ситуаций.
В частности, – детальная проверка синтак-
сиса введённых уравнений. При обнаруже-
нии некорректно введённого уравнения про-
грамма выдаст предупреждение с указанием
на строку, где была допущена ошибка. Обра-
ботка исключений, связанных с численным
решением (например, деление на ноль), про-
исходит без уведомления пользователя и без
прерывания процесса поиска решения. Кри-
тические ошибки, не предусмотренные ра-
ботой программы, также обрабатываются с
последующим выводом системного сообще-
ния. Таким образом, при возникновении ис-
ключительных ситуаций аварийного завер-
шения программы не произойдёт.

Для численного решения уравнений
используется метод дихотомии, точность ре-
зультатов которого устанавливается пользо-
вателем для каждой переменной индивиду-
ально. Также программа имеет возможность
решать подсистемы, имеющие в своём соста-
ве два нелинейных уравнения. Поскольку
численное решение таких систем представ-
ляет значительную сложность, рекомендует-
ся при вводе исходных данных сужать об-
ласть поиска значений переменных, входя-
щих в состав таких подсистем. Для решения
систем нелинейных уравнений применён
модифицированный метод дихотомии.

С помощью описанного программно-
го комплекса были решены задачи опреде-
ления характеристик ряда систем КА:

- системы терморегулирования (СТР);
- комплексной двигательной установ-

ки (КДУ);
- оптико-электронного телескопическо-

го комплекса (ОЭТК);
- элементов целевой аппаратуры;

- силового гироскопического комплек-
са (СГК);

- системы энергетического питания
(СЭП).

В качестве примера использования ком-
плекса рассмотрим задачу расчёта парамет-
ров СЭП космического аппарата. Уравнения,
описывающие массогабаритные характери-
стики указанной системы, имеют следующий
вид [3]:
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В уравнениях используются следующие
переменные:

РФБ - требуемая мощность фотоэлектри-
ческой батареи на конец срока активного су-
ществования;

нср сутP  - среднесуточная мощность на-
грузки;

СЭПP  - собственное потребление систе-
мы электропитания;

КАСη  - среднее значение коэффициентаа
полезного действия (КПД) комплекса авто-
матики и стабилизации напряжения (КАС);

АБη  - среднее значение КПД  аккумуля-
торной батареи (АБ);

cosα  - средний (интегральный) за ви-
ток полета КА косинус угла между направ-
лением на Солнце и нормалью к поверхнос-
ти фотоэлектрической батареи;

удP  - удельная мощность фотоэлектри-
ческой батареи;
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WАБ - необходимая энергия аккумуля-
торной батареи;

т
нP  - среднее значение мощности на-

грузки на теневом участке;
АН
нP  - средняя мощность нагрузки на

участке работы аппаратуры наблюдения;
тτ  - длительность теневого участка ор-

биты;
АНτ  - средняя длительность участка ра-

боты аппаратуры наблюдения на одном вит-
ке;

руη  - среднее КПД  разрядного устрой-
ства;

зуη  - среднее КПД зарядного устрой-
ства;

ФБS  - площадь фотоэлектрических пре-
образователей;

ФБγ  - удельная масса фотоэлектричес-
кой батареи с учётом элементов конструкции
солнечной батареи;

АБγ  - удельная энергия аккумуляторной
батареи;

нагрP  - максимальное значение мощнос-
ти, проходящей в нагрузку от фотоэлектричес-

кой батареи через стабилизатор напряжения;
СН
удP  - удельная мощность стабилизато-

ра напряжения;
ФБP  - требуемая мощность фотоэлект-

рической батареи на конец срока активного
существования;

ЗУ
удP  – удельная мощность зарядногоо

устройства;
РУ
удP  - удельная мощность разрядногоо

устройства;
mЗУ - масса зарядного устройства;
mРУ - масса разрядного устройства;
mСН - масса стабилизатора напряжения;
mФБ - масса фотоэлектрической батареи;
mСЭП - масса системы электропитания;
mАБ - масса аккумуляторных батарей.
Для ввода уравнений в программный

комплекс необходимо ввести нормализован-
ные переменные-идентификаторы. Их соот-
ветствие исходным параметрам математичес-
кой модели отображено в таблице 1.

В качестве входных переменных были
приняты параметры, указанные в таблице 2.

Обозначения отношений (уравнений)
приведены в таблице 3.

Таблица 1. Список идентификаторов
Иденти-
фикатор 

Параметр 
модели 

Иденти-
фикатор 

Параметр 
модели 

Иденти-
фикатор 

Параметр 
модели 

Иденти-
фикатор 

Параметр 
модели 

Иденти-
фикатор 

Параметр 
модели 

u1 РФБ u7 ФБS  u13 АНτ  u19 АБγ  u25 mРУ 
u2 нср сутP  u8 удP  u14 руη  u20 mСН u26 РУ

удP  
u3 СЭПP  u9 WАБ u15 зуη  u21 нагрP  u27 mСЭП 
u4 КАСη  u10 т

нP  u16 mФБ u22 СН
удP    

u5 АБη  u11 тτ  u17 ФБγ  u23 mЗУ   
u6 cosα  u12 АН

нP  u18 mАБ u24 ЗУ
удP    

 

Таблица 2. Входные переменные
Иденти-
фикатор 

Параметр 
модели Значение Иденти-

фикатор 
Параметр 
модели Значение Иденти-

фикатор 
Параметр 
модели Значение 

u2 н ср сутP  354Вт u10 т
нP  5.9Вт u17 ФБγ  4.2 кг/ м2 

u3 СЭПP  24Вт u11 тτ  0.83час u19 АБγ  1.2Вт*час/кг 
u4 КАСη  0.9  u12 АН

нP  411Вт u21 нагрP  579Вт 
u5 АБη  0.9 u13 АНτ  0.55час u22 СН

удP  275Вт/кг 
u6 cosα  0.356 u14 руη  0.95 u24 ЗУ

удP  225Вт/кг 
u8 удP  130 Вт/м2 u15 зуη  0.95 u26 РУ

удP  325Вт/кг 
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Исходный граф , построенный по сис-
теме уравнений, описывающих СЭП, приве-
дён на рисунке 1а, на рисунке 1б приведён
граф достижимых вершин, построенный
программой.

На основании построенного графа про-
грамма выдаёт решение поставленной зада-
чи, которое в данном случае выглядит сле-
дующим образом:
Решите  уравнение вида: u1=(u2+u3)/
(u4⋅u5⋅u6)
Относительно: U1
Решите  уравнение вида: u7=u1/u8
Относительно: U7
Решите  уравнение вида: u25=u1/u26
Относительно: U25
Решите  уравнение вида: u23=u1/u24
Относительно: U23
Решите  уравнение вида: u20=u21/u22
Относительно: U20
Решите  уравнение вида:
u9=((u10+u3)⋅u11+(u12+u3)⋅u13)/(u14⋅u15)

Относительно: U9
Решите  уравнение вида: u18=u9/u19
Относительно: U18
Решите  уравнение вида: u16=u17⋅u7
Относительно: U16
Решите  уравнение вида:
u27=u16+u18+u20+u23+u25
Относительно: U27

Данная последовательность уравнений
может быть решена численно с использова-
нием входных параметров, указанных
пользователем.

В данном примере были получены сле-
дующие значения выходных параметров:
Найденные выходные переменные:
U7=10,08355 (площадь солнечных батарей,
м2)
U27=298,145 (масса СЭП, кг)

На основе текущих возможностей про-
блемно-ориентированной системы было при-
нято решение о реализации в программном
продукте метода, позволяющего получить

Таблица 3. Обозначения отношений модели

Идентификатор Уравнение модели Идентификатор Уравнение модели 

v1 u1=(u2+u3)/(u4*u5*u6) v6 u25=u1/u26 
v2 u7=u1/u8 v7 u23=u1/u24 
v3 u9=((u10+u3)*u11+(u12+u3)*u13)/(u14*u15) v8 u20=u21/u22 
v4 u16=u17*u7 v9 u18=u9/u19 
v5 u27=u16+u18+u20+u23+u25   

 

Рис. 1. а) исходный граф,  б) граф достижимых вершин

     
 а) б) 
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значения основных массогабаритных харак-
теристик (массу, объём и момент инерции)
космического аппарата в целом.

Данный метод – метод синтеза конст-
руктивного облика изделий ракетно-косми-
ческой техники на основе последовательно-
го “наращивания” составных частей “вокруг”
блоков большой массы и габаритов – состо-
ит в следующем. В качестве основной состав-
ной части КА наблюдения выбирается опти-
ко-электронный телескопический комплекс,
который для КА детального и оперативного
наблюдения занимает наибольший объём КА
и имеет наибольшую массу по сравнению с
другими бортовыми системами.

Далее КА “наращивается” путём распо-
ложения “вокруг” ОЭТК элементов бортовых
систем сначала с наибольшими, затем с мень-
шими массами. Компоновка осуществляет-
ся по критерию минимума моментов инер-
ции КА (исходя из необходимости высокой
динамичности КА при выполнении про-
граммных разворотов). Причём расчёт масс,
габаритов и энергопотребления каждой “до-
бавляемой” бортовой системы (или какого-
либо блока БС) осуществляется, исходя из
фиктивной массы КА. В первом цикле ите-
рации фиктивная масса КА принимается рав-
ной массе ОЭТК, затем к ней добавляются
массы других блоков целевой аппаратуры,
которые рассчитываются, исходя из текущей
фиктивной массы КА. Далее к полученной
фиктивной массе КА добавляются массы
бортовых систем или элементов БС, присое-
диняющиеся к КА в процессе “наращива-
ния”. И так до окончания процесса “добав-
ления” массы всех бортовых систем КА. Во
втором и последующих итерационных цик-
лах проектирования в качестве фиктивной
массы КА используют массу, полученную в
конце предыдущего итерационного цикла.

Расчёт фиктивных объёмов и моментов
инерции КА производится в процессе рас-
чёта масс в той же последовательности.

Данный алгоритм реализован в рас-
смотренном ранее программном продукте и
работает следующим образом. Пользователь
выбирает соответствующий пункт меню для
перехода к части программы, отвечающей за
реализацию метода. Здесь работа ведётся с

уже готовыми моделями (редактировать или
добавлять новые в этой части программы не-
возможно). Из списка моделей выбираются
те, которые входят в состав КА. Обязатель-
ным условием корректной работы является
наличие ОЭТК в списке выбранных моделей.
Далее программа самостоятельно загружает
все необходимые модели и рассчитывает ха-
рактеристики КА по описанному выше ал-
горитму.

Значения массы, объёма и момента
инерции каждой системы КА берутся из зна-
чений соответствующих переменных на каж-
дой итерации. Индексы переменных, соот-
ветствующих этим величинам, должны быть
указаны пользователем при заполнении ис-
ходных данных.

Если отсутствует переменная, соответ-
ствующая моменту инерции системы КА,
расчёт будет происходить следующим обра-
зом. Условно принимается, что КА имеет
форму цилиндра. Принимается, что масса
системы, не имеющей в составе модели урав-
нения расчёта момента инерции, равномер-
но распределена по поверхности КА. Таким
образом, момент инерции системы рассчи-
тывается как момент инерции полого цилин-
дра, имеющего объём, равный объёму КА, и
длину ОЭТК.

Полученные численные результаты не
противоречат значениям, полученным при
расчёте моделей по отдельности, и удовлет-
воряют отношениям, используемым в регрес-
сионных моделях.

Поскольку в процессе проектировании
любого изделия, в том числе и космического
аппарата, участвует множество конструкто-
ров, было принято решение об интеграции
проблемно-ориентированной системы в си-
стему управления жизненным циклом изде-
лия (PDM-систему). Также рассматривается
возможность автоматизации переноса ре-
зультатов работы проблемно-ориентирован-
ной системы в САПР, что позволит автома-
тически создавать предварительные трёхмер-
ные модели составных частей космического
аппарата.

В качестве PDM-системы был выбран
продукт фирмы PTC - Windchill 9.1, тесно
связанный с САПР PRO\Engineer. Поскольку
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Windchill является системой с открытым про-
граммным кодом, имеется возможность
встроить разработанную проблемно-ориен-
тированную систему в интерфейс Windchill в
виде web-сервиса. Подобная интеграция по-
зволит работать напрямую с объектами
Windchill. В качестве целевых объектов бу-
дут использоваться дочерние модификации
объекта типа WTPart (этот объект, с отобра-
жаемым именем «Часть», является контей-
нером для хранения различного рода доку-
ментации изделия – конструкторской, техно-
логической и т.п.). Дочерний объект будет
иметь дополнительные атрибуты и докумен-
тацию, необходимые для работы с проблем-
но-ориентированной системой. В частности,
одним из расширений родительского объек-
та будет являться наличие XML-документа с
математической моделью изделия.

Результаты, полученные с помощью
проблемно-ориентированной системы, будут
храниться так же, как и модель, в виде XML.
Данный XML-файл в последующем можно
использовать для построения трёхмерных
моделей в PRO/Engineer следующим образом.
С каждой математической моделью будет

связана модель PRO/Engineer – на данный
момент не решено, будет ли это каркасная
модель или полноценный 3D-чертёж. При
регенерации модели в PRO/Engineer часть
характеристик будет заимствоваться из соот-
ветствующего XML-файла, созданного про-
блемно-ориентированной системой.

Схема взаимодействия PRO/Engineer,
Windchill и проблемно-ориентированной си-
стемы изображена на рисунке 2.

Интеграция САПР и PDM-системы
обеспечит централизованное хранение кон-
структорской документации, а при совмест-
ной работе с проблемно-ориентированной
системой – возможность быстрого поиска
решения, разработки и внесения изменений
в созданные трёхмерные модели PRO\
Engineer. В дальнейшем планируется развить
эту разработку, что позволит создавать по-
токи работ для отдельных групп разработчи-
ков и конструкторского бюро в целом.

Данная статья написана по результатам
проведения поисковой научно-исследова-
тельской работы в рамках реализации ФЦП
«Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России» на 2009 – 2013 годы.

Рис. 2. Схема взаимодействия программных продуктов
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Машиностроение и энергетика

Для экспресс-контроля вулканизуемос-
ти резиновых смесей применяется стандар-
тный метод определения “кольцевого” моду-
ля резины — условного показателя упругос-
ти резины. Образцы резины, имеющие фор-
му кольца, растягивают на приборе, содер-
жащем двуплечий рычаг, закреплённый на
оси, и указатель растяжения резины. В ре-
зультате отмечается точка разрыва вулкани-
зованного кольцевого образца [1]. Опреде-
лённые таким образом основные параметры
вулканизации формовых температуры и вре-
мени вулканизации могут отличаться от па-
раметров вулканизации из другой партии
резиновых смесей. Нормативные параметры
вулканизации, значение которых известны
априорно для каждого сорта резины, могут
не обеспечить требуемых показателей каче-
ства, так как состав исходного сырья, выхо-
дящего из резиносмесителя, может изменять-
ся в значительной степени.

Целью настоящей работы является раз-
работка метода неразрушающего контроля
качества вулканизации формовых резинотех-
нических изделий непосредственно в техно-
логическом процессе и разработка на его базе
технических средств автоматизированного
контроля качества вулканизации.

Процесс вулканизации представляет
собой сшивание макромолекул, в процессе
чего каучук теряет пластические и приобре-
тает эластические свойства. Как правило,

вулканизация осуществляется при повышен-
ных температурах химическим соединением
серы, её соединений, а также перекисей, ком-
плексных соединений. Каучуки с активными
функциональными группами могут сшивать-
ся путём химического взаимодействия с
ними соответствующих реакционноспособ-
ных веществ, например оксидами металлов
для хлоропренового каучука. Основным вул-
канизирующим агентом в настоящее время
является сера, применяемая в сочетании с ус-
корителями, активаторами и вторичными ак-
тиваторами процесса вулканизации.

Известно, что в процессе вулканизации
каучуков изменения свойства композиции
носят монотонный характер, но в основном
описываются кривыми, имеющими экстре-
мальный характер. Характерные зависимос-
ти изменения свойств композиции показаны
на рис. 1. Как видно из рисунка, характер-
ные свойства композиции резины достига-
ют максимума в различное время вулканиза-
ции.

Изменение физико-механических
свойств композиции обусловлено структури-
рованием молекул сшивания их с молекула-
ми серы. Однако, если на начальном этапе
преобладают процессы структурирования, то
по достижении времени, значение которого
зависит от сорта резины, начинаются дест-
руктивные процессы, приводящие к ревер-
сии вулканизации.

УДК 678.4 + 620.179
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Предлагается метод неразрушающего контроля вулканизации формовых резинотехнических изделий.
Показано, что информацию о качественных характеристиках вулканизованной резины несут в себе такие элек-
трофизические параметры резины, как сопротивление по постоянному и переменному току. Приведена функ-
циональная схема экспериментальной установки и разработана схема устройства неразрушающего контроля
качества вулканизации резины в технологическом процессе.

Вулканизация, формовые резинотехнические изделия, параметры вулканизации, неразрушающий кон-
троль, качество вулканизации, реометрические кривые, электрофизические параметры.
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С технической точки зрения реверсия
вулканизации или перевулканизация являют-
ся нежелательными процессами. Перевулка-
низированные резины менее прочны, имеют
низкое сопротивление старению. Недовулка-
низируемые же резины имеют более высо-
кое значение сопротивления раздиру и сопро-
тивления образования и разрастания трещин
при многократном изгибе. В точке оптиму-
ма вулканизации резина имеет наилучшую
прочность и модули при растяжении, сопро-
тивление истиранию и устойчивость к ста-
рению [1]. Обычно на практике стремятся
использовать несколько недовулканизиро-
ванные резины, когда процессы деструкции
не начали развиваться.

Основным методом определения опти-
мальных параметров вулканизации является
метод анализа реометрических кривых. Для
этих целей проводятся лабораторные иссле-
дования вулканизационных характеристик
смесей на реометрах типа «Монсанто - 100».
Приборы подобного типа имеют цилиндри-
ческую камеру, в которой совершает перио-
дические синусоидальные колебания с амп-
литудой ±1+3° биконический ротор. Запрес-
совка в камеру и испытания при 150 + 200°С
резиновой смеси позволяют получить кри-
вую кинетики вулканизации смеси в виде за-
висимости сопротивления резиновой смеси

колебательным движениям ротора в камере
с момента её закрытия.

После разогрева вязкость смеси при
некоторых температурах вулканизации харак-
теризует минимальный крутящий момент
Ммин. Время сохранения вязкотекучего состо-
яния до начала вулканизации определяется
по кривой как время Тs, характеризующее
индукционный период в начале вулканиза-
ции. Максимальный крутящий момент Ммакс
определяет время достижения резины мак-
симальной жёсткости. При испытаниях ре-
зиновых смесей возможны три типа кривых
(рис. 2, по оси ординат показан крутящий
момент в Н⋅м):

1 - крутящий момент уменьшается пос-
ле достижения максимального значения, ко-
торое принимается далее за величину Ммакс;

2 - крутящий момент достигает своего
равновесного значения и его максимальное
значение выбирают по равновесной величи-
не;

3 - крутящий момент монотонно воз-
растает с переходом кривой на участок с пе-
ременной скоростью изменения крутящего
момента.

Оптимальное время вулканизации tB0
рассчитывают, принимая оптимальной сте-
пень вулканизации по достижении 90 % кру-
тящего момента в ходе вулканизации:

Рис. 1. Зависимость свойств композиции от времени вулканизации
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Мво = Ммин + 0,9(Ммакс-Ммин).

Скорости вулканизации Vs (%/мин)
вычисляют по формуле

Vs=100/(tB0-Ts).

Цеховой контроль всех заправок по
плотности, вязкости и вулканизационным
характеристикам на реометре Монсанто даёт
наиболее достоверную информацию, одна-
ко использование его для контроля всех зап-
равок не представляется технически осуще-
ствимым. Кроме того, определение вулкани-
зационных характеристик изделий различ-
ных форм с помощью данного метода невоз-
можно.

В связи с этим возникает необходи-
мость поиска иного способа оценки качества
вулканизации, позволяющего определять
вулканизационные характеристики в реаль-
ном масштабе времени и применимого для
исследования процессов вулканизации изде-
лий различной формы.

Способ должен допускать реализацию
его доступными средствами измерения и
обработки информации.

Экспериментальные исследования по-
казали, что перспективным направлением с
точки зрения оперативного контроля явля-
ются электрофизические методы контроля
качества вулканизации.

Наибольшей чувствительностью и про-
стотой реализации характеризуется метод

измерения электрического сопротивления
резины постоянному и переменному току в
процессе вулканизации. Здесь относительное
изменение электрофизических свойств в про-
цессе вулканизации составляет несколько
порядков. Это обстоятельство и предопреде-
лило использование данного метода в каче-
стве основы настоящей разработки. Кроме
того, измерение электрического сопротивле-
ния осуществляется достаточно простыми и
надёжными техническими средствами и в
перспективе может быть реализовано непос-
редственно на рабочих прессформах методом
неразрушающего контроля степени вулкани-
зации формовых резинотехнических изде-
лий.

Для определения характера зависимо-
сти сопротивления резины в процессе вул-
канизации были проведены эксперименты, в
процессе которых исследовались некоторые
марки резин. Схема экспериментальной ус-
тановки представлена на рис. 3, а техничес-
кая реализация данного метода показана на
рис. 4.

Генератор Г1 формирует синусоидаль-
ное напряжение частотой от 102 до 106 Гц,
генератор Г2 формирует постоянное стабиль-
ное напряжение.

Данные напряжения (U1 и U2) через
переключатели П (11) поочерёдно подклю-
чаются к пресс-форме, заполненной сырой
резиной. Резисторы R1 и R2 служат для съё-
ма измеряемого напряжения. Вулканизация

Рис. 2. Реометрические кривые вулканизации смесей различных типов
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Рис. 3. Схема экспериментальной установки
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Рис. 4. Схема устройства неразрушающего контроля и управления степени
вулканизации формовых резинотехнических изделий:

1 - пресс-форма; 2 - RС-фильтр переменного напряжения; 3 - RС-фильтр постоянного напряжения;
4 - схема усиления и выпрямления сигнала; 5 - термопара; 6 - усилитель термоЭДС; 7 - АЦП;

8 - микроконтроллер; 9 - цифровая индикация; 10 - коммутатор сетевого напряжения;
11 - переключатели; 12 - электронагреватели (ТЭН)
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производилась на лабораторной пресс-фор-
ме с подогревом от электронагревательных
элементов мощностью 2 кВт.

При нагреве начинается процесс вулка-
низации, в результате чего проводимость
резины по переменному и постоянному току
увеличивается. Таким образом, изменяю-
щийся сигнал с выхода пресс-формы посту-
пает через фильтр (2 и 3 на рис. 4) на схему
усиления и выпрямления 4, постоянное на-
пряжение через АЦП 7 поступает в микро-
контроллер 8, где запоминается и высвечи-
вается на цифровом индикаторе 9 в реаль-
ном времени вулканизации. Температура вул-
канизации задаётся с помощью клавиатуры
микроконтроллера. По заданному алгоритму
микроконтроллер через сетевой коммутатор
10 управляет нагревом ТЭНов-12, тем самым
поддерживая требуемую температуру вулка-
низации, которая определяется с помощью
термопары 5, усилителя термоЭДС-6 и вто-
рого АЦП-7 [2].

Результаты экспериментальных иссле-
дований процесса вулканизации представле-
ны в таблице 1.

В таблице 1 Еmin – напряжение, снимае-
мое с R1 (R2) в начале процесса вулканиза-
ции, Emax – напряжение на R1 (R2) в конце
процесса вулканизации; Tmin – начальная тем-
пература пресс-формы, Tmax – максимальная
температура вулканизации; tmax – время вул-
канизации.

Результаты показывают, что в процес-
се вулканизации наблюдается ярко выражен-
ный рост проводимостей переменного и по-
стоянного тока и снижение роста проводи-
мости при окончании вулканизации. Таким
образом, признаком окончания вулканизации
может служить момент выполаживания за-
висимости проводимостей на переменном и
постоянном токе. Общий вид диаграмм из-
менения проводимости образцов резин в
процессе его вулканизации приведён на
рис. 5.

Таким образом, проведённые исследо-
вания показывают, что выявленная законо-
мерность изменения проводимостей вулка-
низируемой резины может быть использова-
на при контроле качества процесса вулкани-
зации формовых резинотехнических изделий.

Таблица 1. Результаты экспериментальных исследований вулканизации образцов резин

Марка 
резины 

Измерение на переменном токе Измерение на постоянном токе 
Еmin 
мВ 

Тmin 
°C 

Emax 
мВ 

Тmax 
°C 

tmax 
мин 

Еmin 
мВ 

Тmin 
°C 

Emax 
мВ 

Тmax 
°C 

tmax 
мин 

6190 0 20 3200 203 22 9 20 23 220 25 
2959 0,2 27 820 119 36 3,2 27 10,5 119 36 
Н232 140 42 11000 198 33 9 42 400 198 33 
4161 44 28 4600 203 33 7 28 54 203 33 
1352 150 66 9000 202 15 40 66 230 202 27 
7В14 60 46 8400 192 27 9 180 192 200 27 

 

Рис. 5. Общий вид диаграмм вулканизации образцов резин
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В последнее время активно развивают-
ся комбинированные технологии, которые
совмещают в себе различные виды техноло-
гических переходов без остановки основно-
го процесса.

Применение комбинированной техно-
логии в автомобилестроении является новым
направлением в создании технологических
операций для трудноизготавливаемых дета-
лей и узлов машин. Но для предварительной
оценки возможности осуществления такого
вида технологии необходимо проверить  ра-
ботоспособность всей конструкции и выя-
вить закономерности воздействия различных
показателей на изготавливаемую деталь. Для
этого необходимо применение виртуальных
испытаний, которые значительно сокраща-
ют количество опытных образцов и время
проведения доводочных работ, что в целом
снижает затраты на разработку конструкции.

Рассмотрим математическую модель
комбинированной технологии на примере
операции фальцовки [1], совмещающей в
себе преимущества традиционного метода
выполнения операции и высокоскоростного
воздействия магнитно-импульсным полем,
т.е. на обрабатываемую деталь действуют два
вида нагружения – статическое и динамичес-
кое.

Фальцовка - это метод сборки облицо-
вочных деталей автомобилей [2], таких, как
капот, багажник, передние и задние двери.

Традиционная сборка деталей осуще-
ствляется гибкой фланца внешней панели с
охватом внутренней панели. Однако этот
процесс достаточно трудоёмкий и часто тре-
бует послеоперационной ручной доработки.
Поэтому возникла идея воздействия на ко-
нечной стадии процесса фальцовки на ме-
таллические заготовки энергией магнитно-
го поля, полученной при взаимодействии
проводника с переменным магнитным полем
индуктора. Глубина проникновения поля в
металл заготовки зависит от электропровод-
ности заготовки и параметров поля (скорос-
ти нарастания, длительности). Скорость де-
формирования в процессах магнитно-им-
пульсной обработки металлов (МИОМ) дос-
тигает нескольких сотен метров в секунду,
т.е. становится сравнима со скоростью рас-
пространения пластической волны в метал-
ле заготовки. Вследствие этого процесс де-
формации приобретает волновой характер и
проявляется весьма разнообразно в каждом
конкретном случае и может сказаться как на
кинематике процесса, так и на схеме напря-
жённого состояния в заготовке. Само им-
пульсное воздействие по продолжительнос-
ти составляет 10-3…10-5  секунд, что и даёт
возможность «накладываться» динамическо-
му нагружению на процесс статического де-
формирования без его остановки. На рис. 1
показана схема комбинированного штампа,
совмещающего и вытяжку детали, и опера-
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стного магнитно-импульсного воздействия.

Комбинированная технология, статика, динамика, фальцовка, MSC.NASTRAN, MSC.MARC, напря-
жённо-деформированное состояние, рестарт.
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цию фальцовки. Данная схема предполагает
фальцовку предварительно полученного на
первом переходе борта.

Характерной особенностью штампа
является встроенный в матрицу прижим, ко-
торый при обратном ходе инструмента при-
жимает деталь к пуансону, что даёт возмож-
ность использовать магнитно-импульсное
воздействие на втором переходе. На основе
имеющихся данных рассмотрим процесс осу-
ществления комбинированной технологии с
помощью программного комплекса и на ос-
нове построенных моделей определим вли-
яние совмещения статического и динамичес-
кого вида нагружения на качество готового
изделия.

Методика построения и расчёта моде-
ли является универсальной для любых про-
грамм математического моделирования
[3, 4]. Однако для каждого отдельного мето-
да расчёта существуют свои особенности.
Весь процесс можно разделить на четыре
части:

- построение модели в препроцессоре;
- расчёт модели (процессорная часть

без участия пользователя);
- просмотр и оценка результатов рас-

чёта в постпроцессоре;
- внесение изменений в модель и по-

вторный расчёт (отладка).
Первая часть применительно к методу

конечных элементов (МКЭ) [5] включает в
себя следующие шаги:

1. Создание геометрической модели
процесса в масштабе. Модель должна содер-
жать все необходимые для текущей опера-
ции инструменты и заготовку. В случае рас-
чёта операций листовой штамповки они, как
правило, представляют собой поверхности
«нулевой» толщины (для упрощения поста-
новки задачи).

2. Выбор модели материала и задание
механических свойств для инструментов и
заготовки.

3. Выбор конечных элементов (КЭ),
определение их свойств и построение сетки
КЭ для каждого инструмента и заготовки в
отдельности. Им присваивается порядковый
номер, позволяющий в дальнейшем опери-
ровать группой КЭ с одинаковыми свойства-
ми как с единым целым.

4. Создание контактных пар и опреде-
ление их свойств. Контактные пары созда-
ются между заготовкой и всеми инструмен-
тами.

5. Задание граничных условий (ограни-
чение степеней свободы определённых групп
узлов).

6. Задание начальных условий (законы
движения инструментов и внешние силы
(прижим)).

7. Определение параметров расчёта
(время окончания расчёта и необходимые
выходные данные).

Вторая и третья части процесса не нуж-
даются в отдельных комментариях. Четвёр-

Рис. 1 Комбинированный штамп для вытяжки и фальцовки
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тая часть необходима, так как с первого раза
построить абсолютно правильно работаю-
щую модель практически невозможно.

С учётом того, что объектом исследо-
вания является напряжённо-деформирован-
ное состояние конструкции при больших
перемещениях и пластических деформаци-
ях, объект должен быть представлен в виде
конечно-элементной модели (в дальнейшем
КЭМ). Разработка и отладка КЭМ выполня-
ется в любом удобном препроцессоре. Фор-
мирование решения требует такое расчётное
ядро, которое способно выполнить анализ
для поставленной задачи: совмещение ста-
тического и динамического решений. Одним
из наиболее распространённым на ОАО
«АВТОВАЗ» является MSC.Software -
MSC.NASTRAN/ MSC. MARC.

Система MSC.MARC позволяет прово-
дить комплексный анализ конструкций, на-
ходящихся под воздействием различного
типа нагрузок. Возможно использование
большого количества моделей материалов: от
простейшего изотропного линейно-упруго-
го до сложного, с зависимостью свойств от
времени и температуры. Также комплекс
обеспечивает различные виды анализа:
структурный анализ, линейный статический
(механика разрушения, динамический анализ
и т.д.), неструктурный анализ (электростати-
ческий, магнитостатический, электромагнит-
ный, акустический и т.д.), анализ техноло-
гических процессов (штамповка, гибка, пла-
стическое формование и т.д.). Все виды ана-
лиза находятся в одном пользовательском
интерфейсе, что помогает при подготовке
любого типа задачи.

Также необходимо учесть, что на пери-
од «поискового эксперимента», при отладке,
необходимо перепробовать максимально воз-
можное количество вариантов задачи при
минимальном расчётном времени.

Для высокоскоростных процессов
(протекающих обычно несколько миллисе-
кунд) и при очень больших деформациях
приходится делать шаги весьма малыми, что-
бы отследить изменение нагрузки и поведе-
ние конструкции. Инерционные нагрузки
велики и определяются ускорениями конст-
рукции. Критерии сходимости, установлен-
ные по умолчанию, настроены на достаточ-

но длительные задачи, поэтому их подбор на
практике весьма трудоёмок (а порой невоз-
можен). Таким образом, при малом шаге ре-
шение ряда задач (например, импульсное
воздействие, удар) может потребовать боль-
ше (в десятки, сотни раз) вычислительных
ресурсов, чем при использовании явных ме-
тодов. Явными методами называют методы
решения уравнения динамики, не связанные
с решением систем уравнений, но использу-
ющие рекуррентные соотношения, которые
выражают перемещения, скорости и ускоре-
ния на данном шаге через их значения на
предшествующих шагах. Такая методика
предполагает малые шаги и достаточно мел-
кую разбивку геометрии детали на КЭМ. В
качестве компенсации малый шаг позволяет
отследить все изменения в характеристиках
конструкции и её поведении. Все нелиней-
ности (включая контакт) учитываются в век-
торе внутренних сил. Основное время зани-
мает не формирование и обращение матриц,
а вычисление этого вектора. Из-за очень ма-
лого размера шага явные методы обычно
применяются только для расчёта кратковре-
менных процессов. Рассмотрим более под-
робно технологию построения математичес-
кой модели и постановку её на расчёт с вы-
водом результатов.

Перед тем как поставить задачу на рас-
чёт, необходимо провести минимальные про-
верочные работы:

- проверку элементов каждого компо-
нента на соответствие требованиям, предъяв-
ляемым к геометрическим параметрам;

- проверку на однонаправленность нор-
малей и эквивалентность узлов (дубликаты
не допускаются);

- в картах свойств каждого компонента
должны быть заполнены все необходимые
поля;

- масса КЭМ не должна отличаться от
массы CAD модели более чем на 3 %;

- модальный анализ для первых 10 соб-
ственных частот КЭМ; для расчёта собствен-
ных частот используется решатель «MSC
NASTRAN».

Так как операция фальцовки – это сбор-
ка внутренней и внешней панели детали по-
средством загибания фланца, то в математи-
ческом виде модель фланца должна выгля-
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деть как компонент, имеющий толщину, рав-
ную суммарной толщине соединяемых дета-
лей. Пример модели такого фланца показан
на рис. 2.

Нагрузки, воздействующие на деталь,
показаны в виде граничных условий, кото-
рые, в свою очередь, включают в себя зак-
репления - наложение в узлах ограничений
по степеням свободы и приложение нагру-
зок (силы, моментов, ускорения и т.п.).

При задании ограничений на степени
свободы узлов (SPC) важно избежать пере-
закрепление конструкции, не следует на-
кладывать излишние ограничения на враща-
тельные степени свободы. Распредёленное
закрепление по поступательным степеням
свободы предотвращает поворот конструк-
ции и более реалистично описывает поведе-
ние конструкции. Следует также обращать
внимание на направление ограничений по
осям координатной системы. В случае необ-
ходимости вводится локальная система ко-
ординат, связанная с объектом, и уже в на-
правлении её осей задаются ограничения.
При задании нагрузок не следует приклады-
вать силовые факторы к одному узлу, а нуж-
но использовать распределение силового
фактора по некоторой области приложения
усилия. Кроме того, размер элементов дол-
жен быть таким, чтобы обеспечить равномер-
ное взаимодействие поверхностей при кон-

такте и избежать нереалистично больших
контактных усилий. Такие усилия могут при-
вести к излишне большой деформации от-
дельных участков модели и преждевремен-
ному прекращению расчёта.

Комбинированная технология содер-
жит два расчётных случая: статический и
динамический. Эти расчётные случаи опре-
деляют два типа решения: статический рас-
чёт (решение SOL 101 в терминах
MSC.NASTRAN [6]) и расчёт на переходный
динамический отклик (SOL 109 Direct).

Каждое из этих решений имеет свои
параметры настройки, не позволяющие со-
вместить различные, по методу решения,
расчётные случаи в одной сессии. Требуется
новый запуск или «холодный рестарт» для
выполнения  решений с переносом конечно-
го результата из статического расчёта в ди-
намический.

Нагрузочный случай для статического
расчёта содержит заданные закрепления,
определённый вид нагрузки и описание кон-
такта. В режиме вывода результатов по за-
вершении статического расчёта формирует-
ся векторное поле деформированного состо-
яния конструкции. Диалоговое окно такого
режима показано на рис. 3.

Для понимания диалогового окна «хо-
лодного рестарта» покажем параметры вы-
бора работы с дальнейшим расчётным слу-

Рис. 2. Моделирование фальцевого соединения
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чаем: 1 – режим вывода результатов, 2 – оп-
ция вида вывода (векторное или скалярное
поле данных), 3 - выбор шага вывода при
статическом расчёте, 4- тип вывода векторо-
ного поля (в данном случае – деформация),
5 - форма вывода – по направлению осей
координатной системы. После запуска и за-
вершения расчёта результаты будут сохране-
ны в выходном файле с тем же именем, но с
расширением *.t16. Ход расчёта можно кон-
тролировать при просмотре файла текущего
протокола с расширением *.sts. Полученный
результат показан в виде совмещённого гра-
фика, где наглядно видно перемещение не-
зависимого узла по времени (рис. 4).

Расчёт позволил подобрать необходи-
мую мощность импульса, которая не приво-
дит к излишнему утонению или разрушению
изделия и обеспечивает необходимое каче-
ство выполняемой операции.

Результаты поисковых экспериментов
подтвердили целесообразность использова-
ния разрабатываемой технологии, эффектив-
ность сочетания статической и динамичес-
кой нагрузок, что позволяет комбинировать
нагружения в пределах одного производ-
ственного цикла.

Разработанная расчётная методика про-
ведения виртуальных испытаний в отноше-
нии комбинированной технологии позволи-
ла сократить количество экспериментальных
натурных испытаний, уменьшить время на
разработку конструкции штамповой оснаст-
ки, выработать критерии и требования к рас-
чётной КЭМ (качество и размеры элементов,
способы закрепления, позиционирование).
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Известно, что диагностика играет осо-
бо важную роль при анализе работоспособ-
ности автоматизированных технологических
систем, в том числе и гидравлических, когда
участие человека в таких системах незначи-
тельно, что исключает возможность непос-
редственной оценки состояния системы опе-
ратором или наладчиком. Одним из совре-
менных инструментов оперативной диагно-
стики является анализ рабочих жидкостей.

Своевременно выполненный анализ
позволяет определить начало интенсивного

износа деталей узлов трения агрегатов гид-
равлических систем (ГС). Однако, современ-
ные ГС обладают как принципиальными, так
и структурными особенностями и разнооб-
разием физических процессов, происходя-
щих при их функционировании. Гидравли-
ческий комплекс современного авиалайнера
представляет собой сложную электрогидро-
механическую систему (рис. 1). Это обстоя-
тельство затрудняет создание единой мето-
дики технической диагностики в связи с от-
сутствием методики математического описа-

УДК 629.7.064.3

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ДИНАМИЧЕСКИХ АНАЛОГИЙ ДЛЯ
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Рассмотрен метод моделирования современных гидравлических комплексов на основе применения тео-
рии динамических аналогий. Описан алгоритм моделирования состояния гидравлической системы по пара-
метрам рабочей жидкости.

Гидравлическая система, рабочая жидкость, диагностика, упреждающее обслуживание, чистота
рабочей жидкости, математическое описание.

Рис. 1. Электрогидравлический рулевой привод с механической упругой позиционной обратной связью:
1 – входное звено от механической системы управления; 2 – отсечной клапан; 3 - электрогидравлический
сервозолотник; 4 – поршневой преобразующий гидроцилиндр; 5 – центрирование управляющего поршня;
6 и 10 – датчик линейных перемещений контура обратной связи; 7 – пружинный стопор автопилота;

8 – поршень отключения автопилота; 9 – главный управляющий золотник
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ния состояний, в которых может находиться
подобная система в период эксплуатации.

Цель данной работы - получение мате-
матического описания сложных автоматизи-
рованных технологических систем с учётом
общеизвестных законов, справедливых для
данной области физических явлений [1]. Эти
законы отражают опыт, накопленный ранее
для других аналогичных систем. Наиболее
часто используются законы Кирхгофа (в элек-
трических системах), принцип Даламбера (в
механике), уравнения кинетики химических
реакций, уравнения энергетического (в час-
тности теплового) баланса, уравнения мате-
риального баланса, вытекающие из общих
законов сохранения энергии и массы, и т. д.

При анализе сложной системы в каче-
стве эталона целесообразно выбрать элект-
рические сети (цепи), теорию и методы рас-
чета которых разработал Г. Крон [2].

Подтверждением правильности такого
выбора являются результаты, полученные на
основе метода динамических аналогий [1].
Этот метод использует аналогию сходных
величин различных физических систем.
Такие аналогии для величин электрической
и гидравлической систем представлены в
табл. 1.

На основе динамических аналогий
можно получить общий вид уравнения, опи-

сывающего исследуемую систему. Для этого
мысленно расчленяя физическую систему в
направлении передачи энергии на ряд эле-
ментов, которые соответствуют участкам
системы, обладающим инерционностью, со-
противлением, емкостью и т. д., заменяем
каждый элемент аналогами в соответствии с
табл. 2. Множители p и 1/p в табл. 2 означа-
ют операторы дифференцирования и интег-
рирования, соответственно. Затем эти члены
объединяются в уравнение в соответствии со
структурной схемой анализируемого объекта.

Анализ бортовых систем современных
воздушных судов (ВС) позволил выделить
другие важные особенности их построения,
дающих основания проводить аналогии меж-
ду гидравлическими и электрическими сис-
темами. Они заключаются в том, что как сама
гидросистема, так и её подсистемы характе-
ризуются, во-первых, сравнительно неболь-
шим перечнем используемых элементов и
агрегатов, во-вторых, практически неограни-
ченным разнообразием схемных, конструк-
торских и технологических решений при их
реализации и, в-третьих, значительной слож-
ностью. Такие особенности построения обо-
рудования свойствены и электрическим це-
пям.

Однако построить эквивалентную схе-
му реальных ГС в терминах электрических

Таблица1

Электрические 
системы 

Механические системы Гидравлические 
(пневматические) 

системы 
Поступательное 

движение 
Вращательное  
движение 

Напряжение, 
U 

Сила, 
F 

Крутящий 
момент, М 

Давление, 
P 

Ток , i Линейная скорость, V Угловая скорость, 
N 

Расход, 
q 

Заряд, 
q 

Линейное  перемещение,   
X Угловое перемещение, φ Объем , 

V 

Активное 
сопротивление, 

R 

Коэффициент 
вязкого трения, 

S 

Сопротивление  
вращению, 

RB 

Коэффициент 
гидравлического 
сопротивления, Rr 

Индуктивность, 
L 

Масса, 
т 

Момент инерции,  
I 

Инертность, 
J 

Ёмкость, 
С 

Эластичность, 
1/K 

Эластичность, 
1/См 

Сжимаемость, 
Cr 
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цепей на основе приведённых таблиц не
представляется возможным, так как харак-
теристики далеко не всех элементов ГС мож-
но описать на основе приведённых в табли-
цах параметров. Построить же такую схему
можно на основе тензорной методологии.

Задача применения тензорного анали-
за электрогидромеханического комплекса
предполагает построение модели исследуе-
мой системы (класса систем), которое зак-
лючается в составлении уравнений, описы-
вающих эту систему относительно выбран-
ных физических величин рабочего тела, и
приведение их к тензорному виду. Такие
уравнения должны быть инвариантными,
т. е. при переходе от одной частной системы
координат, описывающей какой-либо функ-
циональный блок, к другому однотипному
блоку общий вид уравнений не должен из-
меняться.

В качестве примера рассмотрим учас-
ток ГС, схематически изображённый на
рис. 2.

Вследствие трения в элементе 1 давле-
ние падает. По аналогии с электрическим
сопротивлением (активным) падение давле-
ния ∆Р1 = RгQ. Элемент 2 может аккумули-
ровать энергию движущейся жидкости (ана-
лог электрической емкости):

∫=∆ Qdt
C

P
Г

1
2  .

Соответственно для  элемента 3 полу-
чим:

dt
dQIP Г=∆ 3 .

Для участка в целом модель изменения па-
раметров рабочей жидкости будет иметь вид

QRQdt
Cdt

dQIPРP Г
Гi

Гiвхвых ++=∆=− ∫∑
=

13

1
.

Таким образом, сложный электрогид-
ромеханический комплекс аналогично
рассмотренному примеру можно описать
k-сетью и исследовать средствами тензорно-
го анализа цепей [2]. При этом, если число
элементов систем настолько велико, что рас-
чёт её как целого производить слишком тру-
доёмко или невозможно, то необходимо при-
менять метод расчёта по частям, который
получил название диакоптика. Модель сис-

Таблица 2
Электрические системы Гидравлические системы 

Сопротивление RiU R =  QRГ  

Индуктивность pLiU L =  pJQ  

Емкость i
pC

UC
1=  Q

pCГ

1
 

1-й закон Кирхгофа 0=∑
j

ji  0=∑
j

jQ  

2-й закон Кирхгофа UU
j

j =∑  pp
j

j =∑  

Потери энергии в сопротивлении 2Ri  2QRГ  

Запас энергии в индуктивности 
2

2Li
 

2

2JQ
 

Запас энергии в емкости 
2

2CU
 

2

2pCГ  

 

Рис. 2. Участок гидравлической системы
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темы аналитически расчленяется на незави-
симые подсистемы и связывающую их цепь
пересечений [3]. Результаты расчёта сравни-
тельно небольших подсистем используются
в качестве воздействий для цепи пересече-
ний. Поскольку для цепи пересечений откли-
ки подсистем служат воздействиями, то она
рассчитывается как двойственная по отно-
шению к подсистемам. Результаты расчета
цепи пересечений используются как допол-
нительные воздействия, учитывающие вза-
имодействие подсистем. В сумме результа-
ты расчёта подсистем и обратной реакции на
подсистемы составляют полное решение си-
стемы как единого целого. Это значительно
повышает скорость и эффективность расчё-
та больших по размеру сложных систем.

Для того, чтобы охарактеризовать про-
цесс взаимодействия потока рабочей жидко-
сти и какого-либо гидроагрегата, необходи-
мо задать воздействие и импеданс.

Воздействия на i-ый элемент гидравли-
ческой подсистемы задаются расходом жид-
кости через элемент Qi и падением на нём
давления ∆pi , произведение которых даёт
мощность, потребляемую i-ым элементом:

612QpN ii ∆= ,

где Ni – мощность, кВт; ∆pi  - перепад давле-
ния, кгс/см2; Qi  - расход, л/мин.

При помощи импеданса можно охарак-
теризовать то преобразование, которое ис-
пытывает поток в данном элементе, т. е. он
отражает свойства элемента как преобразо-
вателя энергии. Выражения для определения
импеданса можно получить на основе рас-
ходных характеристик элементов гидравли-
ческой подсистемы.

Расходными характеристиками называ-
ют зависимости между двумя гидравличес-
кими параметрами ∆p=pвых - pвх=f(Q). Тогда
импеданс i-го элемента гидравлической под-
системы может быть определён как произ-
водная от ∆pi по Qi :

i

i
i dQ

pdz ∆
= . (1)

Расходные характеристики элементов
гидросистем достаточно подробно описаны

в литературе [4]. Например, для фильтров,
использующих фильтроматериалы со слож-
ной поровой структурой, используют расход-
ную характеристику

Q
kS

p
ф

µ
=∆ ,

где k – удельная пропускная способность еди-
ницы поверхности фильтроматериалов при
перепаде давления в 0,1МПа; Sф – площадь
фильтроэлемента; µ – динамический коэф-
фициент вязкости. Соответственно, импе-
данс фильтра

)( фф kSz µ= .

Следует отметить, что расходные харак-
теристики многих элементов ГС имеют не-
линейный характер, что усложняет задачу
анализа ГС. Так, расходные характеристики
для трубопроводов в зависимости от режи-
ма течения жидкости (ламинарного или тур-
булентного) имеют вид

Qkp лл =∆ ,

2Qkp тт =∆ ,

где k – коэффициент пропорциональности,
значение которого определяется параметра-
ми трубопровода (его длиной и диаметром)
и режимом течения жидкости. Поэтому рас-
ходная характеристика состоит из двух учас-
тков - прямолинейного и квадратичного,
соединённых переходной зоной. Анализ про-
цессов, протекающих в гидравлической под-
системе, показывает, что для них наиболее
характерно турбулентное течение жидкости
в трубопроводах.

Ранее было отмечено, что простран-
ство-структура гидравлической подсистемы
образуется набором, проходящих по ветвям
независимых путей, которые используются
как системы координат. Пути могут быть двух
типов: замкнутыми и разомкнутыми. В тео-
рии цепей замкнутые пути называются кон-
турами. Для разомкнутого пути главную роль
играют узлы начала и конца, поэтому экви-
валентом этому понятию в теории цепей яв-
ляется пара узлов.
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Для составления модели гидросистемы
можно воспользоваться двумя обобщённы-
ми законами, полученными Кирхгофом.

1. Закон узлов. Сумма всех «продоль-
ных переменных» в любом узле системы дол-
жна быть равна нулю.

2. Закон контуров. Сумма всех «попе-
речных переменных» вдоль любого замкну-
того контура системы равна нулю.

Продольные переменные характеризу-
ют передачу чего-либо через элемент, напри-
мер, электрического тока через сопротивле-
ние или потока жидкости через агрегат (рас-
ход жидкости). Поперечные переменные оп-
ределяют разность состояний на концах эле-
мента, например, падение напряжения на
сопротивлении или разность давлений на
входе и выходе гидроагрегатов.

Детальный анализ структурных схем
гидравлической подсистемы, используемых
на воздушном судне, показывает, что для их
описания целесообразно использовать кон-
турный способ. При этом заданными счита-
ются значения давлений нагнетания pн, со-
здаваемые источниками питания, и импедан-
сы элементов гидравлической подсистемы
(расходные характеристики), а расходы ра-
бочей жидкости через элементы являются
искомыми величинами. Тогда модель гидрав-
лической подсистемы будет составляться на
основе закона контуров или уравнения ба-
ланса давлений для контуров:

∑
=

∆=
n

j
jн pp

1
, (2)

где ∆pj – потери давления на j-ом элементе
гидравлической подсистемы; n – количество
элементов гидравлической подсистемы, по-
требляющих энергию. Количество таких
уравнений будет определяться числом кон-
туров в рассматриваемой гидравлической
подсистеме и для получения однозначного
решения должно быть равно числу опреде-
ляемых величин.

Подставив в уравнения баланса давле-
ний зависимости, описывающие расходные
характеристики, с учётом последовательно-
сти включения компонентов гидравлической
подсистемы, получим искомую модель.

При любых преобразованиях структу-
ры цепи количество переменных (размер-

ность пространства цепи) остаётся постоян-
ным, равным количеству ветвей.

Таким образом, получить уравнения,
характеризующие процессы, протекающие в
гидравлической подсистеме, можно на осно-
ве закона Кирхгофа для контуров с учётом
расходных характеристик элементов, входя-
щих в состав исследуемой гидравлической
подсистеме. При этом модель гидравличес-
кой подсистемы будет представлять собой
систему уравнений.

Составив уравнения, описывающие
процессы, происходящие в гидравлической
подсистеме, необходимо решить следующую
задачу - привести эти уравнения к тензорно-
му виду.

При переходе от отдельной ветви к
цепи из многих ветвей предполагаем, что
полученная при соединении система продол-
жает описываться такими же по форме урав-
нениями, как и отдельная ветвь, но каждый
символ в уравнении теперь представляет со-
бой не отдельное число, а матрицу соответ-
ствующего порядка. Крон назвал это допу-
щение как «постулат первого обобщения».

На основе контурного способа описа-
ния гидравлической подсистемы с учётом (1)
уравнение, описывающее преобразование
потока отдельной ветвью ГС, можно пред-
ставить как Qzp ⋅=∆ .

Геометрическое представление гидрав-
лической подсистемы как сложного про-
странства-структуры, включающего ряд вза-
имно дополняющих друг друга элементов,
позволяет представить состав и связи эле-
ментов гидравлической подсистемы посред-
ством компаунд-тензоров [2]. Такое пред-
ставление возможно в том случае, когда каж-
дый компонент геометрического объекта сам
есть геометрический объект той же валент-
ности.

Тогда уравнение, описывающее гидрав-
лическую подсистему в целом, будет иметь
следующий вид

QZP ⋅= , (3)

где P – компаунд-тензор значений давления
источников питания, по контурам гидравли-
ческой подсистемы; Q – компаунд-тензор
значений расхода жидкости на элементах
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контуров; Z – компаунд-тензор импедансов
элементов. Компаунд-тензор импедансов эле-
ментов гидравлической подсистемы будет
составляться на основе матрицы M, описы-
вающей объект – конкретную гидравличес-
кую подсистему с учётом расходных харак-
теристик каждого её компонента.

На основе тензорного выражения (3)
можно составить эквивалентную модель ГС,
в которой каждый элемент гидравлической
подсистемы будет заменен эквивалентным
элементом электрических цепей с импедан-
сом, описываемым матрицей Z. Для расчёта
этой эквивалентной модели можно исполь-
зовать аппарат тензорного анализа электри-
ческих сетей (цепей) [2].

Таким образом, разработан метод ана-
лиза гидравлической подсистемы электро-
гидромеханического комплекса путём расчё-
та параметров рабочего тела (перепад дав-
ления, расход жидкости) с использованием
тензорного подхода. При этом в качестве эта-
лонной системы выбраны электрические
сети. Разработана методика составления мо-
дели гидравлической подсистемы сложного,

представляющего собой математические со-
отношения, описывающие преобразование
физических величин, рабочего тела. Описа-
на методика приведения этой модели к тен-
зорному виду.

Данная статья написана по результатам
проведения поисковой научно-исследова-
тельской работы в рамках реализации ФЦП
«Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России» на 2009 – 2013 годы.
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The paper presents a method of modeling up-to-date hydraulic complexes on the basis of using the theory of
dynamic analogies. An algorithm of modeling the state of a hydraulic system on the basis of working fluid parameters
is described.
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При производстве различных изделий
в машиностроении часто требуется осуще-
ствить сборку нескольких листовых деталей.
Подобные операции широко распростране-
ны в автомобилестроении, где производит-
ся сборка облицовочных деталей, таких как
двери, капоты, крышки багажников [1].

Традиционно такая сборка деталей, на-
зываемая фальцовкой, осуществляется гиб-
кой фланца внешней панели с охватом внут-
ренней панели в инструментальных штампах
[2]. Другим вариантом осуществления заги-
ба фланца является применение специализи-
рованных машин для обкатки роликом. Все
эти процессы требуют дорогостоящего обо-
рудования и оснастки, продолжительны по
времени, поэтому актуальным является со-
здание комбинированной технологии, позво-
ляющей объединить традиционное статичес-
кое деформирование с динамическим заги-
бом фланца в одном штампе.

В значительной степени решению этих
задач способствует внедрение в промышлен-
ность прогрессивных технологий магнитно-
импульсной штамповки (МИШ) [3], отлича-
ющихся компактностью и мобильностью
оборудования, простотой и низкой стоимос-
тью оснастки, высоким качеством получае-
мых изделий.

Современные установки для магнитно-
импульсной штамповки используются для
выполнения разнообразных операций: фор-

мовки, калибровки, фальцовки – сборки
внутренних и внешних панелей как в усло-
виях мелкосерийного, так и крупносерийно-
го производства.

Предлагается комбинированная техно-
логия фальцовки, совмещающая в себе пре-
имущества традиционного метода выполне-
ния операции и метода высокоскоростного
воздействия магнитно-импульсным полем.

Для проведения эксперимента выбра-
ны оборудование, заготовка (рис. 1) и оснас-
тка, с помощью которых изучено поведение
конструкции и оценена возможность исполь-
зования данной технологии.

При исследовании кинематических па-
раметров импульсных быстропротекающих
процессов (10-3…10-6 секунд) используются
оптические, интерферометрические и допле-
ровские методы регистрации:

- высокоскоростная фоторегистрация
при помощи оптико-механических или элек-
тронно-цифровых камер с импульсной под-
светкой объекта исследования;

- оперативная регистрация динамичес-
ких параметров движения тел (баллистичес-
кий эксперимент, движение заготовки или
пуансона) при помощи оптоэлектронных
преобразователей с осциллографированием
в реальном масштабе времени;

- однокадровая фоторегистрация бал-
листического эксперимента стобоскопичес-
ким источником света;

УДК 629.11 + 539.3

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОМБИНИРОВАННОЙ
ТЕХНОЛОГИИ СБОРКИ ДЕТАЛЕЙ
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- поляризационно-оптические методы,
основанные на интерференции света лазер-
ной подсветки в видимой области спектра;

- доплеровские методы с применением
акустических или сверхвысокочастотных
электромагнитных волн.

Поляризационно-оптические и допле-
ровские методы ввиду сложности аппаратур-
ной реализации и трудоёмкости обработки
информации используются редко для реше-
ния подобных задач. Оптические методы
обладают более высокой информативностью
и поэтому получили наибольшее распрост-
ранение.

Процессы магнитно-импульсной обра-
ботки материалов (МИОМ) характеризуют-
ся воздействием мощных импульсных маг-
нитных полей на обрабатываемый материал
[4], которые сопровождаются интенсивны-
ми электромагнитными помехами в измери-
тельной аппаратуре и наличием на объекте
исследования высоковольтного потенциала.
При использовании традиционных контакт-
ных измерительных преобразователей для
исследования процессов МИОМ возникают
риски выхода из строя измерительной аппа-
ратуры, опасности поражения высоким на-
пряжением и потери информации в момен-
ты разряда магнитно-импульсной установки.
Оптические методы являются бесконтактны-
ми, обладают высокой помехоустойчивостью
и обеспечивают электробезопасность.

Скоростная фоторегистрация про-
странственно-временных параметров
МИОМ позволяет получить количественную
и качественную оценку исследуемого процесса:

- механизма высокоскоростного дефор-
мирования материалов;

- процесса образования и развития тре-
щин и дефектов в материале;

- кинематики гофрообразования тонко-
стенных заготовок;

- измерения величины и скорости от-
скока заготовки при соударении с техноло-
гической оснасткой;

-кинематических параметров движения
элементов магнитно-импульсного привода;

- процессов образования и развития
электроискрового разряда в жидких, газооб-
разных средах и на поверхности материалов;

- механизма разрушения индуктора,
технологической оснастки и обрабатываемо-
го материала.

В эксперименте задействована магнит-
но-импульсная установка (МИУ-15), скоро-
стная фотокамера, оснастка с индуктором.
Рассмотрим особенности действия магнит-
но-импульсных установок. В основе прин-
ципа МИУ использован метод прямого пре-
образования электрической энергии, запаса-
емой конденсаторами в электромагнитное
поле (рис. 2).

Накопитель энергии 2 состоит из бата-
реи импульсных конденсаторов C1,…,Cn.

Рис. 1. Пример шаблонов заготовок
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Конденсаторы заряжаются постоянным то-
ком от зарядного устройства 1, состоящего
из высоковольтного трансформатора Т1 и
выпрямителя D1. Запасаемая энергия может
плавно дозироваться регулированием напря-
жения заряда на конденсаторах C1,…,Cn.
При достижении напряжения заданного
уровня на конденсаторах накопителя блок до-
зирования энергии 4 останавливает заряд и
выдаёт команду на разряд. Блок управления
разрядником 5 запускает разрядник F1, и кон-
денсаторы накопителя энергии разряжаются
на индуктор L1. В процессе разряда накопи-
теля энергии в рабочей зоне индуктора воз-
никает электромагнитное поле.

Электромагнитное поле наводит в за-
готовке обрабатываемой детали вихревые
токи. Взаимодействие электромагнитного

поля индуктора и тока в заготовке приводит
к работе деформации и импульсному нагре-
ву детали.

Индуктор изготавливается из медной
шины (рис. 3), имеющей удельное электри-
ческое сопротивление 147×10-9 Ом·м. Опе-
рация фальцовки производится на магнит-
но-импульсной установке МИУ-15 со следу-
ющими характеристиками: максимальное
напряжение U = 19,5 кВ, ёмкость конденса-
торной батареи С=101,6×10-6 Ф, собственная
индуктивность Lу=89×10-9 Гн и собственная
частота fу=53×103 Гц. Величина индуктив-
ности системы индуктор-заготовка 1,842×
×10-6 Гн.

Детали, полученные в результате экс-
перимента, показаны на рис. 4. Для оценки
качества из полученных образцов вырезано

Рис. 2. Структурная схема МИУ

 

 

 

 

                   

1                                                            2 

Рис. 3. Внешний вид индуктора для фальцовки
(1 - одновитковой индуктор, 2 - четырехвитковой индуктор)
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несколько участков. На прямолинейных уча-
стках детали наблюдается полное прилега-
ние кромки, а на радиусных – гофрообразо-
вание, при этом с увеличением энергии раз-
ряда оно становится меньше (рис. 5).

Для реализации процесса выбран одно-
витковой индуктор, обладающий повышен-
ной стойкостью. В этом случае требуемая
энергия не превышает 10 kJ. В качестве ма-
териала использована сталь 08Ю, применя-
емая для изготовления облицовочных дета-
лей в автомобилестроении. По результатам
проведённых исследований можно рекомен-
довать следующие технологические парамет-
ры при использовании комбинированной
магнитно-импульсной технологии:

1. Высоту борта на прямолинейных уча-
стках следует выбирать в пределах 3-6 тол-
щин материала.

2. Малые радиусы заготовки следует
профилировать (рис. 6).

3. Размер борта по большим радиусам
заготовки следует выбирать в диапазоне 2-4
толщин материала.

4. На радиусных переходах следует
уменьшить диаметр индуктора, что повысит
давление на заготовку (рис. 7).

5. Для того, чтобы не произошло ко-
робление детали, борт следует располагать
немного ниже индуктора (рис. 8).

За счёт совмещения статических и ди-
намических нагрузок происходит увеличение
производительности труда, повышение каче-
ства готовой продукции, снижение себесто-
имости изготовления самих деталей (за счёт
уменьшения количества штампов).

Комбинированная технология позволи-
ла найти новый подход к реализации опера-
ции фальцовки, что повышает качество из-
готавливаемых деталей и делает возможным
использование данной технологии в произ-
водстве облицовочных деталей на ОАО
«АВТОВАЗ».

Рис. 4. Детали, полученные в результате эксперимента

 
 

 

 

 
 

Рис. 5. Качество прилегания кромок на прямолинейных (а) и криволинейных участках (б)
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Рис. 6. Геометрия заготовки на малом радиусе Рис. 7. Профиль индуктора на радиусе
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Одним из перспективных направлений
развития современных машиностроитель-
ных предприятий и повышения их конкурен-
тоспособности является сокращение сроков
и стоимости разработки новых изделий и
технологических процессов за счёт активно-
го использования численных методов и ком-
пьютерного моделирования при проектиро-
вании [1]. Вместе с тем, возможности наи-
более популярных программных комплексов,
основанных на методе конечных элементов
(МКЭ), таких как ANSYS, LS-DYNA,
ABAQUS и др., в большинстве случаев ог-
раничены, т.к. используемые в них алгорит-
мы и модели или предназначены только для
изотропных материалов, или не соответству-
ют требованиям современной теории плас-
тичности анизотропных сред [2].

Однако такие широко распространён-
ные металлургические полуфабрикаты, как
листы, ленты, профили, трубы и т. д., обла-
дают явно выраженной анизотропией
свойств, являющейся следствием кристалли-
ческого строения вещества и последующего
его текстурообразования при обработке дав-
лением. Игнорирование этой фундаменталь-
ной характеристики материалов в техноло-
гических расчётах не только снижает потен-
циальные деформационные возможности
заготовок, но и приводит к целому ряду дру-
гих нежелательных явлений: повышенному
расходу металла, ограничению предельно
допустимой деформации, снижению эксплу-

атационных параметров продукции. С дру-
гой стороны, рациональная анизотропия яв-
ляется важным фактором интенсификации
процессов формообразования материалов и
повышения эксплуатационных характерис-
тик изделий [3].

Таким образом, разработка эффектив-
ной математической модели анизотропного
упругопластического материала является ак-
туальной задачей и позволяет перенести зна-
чительную часть работ по оценке и анализу
напряжённо-деформированного состояния в
область численного эксперимента.

С позиций метода конечных элементов
при выводе уравнений желательно исполь-
зовать положения теории пластических те-
чений, когда напряжённое состояние и при-
ращения напряжений определяются прира-
щением компонентов пластических дефор-
маций [4]. Рассмотрим элементы модели
материала, являющиеся основными для дан-
ной теории [5]:

1) критерий пластичности, т.е. условие,
дающее возможность определить то напря-
жённое состояние, при достижении которо-
го возникает пластическая деформация;

2) закон течения, т.е. уравнения, связы-
вающие в каждой точке напряжения с плас-
тическими деформациями или их скоростя-
ми;

3) модель упрочнения, описывающая
изменение поверхности пластичности в про-
цессе деформирования.
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Условия наступления пластического
состояния для анизотропных сред исследо-
вались многими учёными, при этом наиболь-
шее применение получили критерии Р. Хил-
ла [7], Ф. Барлата [8] и Д. Банабика [9]. Од-
нако их практическое применение и реали-
зация численными методами вызывает зна-
чительные трудности. Во-первых, указанные
условия текучести не учитывают причин воз-
никновения анизотропии. Во-вторых, они
имеют сложную математическую запись с
большим количеством параметров анизотро-
пии, физический смысл которых не всегда
очевиден [3]. При этом для определения па-
раметров материала необходимы многочис-
ленные механические испытания при различ-
ных условиях нагружения [10].

В связи с этим в данной работе исполь-
зовался разработанный Ю. М. Арышенским
критерий пластичности, в основу которого
положены технические константы анизотро-
пии, определяемые при испытании на линей-
ное растяжение [11]. Дальнейшее развитие
данное условие получило в результате иссле-
дований Ф. В. Гречникова, который связал
показатели анизотропии с кристаллографи-
ческими ориентировками – с причиной ани-
зотропии свойств [3].

Функцию текучести в общем виде мож-
но записать следующим образом [4]:

{ }( ), if σ σ σ σ= − , (1)

где σ  – напряжение текучести; iσ  – интен-
сивность напряжений.

Если принять допущение о том, что
напряжение, направленное по толщине ма-
териала, будет всегда оставаться перпенди-
кулярным плоскости полуфабриката, что
справедливо для операций листовой штам-
повки, то 31 23 0σ σ= =  и уравнение интен-

сивности напряжений iσ  в краткой матрич-
ной будет иметь вид [12]:

{ } [ ]{ }T
i Mσ σ σ= , (2)

или в развернутой форме:
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Коэффициенты поперечной деформа-

ции ijµ  определяются при испытании на од-
ноосное растяжение плоского образца и
представляют отношение поперечной плас-
тической деформации сжатия iε  к продоль-
ной пластической деформации растяжения

jε : ij i jµ ε ε= −  (i, j = 1, 2, 3; 1 – направле-
ние проката, 2 – поперечное направление;
3 – направление по толщине листа); iµ  – ко-

эффициент ijµ  под углом 45° к основным
осям анизотропии i-j.
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Пластическая деформация приводит к
значительному изменению механических и
физических свойств материала, т.е. к упроч-
нению. При этом напряжения являются не-
линейной монотонно возрастающей функци-
ей деформаций, и поверхность пластичнос-
ти изменяется в ходе деформирования. Бу-
дем считать, что поверхность пластичности
в процессе пластического течения расширя-
ется равномерно в пространстве напряжений
без изменения формы и положения центра
(рис. 1), т.е. имеет место изотропное упроч-
нение [6].

В качестве функциональной зависимо-

сти напряжений текучести σ  от величины
накопленных деформаций iε  воспользуемся
билинейной аппроксимацией кривой упроч-
нения упругопластического материала
(рис. 2) [13]:

id Hdσ ε= , (3)

где ( )T TH EE E E= −  – постоянная упроч-
нения (константа материала); интенсивность
деформаций iε  находится из выражения [12]:

( )
2

12 21 11
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1 12 21 12
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222
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Для установления связи между напря-
жениями и деформациями воспользуемся
ассоциированным законом течения, соглас-
но которому функция текучести (1) и вектор

скоростей { }pε&  или приращений { }pdε  ком-м-
понент пластических деформаций связанны
между собой [14]:

{ } { }pd d aε λ= , (4)

где dλ  – неопределённый (пластический)
множитель Лагранжа, постоянный для дан-

ных значений деформаций; { } fa
σ

∂ =  
∂ 

 –

нормаль к поверхности пластичности (гра-
диент течения).

Из функции текучести (1) и ассоции-
рованного закона течения (4) следует, что
упругой области соответствуют отрицатель-
ные значения 0f < , а при пластическом те-
чении 0f = . Случай при 0f >  не имеет фи-
зического смысла и свидетельствует о том,
что напряжённое состояние не удовлетворя-

ет уравнениям (1)-(4). При { } 0a >  происхо-
дит нагружение, сопровождающееся прира-
щением пластических деформаций; при

{ } 0a =  и { } 0a <  – имеются нейтральное на-
гружение и разгрузка, сопровождающиеся
упругими деформациями, связанными с на-
пряжениями законом Гука (изменения плас-
тических деформаций не происходит

{ } 0pdε = ).

Рис. 1. Изотропная модель упрочнения

Рис. 2. Упругопластическая среда
с линейным упрочнением
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Для упругопластической модели мате-

риала полная деформация { }dε  складывает-

ся из упругой { }edε  и пластической { }pdε

[14]:

{ } { } { }e pd d dε ε ε= + . (5)

Так как компоненты упругой деформа-

ции { }edε  связаны с напряжениями закономм

Гука [4]: { } [ ] { }e ed D dσ ε= , где [ ]eD  – тен-

зор упругих постоянных материала, а изме-

нение пластических деформаций { }pdε  оп-
ределяется выражением (4), то из уравнения
(5) получим

{ } [ ] { } [ ] { }e ed D d d D aσ ε λ= − . (6)

В связи с тем, что при решении упру-
гопластической задачи методом конечных
элементов на шаге расчёта nt  известно на-
пряжённо-деформированное состояние и па-

раметры материала ({ }nσ , { }e
nε , { }p

nε , H,

nσ ), а на следующем шаге 1nt +  только при-

ращение деформаций { }dε  (рис. 3) [15], тоо
выражение (6) можно записать следующим
образом:

{ } { } [ ] { }1
e

n t d D aσ σ λ+ = − , (7)

где { } { } [ ] { }e
t n D dσ σ ε= +  – пробные напря-

жения, определяемые законом Гука.
Как видно из уравнения (7), задача на-

хождения напряжений сводится к определе-
нию пластического множителя dλ . Для изот-
ропной среды dλ  находится из допущения,
что множитель всегда направлен к центру по-
верхности пластичности (следует из принци-
па нормальности ассоциированного закона
течения (4)), так называемый радиальный ме-
тод [2]. Однако в общем случае анизотроп-
ной среды воспользоваться данным методом
невозможно вследствие нарушения принци-
па нормальности для поверхности пластич-
ности с большой кривизной [15].

Непосредственное определение пласти-
ческого множителя λ∆  методами численно-
го интегрирования требует решения систе-
мы нелинейных алгебраических уравнений
численными методами, что приводит к уве-
личению продолжительности расчётов [5].
Замена в уравнениях (4)-(7) бесконечно ма-
лых приращений конечными приводит к ис-
кусственному упрочнению, так называемо-
му «дрейфу» поверхности пластичности, что
искажает достоверность результатов модели-
рования. Для устранения «дрейфа» необхо-
димо использовать дополнительные проце-

Рис. 3. Определение напряженно-деформированного состояния методом конечных
элементов по математической модели материала
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дуры, например, искусственное уменьшение
величины приращения деформаций [16].

Ввиду отмеченных недостатков интег-
рирования уравнений предложен способ на-
хождения пластического множителя λ∆  раз-
ложением условия пластичности (1) в ряд
Тейлора вокруг окрестности пробного напря-

женного состояния { }tσ  [17]:

{ }1 ...
T

t t
n t

f ff f σ σ
σ σ+

∂ ∂ ≈ + ∆ + ∆ + ∂ ∂ 
. (8)

При этом, если пренебречь членами
высшего порядка, то получим линеаризован-
ную форму критерия пластичности (1). Пос-
ле подстановки (3) и (6) в (8) выразим вели-
чину λ∆ :

{ } [ ] { }
t

eT
t t

f

H a D a
λ∆ =

+
. (9)

Так как уравнение линеаризованного
критерия пластичности является уравнени-
ем гиперплоскости, касательной к поверхно-

сти пластичности, то данный метод получил
название метода касательных (рис. 4) [15].

Вследствие принятых допущений для
уменьшения погрешности вычисления по
уравнению (9) производятся до достижения
заданной точности.

Разработанный алгоритм расчёта на-
пряжений при упругопластической деформа-
ции анизотропного материала представлен в
виде блок-схемы на рис. 5.

Математическое моделирование по
сравнению с натурным экспериментом по-
зволяет получить больший объём информа-
ции, провести всестороннее исследование,
рассмотреть и сопоставить большее количе-
ство альтернативных вариантов. По мере
развития численных методов повышается
достоверность полученных результатов, и
поэтому возрастает роль компьютерного
моделирования.

Анализ опубликованных работ показал,
что математическая постановка задачи пла-
стического течения анизотропной среды раз-
работана еще ёедостаточно полно. Многие
вопросы требуют дальнейшего решения.

Рис. 4. Метод касательных
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Алгоритмы расчёта напряжений и деформа-
ций при решении упругопластической зада-
чи, изначально созданные для изотропных
материалов, приводят к значительной по-
грешности при моделировании формообра-
зования анизотропных заготовок.

Рассмотренная в данной работе мате-
матическая модель материала лишена отме-
ченных недостатков, т.к. основывается на
современных положениях теории пластичес-
ких течений и физически обоснованном

критерии пластичности анизотропного ма-
териала, а алгоритм определения напряжён-
но-деформированного состояния методом
касательных обеспечивает высокую точность
и может быть использован совместно с боль-
шинством программных комплексов, реали-
зующих инженерный анализ методом конеч-
ных элементов (например, LS-DYNA), для
моделирования процессов обработки давле-
нием анизотропных материалов.

Рис. 5. Блок-схема алгоритма расчёта напряжений
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The paper deals with ways of determining stress during numerical simulation of metal forming processes. A
mathematical model of anisotropic elastic-plastic material and an algorithm for the computation of stress-strain state
using this model have been developed.
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Введение
В работе [1] проанализированы пробле-

мы повышения эффективности турбоприво-
дов сверхмалой мощности (ТПСММ) и обо-
снована целесообразность многокритериаль-
ного подхода к решению задачи оптимиза-
ции конструктивно- геометрических и ре-
жимных параметров. В настоящее время
практически отсутствуют данные о влиянии
этих параметров на такие критерии оценки
эффективности, как массогабаритные и тех-
нико-экономические показатели ТПСММ
разных типов в исследованных диапазонах
значений степени понижения давления πт =
= 2...6 и параметра нагруженности Yт =
= 0,1…0,3. Кроме того, недостаточно иссле-
довано влияние основных параметров не
только на массогабаритные показатели, но и
на показатели энергетической эффективнос-
ти одноступенчатых ТПСММ, работающих
в диапазонах значений πт = 1,1...2 и Yт =
= 0,3…0,6, хотя такие ТПСММ достаточно
распространены в различных отраслях на-
родного хозяйства. Поскольку аналитическое
определение зависимостей критериев оцен-
ки эффективности от режимных и конструк-

тивно-геометрических параметров затрудне-
но, необходима постановка новых экспери-
ментальных исследований для нахождения
этих зависимостей в расширенных диапазо-
нах πт и Yт с привлечением теории планиро-
вания эксперимента для решения задачи
идентификации математических моделей.

1. Целесообразность проведения
факторного эксперимента
при испытаниях ТПСММ

Все проводимые ранее эксперименталь-
ные исследования ТПСММ носили класси-
ческий многофакторный характер, т.е. пред-
ставляли собой последовательность одно-
факторных экспериментов. В однофакторном
эксперименте все независимые переменные
(влияющие факторы эксперимента), кроме
одной, считаются постоянными. Использо-
вание классического эксперимента для все-
стороннего исследования многофакторного
процесса требует постановки очень большо-
го числа опытов в отличие от факторного
эксперимента при заданной точности конеч-
ных результатов.

УДК 621.438 + 519.242

ПЛАНИРОВАНИЕ ФАКТОРНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА ПРИ ИСПЫТАНИЯХ
ОДНОСТУПЕНЧАТЫХ ТУРБИН СВЕРХМАЛОЙ МОЩНОСТИ

© 2011 В. А. Григорьев, В. М. Радько, Д. С. Калабухов

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Показана необходимость проведения новых экспериментальных исследований для нахождения зависи-
мостей критериев оценки эффективности одноступенчатых турбин сверхмалой мощности (ТСММ) от режим-
ных и конструктивно-геометрических параметров. Обоснована целесообразность проведения факторного экс-
перимента и его преимущество над классическим многофакторным экспериментом при испытаниях ТСММ.
Произведён выбор влияющих факторов планируемого эксперимента, т.е. режимных и конструктивно-геомет-
рических параметров, существенно влияющих на КПД, массогабаритные и технико-экономические показате-
ли ТСММ трёх типов: осевого, центростремительного и центробежного. Сформированы оптимальные ротата-
бельные ортогональные центральные композиционные планы факторных экспериментов при испытаниях раз-
личных типов турбин и определены их основные параметры.

Планирование эксперимента, одноступенчатые турбины сверхмалой мощности, влияющие факто-
ры, режимные параметры, конструктивно-геометрические параметры, критерии оценки эффективности.
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В работе [2] впервые был реализован
метод оптимального расчёта многорежим-
ных центростремительных ТПСММ (ЦС
ТПСММ), учитывающий влияние на их КПД
многих режимных и геометрических пара-
метров. Достаточно высокая достоверность
результатов этой работы обеспечена много-
летними исследованиями её автора. В про-
цессе этих исследований было поставлено
колоссальное количество опытов. Примене-
ние последовательных однофакторных экс-
периментов в данном случае оправдывается
отсутствием надёжной априорной информа-
ции о виде искомых функциональных зави-
симостей при проведении исследований. Но
каковы бы ни были качество проведения
классического многофакторного эксперимен-
та и глубина анализа его результатов, он не
позволяет учитывать всевозможные корре-
ляции между варьируемыми факторами, а
найденные частные одномерные или двумер-
ные зависимости нельзя сводить в одну об-
щую [3].

Одним из достоинств факторного экс-
перимента является возможность упрощения
обработки результатов измерений и получе-
ние данных в виде, удобном для обобщения
и анализа [4]. Так, вместо комплексного вы-
ражения, включающего зависимости КПД
эталонной ступени и относительных КПД от
независимых переменных по отношению к
эталонной ступени (зависящие от каких-либо
варьируемых параметров), можно получить
одно общее выражение для КПД, учитыва-
ющее основные факторы и взаимодействия.

Недостатки существующих методик
расчёта критериев энергетической эффектив-
ности на основе «метода эталонной ступе-
ни» прежде всего заключаются в относитель-
ности самого понятия эталонной ступени и
применимости этих методик только при кон-
кретной конструктивной конфигурации эта-
лонной ступени. Это не делает такие мето-
дики универсальными, поскольку по мере
выявления новых данных о рабочем процес-
се в ТПСММ и совершенствования техно-
логий изготовления ТПСММ их эффектив-
ность повышается, что сказывается на харак-
тере зависимостей относительных КПД и,
соответственно, значениях коэффициентов в

регрессионных выражениях для их опреде-
ления. Тогда эталонная ступень должна
иметь другие параметры. Трудоёмкость пе-
ресчёта зависимостей относительных КПД
по отношению к новой эталонной ступени
значительно выше трудоёмкости пересчёта
коэффициентов в одной общей регрессион-
ной зависимости.

2. Выбор влияющих факторов
планируемого эксперимента
Правильный выбор влияющих факто-

ров в значительной мере определяет эффек-
тивность плана, а значит, влияет на валид-
ность результатов эксперимента и далее на
процесс оптимизации конструктивно-гео-
метрических и режимных параметров. Од-
ним из требований, предъявляемых к плану
эксперимента, является обеспечение незави-
симости факторов, т.е. возможность установ-
ления фактора на любом уровне вне зависи-
мости от уровней других факторов.

Важно отметить, что влияние конструк-
тивно-геометрических параметров входных
и выходных устройств ТПСММ на массога-
баритные и технико-экономические показа-
тели турбопривода и на его КПД на настоя-
щий момент практически не изучено. Кроме
того, достаточно большое число типов на-
гружаемых агрегатов увеличивает сложность
оценки эффективности турбоагрегатов, по-
скольку от вида нагрузки зависят выражения
для оценки массогабаритных и технико-эко-
номических показателей. Поэтому в качестве
факторов плана эксперимента целесообраз-
но принимать параметры ТСММ, входящей
в состав ТПСММ. Эти факторы должны
удовлетворять требованию независимости.

При планировании факторного экспе-
римента желательно располагать некоторы-
ми априорными сведениями о значимостях
включаемых в план факторов по отношению
к функциям отклика (критериям оценки эф-
фективности) с целью сокращения времен-
ных и материальных затрат на проведение
эксперимента путём отсеивания заведомо
малозначимых факторов. Накопленный в те-
чение многих лет изучения рабочего процес-
са ТСММ различных типов эксперименталь-
ный материал [2, 5-16] позволяет отобрать
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значимые факторы среди режимных и кон-
структивно-геометрических параметров.

На величину КПД, удельного расхода
и, предположительно, на массу, габариты,
стоимость и технологичность ТПСММ вли-
яние оказывают такие режимные параметры,
как πт и Yт. Между собой они связаны следу-
ющим соотношением:
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где u1, м/c – окружная скорость ротора на
входе в рабочее колесо (РК); c1s, м/c – изоэн-
тропическая абсолютная скорость потока на
входе в РК; 1(ср)D , м – диаметр на входе в РК
радиальной ТСММ (средний диаметр осевой
ТСММ); n, об/мин – частота вращения рото-
ра турбины; zст – число ступеней турбины;
k – показатель адиабаты рабочего тела; R,
кДж/кг·К – универсальная газовая постоян-
ная; *

0T , К – температура на входе в сопло-
вой аппарат (СА) турбины.

Параметр n в процессе проведения эк-
сперимента изменяется, так как необходимо
оценивать эффективность турбин в весьма
широком диапазоне значений частоты вра-
щения n = (5…100)·103 об/мин, характерном
для ТСММ [2]. Также изменяется и D1(ср),
поскольку фактор масштабности существен-
но влияет на величину критериев оценки
эффективности [5]. Тогда из выражения (1)
следует, что варьируются оба режимных па-
раметра: πт и Yт , так как они независимы.

Остальные режимные параметры (при-
ведённые скорости λ1s и λw2s на выходе из СА
и РК) однозначно определяются через πт и Yт
или задаются заранее (угол атаки i на входе в
РК, степень реактивности ρст).

Конфигурация проточной части ступе-
ни ТСММ характеризуется совокупностью
конструктивно-геометрических параметров и
их соотношений. На рис. 1 приведены кон-
структивные схемы одноступенчатых турбин
осевого и радиальных типов и их основные
конструктивно-геометрические параметры.

Перечислим основные конструктивно-
геометрические безразмерные параметры,
используемые при проектировании ТСММ
(или ее ступени в случае многоступенчатой
ТСММ). Соотношения для турбин осевого
типа, аналогичные по смыслу соотношени-
ям для турбин радиальных типов, приведе-
ны в скобках:
α1эф – эффективный угол выхода потока из
СА;
β2эф – эффективный угол выхода потока из
РК;

1
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Рис. 1. Схемы одноступенчатых ТСММ и их основные параметры:
а) осевая ТСММ (ОТСММ); б) радиальная центростремительная ТСММ (ЦСТСММ);

в) радиальная центробежная ТСММ (ЦБТСММ)
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∆ =  – относительная величина нижней

перекрыши;

в
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∆

∆ =  – относительная величина верхней

перекрыши;
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D
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D
=  – фактор масштабности, учи-

тывающий влияние отклонения величины
диаметра D1(ср)  ступени от величины диамет-
ра испытуемой ступени турбины D1(ср)исп  на её
эффективность;

0

САh
h – степень меридиональной конфузорно-

сти СА центробежной ступени;
z ε=1

СА – число межлопаточных или сопловых
каналов СА при ε = 1;
z ε=1

 РК – число межлопаточных каналов РК
при ε = 1.

Часть представленных параметров вви-
ду малого разброса их возможных значений
и заведомо слабого влияния на энергетичес-
кую эффективность ТСММ при испытаниях
следует принять постоянными и не включать
в состав вектора влияющих факторов. Таки-

ми параметрами являются oδ , rδ , 
 РК

2

гa
D ,

РК

РК

s
h ,

( )CÀ
/b t и кр СА(РК)δ  у ЦCТСММ [5, 6, 7]. Зна-

чения этих параметров должны выбираться
оптимальными по отношению к массогаба-
ритным и технико-экономическим критери-
ям оценки эффективности.

Выбор факторов плана эксперимента
среди конструктивно-геометрических пара-
метров проведём, опираясь на результаты
работ [2, 5–16] путём связи методов опти-
мизации этих параметров с планируемым
экспериментом. В работе [2] для ЦСТСММ
независимыми параметрами приняты CАh ,

г САa , α1эф , ( )ср РК
/b t , D , МD . Здесь сь CАh и

 САгa  являются факторами масштабности по
отношению к эталонной ступени и их мож-

но заменить соотношениями 
CА

1

h
D  и 

 СА

1

гa
D .

При этом варьирование соотношением 
 СА

1

гa
D

в случае факторной постановки эксперимен-
та из-за конструктивных особенностей лопа-
точных венцов турбин и принципов постро-
ения матрицы плана эксперимента невозмож-
но либо нецелесообразно.

Фактор масштабности МD однозначно

связан с 
CА

1

h
D , α1эфф, ε, расходом рабочего тела

G  и величиной диаметра 1испD  испытуемой
турбины. Ввиду того, что расход газа при
проектировании ТСММ  является величиной
известной, один из указанных геометричес-
ких параметров исключается из числа неза-
висимых переменных, в работе [2] это сте-
пень парциальности ε. Однако при проведе-
нии эксперимента величина расхода газа не
является фиксированной. Имеет смысл изу-
чить влияние параметров вне зависимости
от расхода газа или мощности, которые в
каждом конкретном техническом задании
различны. Тогда весьма важный параметр ε
должен входить в число влияющих факторов.

Обратим внимание на то, что такие
важные при проектировании ТСММ пара-
метры, как в∆ , н∆  и РКF , в работе [1] предла-
гается находить после проведения оптими-
зации с помощью регрессионных выраже-
ний, составленных для определения опти-
мальных, с точки зрения обеспечения мак-
симального КПД, значений в∆  и н∆ . Эти вы-

ражения учитывают влияние ε, πт и Yт на в∆

и н∆ . Такой подход в целом справедлив лишь
в случае проведения однокритериальной оп-
тимизации по КПД ТСММ и классической
постановки многофакторного эксперимента.
Но и в данном случае приходится применять
схожий метод: определять оптимальные по
КПД значения перекрыш для каждого из
опытов с помощью регрессионных выраже-
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ний. Дело в том, что однофакторные зави-
симости КПД ТСММ от относительных пе-
рекрыш носят довольно сложный характер
и их невозможно описать полиномами сте-
пени ниже третьей во всём диапазоне воз-
можных значений в∆ , н∆  [11, 15]. С целью
недопущения неадекватности математичес-
кой модели при сохранении её относитель-
ной простоты не следует включать в состав
вектора влияющих факторов эксперимента
соотношения в∆  и н∆ . Это вполне допусти-
мо, так как из-за малых абсолютных вели-
чин перекрыш их изменение оказывает не-
значительное влияние на массу турбоприво-
да, а стоимость его изготовления, вероятно,
также практически не зависит от величины
перекрыш.

Что касается соотношения РКF , то, с од-
ной стороны, оно весьма существенно влия-
ет на все критерии оценки эффективности
[12], особенно на технологичность изготов-
ления РК, а значит и стоимость ТПСММ в
целом. С другой стороны, известные зави-
симости КПД от РКF  можно описать поли-
номами второй степени, поэтому следует
включить это соотношение в число влияю-
щих факторов эксперимента.

Анализ результатов работ [5, 6, 13–15]
и вышеизложенные соображения позволяют
заключить, что в качестве независимых пе-
ременных в случае ОТСММ следует принять
параметры, аналогичные оптимизируемым
параметрам ЦСТСММ (т.е. с заменой D1 на
Dср). В случае осевой схемы турбины 1D = ,
поэтому вместо него в состав вектора неза-
висимых переменных необходимо включить

соотношение кр САδ , влияющее на КПД
ОТСММ во всём диапазоне его возможных
значений.

Влияние конструктивно-геометричес-
ких и режимных параметров на рабочий про-
цесс ЦБТСММ наименее изучен по сравне-
нию с другими типами турбин. Известно
лишь описание влияния на КПД конструк-
тивно-геометрических соотношений ε, в∆ ,

н∆ , α1эфф и ( )/ ср РК
b t  [16]. Однако опыт про-

ектирования ЦБТСММ и определённые тео-
ретические предпосылки позволяют предпо-

ложить, что такие соотношения, как 
1

CАh
D ,

кр САδ , D , МD , РКh , в значительной мере оп-
ределяют и эффективность ЦБТСММ.

Целесообразным является включение в
состав вектора влияющих факторов ещё од-
ного геометрического параметра – эффектив-
ного угла β2эф выхода потока в относитель-
ном движении из РК. Ранее он никогда не
использовался в качестве оптимизируемого
параметра, поскольку в довольно большом
диапазоне своих значений не оказывает су-
щественного влияния на КПД при Yт < 0,4.
Но увеличение β2эф при некотором снижении
КПД приводит к увеличению технологично-
сти изготовления РК из-за уменьшения кри-
визны профиля [6], что указывает на нали-
чие области рациональных значений этого
параметра относительно указанных критери-
ев. Интерес представляет и зависимость мас-
сы ТПСММ от β2эф.

Итак, общее число влияющих факторов
плана эксперимента для получения матема-
тических моделей критериев оценки эффек-
тивности осевых и центростремительных
одноступенчатых ТСММ равно 10, центро-
бежных одноступенчатых ТСММ – 11.

3. Формирование планов факторного
эксперимента при испытаниях

одноступенчатых ТСММ
Применение методов оптимального

планирования эксперимента теоретически
позволяет получать математические модели
критериев оценки эффективности ТСММ
даже при отсутствии точных сведений о ха-
рактере зависимостей этих критериев (про-
цессов) от конструктивно-геометрических и
режимных параметров [3]. При этом иссле-
дуемый процесс в ТСММ рассматривают в
виде «чёрного ящика» (рис. 2) с
n-мерным вектором целевой функции Y, с со-
ставляющими у1, у2, у3,… уn (параметрами или
функциями отклика) и действующими на его
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входе параметрами, разделяющимися на три
группы: x, w и z.

Первая группа представляет собой
k-мерный вектор X варьируемых факторов,
которые можно контролировать и целенап-
равленно изменять в процессе расчётного
эксперимента. Вторая группа представляет
собой р-мерный вектор W контролируемых,

но неуправляемых параметров { } 1
i p

i iW =
=

, т.е. не
поддающихся целенаправленному измене-
нию в процессе эксперимента. Третья груп-
па представляет собой m - мерный вектор Z
неконтролируемых, а следовательно, и неуп-
равляемых входных параметров.

При исследовании процессов, как пра-
вило, рассматривают параметры первой
группы:

Y = fi (x1 , … , xk). (2)

Вектор варьируемых факторов X для
одноступенчатой ЦСТСММ в общем случае
включает в себя следующие переменные:

x1 = Yт; x2 = πт; 3
1

CАhx
D

= ; x4 = α1эфф ; x5 = ε;

6x D= ; x7 = (b/tср)РК ;  8 2 эфx β= ; 9 РКx F= ;

10 Mx D= .

В случае одноступенчатой ОТСММ
вектор варьируемых переменных X включа-
ет в себя следующие переменные:

x1 = Yт; x2 = πт; 3
1

CАhx
D

= ; x4 = α1эфф ; x5 = ε;

x6 = кр САδ ; x7 = (b/t)РК ;  8 2 эфx β= ; 9
СА

СА

sx
h

= ;

10 Mx D= .

Вектор варьируемых факторов X  для
одноступенчатой ЦБТСММ определяется
следующими переменными:

x1 = Yт; x2 = πт; 3
1

CАhx
D

= ; x4 = α1эфф ; x5 = ε;

6x D= ; x7 = (b/tср)РК ;  8 2 эфx β= ; 9 РКx F= ;

10 Mx D= ; x111 = кр САδ .

Ввиду большого числа варьируемых
факторов применение полного факторного
эксперимента (ПФЭ) приведёт к чрезвычай-
но большому числу необходимых опытов.
Уменьшить число опытов без существенной
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Рис. 2. Схема исследуемого процесса в ТСММ
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потери значимой информации об изучаемом
процессе можно, применив дробный фактор-
ный эксперимент (ДФЭ). Однако априорно
можно предположить, что использование
простого ДФЭ, позволяющего описывать
исследуемые зависимости линейными поли-
номами, может привести к заведомо невер-
ным результатам. Дело в том, что большин-
ство исследованных ранее эксперименталь-
ным путём однофакторных зависимостей
мощностного КПД турбин от различных кон-
структивно-геометрических и режимных па-
раметров зачастую характеризуются суще-
ственной нелинейностью в обычно рассмат-
риваемом диапазоне значений этих парамет-
ров. Но если однофакторную зависимость
нельзя представить линейным уравнением,
то в многомерном случае поверхность откли-
ка, несомненно, будет обладать существен-
ной кривизной [3]. Это приводит к необхо-
димости применения усложнённых иденти-
фикационных моделей на основе централь-
ных композиционных дробных планов вто-
рого порядка.

Различают ортогональное и ротатабель-
ное планирование второго порядка. При ор-
тогональном планировании все коэффициен-
ты квадратичной модели оцениваются неза-
висимо друг от друга, а при ротатабельном
получается регрессионная модель, с одина-
ковой точностью предсказывающая оценку
дисперсии отклика во всех направлениях от
центральной точки эксперимента. Оба дроб-
ных композиционных плана состоят из трёх
частей: ядра плана ДФЭ 2k-p (здесь k – число
факторов, p – число взаимодействий факто-
ров), «звёздных» точек с координатами (±α,
0...0), (0, ±α, ..0), …, (0, 0... ±α) числом 2k и n
точек в центре плана с координатами (0,
0...0). В ортогональном плане, как правило,
имеется одна центральная точка, а в ротата-
бельном плане их несколько.

Однако ортогональный план не обла-
дает свойством ротатабельности, а ротата-
бельный план может быть и приближённо
ортогональным [17]. Ортогональность рота-
табельного плана достигается специальным
выбором числа точек в центре плана.

Результаты теоретических исследова-
ний показали, что наиболее оптимальным

является ротатабельный ортогональный цен-
тральный композиционный план экспери-
мента (РОЦКП) с разрешающей способнос-
тью IV и степенью дробности 1/64 ядра ДФЭ.
Определим основные параметры плана экс-
перимента при испытаниях ЦСТСММ и
ОТСММ.

Число точек ядра плана ДФЭ

N0 = 2k - p = 2 10 – 4 = 64. (3)

Минимальное число опытов (с одним
опытом в центре плана)

N0 = 2k – p + 2·k + 1 = 64 + 2·10 + 1 = 85. (4)

Плечо «звёздных» точек

α = 2(k – p)/4 = 2(10 – 4)/4 = 2,828. (5)

Но для обеспечения ортогональности
плана необходимо, чтобы число опытов в
центре плана было равно

n = 4 – 2k + 2(k –p+4)/2 = 4–2·10+2(10–4+4)/2 = 16.
(6)

Полученное число опытов в центре
плана целое, поэтому ротатабельный план
является и ортогональным.

Тогда общее число опытов ротатабель-
ного плана

N = 2k – p + 2k + 1 = 64 + 2·10 + 16 = 100. (7)

План является ненасыщенным, т.е. со-
держит избыточную информацию о модели.
Эта информация при статистической обра-
ботке результатов эксперимента использует-
ся для оценки адекватности модели.

За основные факторы примем x1, x2, x3,
x4, x5, x6.  Остальные факторы являются гене-
раторами плана и в матрице планирования
представляют собой следующие произведе-
ния основных факторов:

x7 = x2 x3 x4 x6 ; x8 = x1 x3 x4 x6 ; x9 = x1 x2 x4 x5 ;
x10 = x1 x2 x3 x5 .

При испытаниях ЦБТСММ также оп-
тимальным является РОЦКП, который раз-
рабатывается с учётом того, что варьируемых
факторов уже не десять, а одиннадцать (k =
= 11).  При этом p = 6, тогда по формуле (6)
определяем плечо «звёздных» точек α =
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= 2,828, которое имеет такое же значение, как
у РОЦКП, рассмотренного выше. По форму-
ле (6) определяем число опытов в центре
плана n = 18, а с помощью (7) находим об-
щее число опытов N = 100. Таким образом,
число опытов в обоих планах одинаковое.

Итак, показана целесообразность про-
ведения факторного эксперимента при испы-
таниях ТСММ трёх основных типов, выбра-
ны влияющие факторы эксперимента и при-
нят РОЦКП как наиболее удовлетворяющий
условиям оптимальности плана эксперимен-
та при испытаниях ОТСММ, ЦСТСММ и
ЦБТСММ. Рассчитанные значения основных
параметров плана, таких, как плечо «звёзд-
ных» точек и число опытов, позволит в даль-
нейшем разработать матрицы планирования,
включающие не только кодированные, но и
реальные значения факторов, соответствую-
щие уровням их варьирования.
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The need for new experimental studies to find the dependency criteria for evaluating the effectiveness of
single-stage ultralow power turbines (ULPT) on the regime and constructive-geometrical parameters has been shown.
The usefulness of factorial experiments and their advantage over the classical multifactorial experiments for testing
ULPTs are justified. The choice of influencing factors of the planned experiment, i.e. regime and constructive-
geometrical parameters significantly affect the efficiency, weight, size and technical-economic indicators is made for
ULPTs of three types: axial, centrifugal and centripetal. Optimal rotatable orthogonal central composite designs of
factorial experiments for testing different types of turbines and their basic parameters are formed.
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Введение
В статье [1] был проведён выбор влия-

ющих факторов планируемого эксперимен-
та, т.е. режимных и конструктивно-геомет-
рических параметров, существенно влияю-
щих на КПД, массогабаритные и технико-
экономические показатели одноступенчатых
осевых, центростремительных и центробеж-
ных ТСММ. Также в ней были сформирова-
ны оптимальные РОЦКП факторных экспе-
риментов при испытаниях различных типов
турбин и определены их основные парамет-
ры.

Следующий этап планирования экспе-
римента требует разработки матриц плани-
рования для испытания турбин трёх типов,
включающих не только кодированные, но и
реальные значения факторов, соответствую-
щих определённым уровням их варьирова-
ния.

1. Определение центра эксперимента
и шагов варьирования факторов

плана эксперимента
Обычно центр эксперимента выбирает-

ся в центре диапазона варьирования следу-
ющим образом:

( )0 max min
1 .
2i i ix x x= + (1)

«Звёздным» точкам плана эксперимен-
та соответствуют крайние значения диапазо-
нов варьирования факторов. Тогда с помо-
щью несложных преобразований шаг варь-
ирования можно определить по формуле

( )max min
1 .

2i i ix x x∆ = −
α

(2)

Значения факторов, соответствующих
вершинам гиперкуба плана, определяются
следующим образом:

xi- = xi0 – ∆xi ; (3)

xi+ = xi0 + ∆xi. (4)

Итак, для каждого фактора нужно по-
добрать диапазон варьирования его значени-
ями и определить пять числовых значений,
соответствующих пяти уровням варьирова-
ния: -α, -1, 0, +1, +α. При этом для всех мат-
риц планирования в [1] было установлено,
что α = 2,828.

2. Диапазоны и уровни варьирования
режимных факторов Yт , πт и фактора
масштабности MD  одноступенчатых

ТCММ различных типов
Диапазоны и уровни варьирования фак-

торов Yт , πт, MD , а также остальных факто-

УДК 621.438 + 519.242

ВЫБОР ДИАПАЗОНОВ И УРОВНЕЙ ВАРЬИРОВАНИЯ ФАКТОРОВ
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ТУРБИН СВЕРХМАЛОЙ МОЩНОСТИ
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Произведено определение центра эксперимента и шагов варьирования факторов плана эксперимента
для испытаний турбин сверхмалой мощности (ТСММ) центростремительного (ЦСТСММ), осевого (ОТСММ)
и центробежного (ЦБТСММ) типов. Определены рациональные диапазоны варьирования этих факторов с
точки зрения возможности реализации разработанного ротатабельного ортогонального центрального компози-
ционного плана (РОЦКП), а также значения, которые принимают факторы на соответствующих уровнях варь-
ирования.

Планирование эксперимента, диапазоны варьирования, уровни варьирования, значение величины, ре-
жимные факторы, одноступенчатые турбины сверхмалой мощности, критерии оценки эффективности.
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ров, рассматриваемых в данной статье, оп-
ределялись с помощью специальной методи-
ки.

Сначала выбирается наиболее широкий
диапазон варьирования некоторого фактора,
опираясь на данные проведённых ранее од-
нофакторных экспериментов. Затем опреде-
ляются значения величин факторов, соответ-
ствующих пяти уровням варьирования, и рас-
сматриваются все возможные комбинации
уровней связанных между собой факторов,
исходя из матрицы планирования. Далее про-
веряется, не выходит ли значение какого-
либо параметра, связывающего рассматрива-
емые факторы (контролирующий параметр),
за диапазон его допустимых значений при
каждой из возможных комбинаций уровней
варьирования факторов. Если значение кон-
тролирующего параметра хотя бы при одной
комбинации уровней варьирования выходит
за диапазон его допустимых значений, то
сужается диапазон варьирования того фак-
тора, изменение которого допустимо в конк-
ретном случае.

Данные работы [2] позволяют сделать
вывод, что в плане эксперимента следует ва-
рьировать фактор Yт в диапазоне значений
0,1…0,7, а фактор πт в диапазоне значений
1,05…6 для ЦСТСММ и ОТСММ. При этом
для плана эксперимента при испытаниях
ЦБТСММ согласно [3] целесообразно при-
нять диапазоны значений πт = 1,05…6 и Yт =
= 0,1…0,4. Однако самые современные тор-
мозные установки для испытаний ТСММ
имеют ограничение по частоте вращения тур-
бины n ≤ 140000 об/мин [4], поэтому необ-
ходимо проверить, соблюдается ли это усло-
вие проведения эксперимента при принятых
диапазонах варьирования.

Параметр n определяется факторами πт,
Yт  и параметром ( )1 срD

*
т 0 1

т

1(ср)

160 2 1
1 k

k

kY RT
k

n
D

π

π

−

 
 − −  
 = . (5)

В обозначенных выше работах указы-
вается, что ЦСТСММ  характеризуются ве-
личинами D1 = 20…80 мм, а ОТСММ могут
иметь  Dcр = 20…100 мм. Исследования, про-
ведённые авторами статьи, показали, что ре-
ализация РОЦКП при испытаниях ЦБТСММ
возможна, если  D1=20… …50 мм.

С учётом того, что большинство испы-
туемых ранее ЦСТСММ и ОТСММ имели

1(ср) 50 ммD ≈ , а ЦБТСММ – D1= 32 мм [3,
5–14], принимаем в качестве исходных зна-
чения D1(ср)исп = 50 мм  и  D1(ср)исп = 32 мм  для
соответствующих типов турбин. Тогда диа-
пазон варьирования фактора MD  примем рав-
ным 0,4…1,6 для ЦСТСММ, 0,4…2 для
ОТСММ и 0,625…1,5625 для ЦБТСММ.

Рассмотрим все возможные комбина-
ции уровней этих факторов в принятом нами
РОЦКП для ЦСТСММ и ОТСММ (табл. 1).
Числовые значения факторов, соответству-
ющие уровням, определяются с помощью
формул (1)-(4). Значения n определяются по
формуле (5).

В скобках в табл. 1 указаны значения

MD  и n для ОТСММ.
При проведении эксперимента в каче-

стве рабочего тела принимается воздух
(k=1,4, R = 287 кДж/кг·К), температура кото-
рого на входе в сопловой аппарат (СА) *

0T  =
= 288 К.

В принятых диапазонах варьирования
факторами πт , Yт и MD  в опытах №51 и №79
потребная частота вращения турбины превы-
шает допустимую. Поэтому диапазон значе-
ний Yт = 0,1…0,7 приходится сузить, т. е.
уменьшить максимальное значение Yт до 0,58.
Тогда nmax = 138093 об/мин.

Поскольку при испытаниях ЦБТСММ
Yт max = 0,4, очевидно, что для неё nmax ≤ 140000
об/мин.

Итак, принимаем следующие диапазо-
ны варьирования факторов Yт , πт , MD  и зна-
чения их величин на уровнях варьирования
факторов Yт , πт , MD  и значения их величин
на уровнях варьирования РОЦКП:
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1

0,1 0,58 (0,1; 0,255; 0,34; 0,425; 0,58) 
для  ЦСТСММ и ОТСММ;
0,1...0, 4 (0,1; 0,197; 0,25; 0,303; 0,4) 
для ЦБТСММ;

x

…

= 



x2 =1,05...6 (1,05; 2,65; 3,525; 4,4; 6) ;

10

0, 4 1,6 (0,4; 0,788; 1; 1,212; 1,6)  
для  ЦСТСММ
0, 4 2 (0,4; 0,917; 1,2; 1,483; 2) 
для ОТСММ;
0,625...2,5 (0,625; 1,231; 1,5625; 
1,894; 2,5) для ЦБТСММ.

x

…


 …

= 





Таблица 1 

№ 
опыта 

x1 =Yт x2 = πт x10 = MD  n, об/мин 

1 -
1 

0,294 -
1 

1,925 1 1,212 (1,483) 29197 (23862) 

3 -
1 

0,294 -
1 

1,925 -1 0,788 (0,917) 44780 (38481) 

17 -
1 

0,294 1 4,4 -1 0,788 (0,917) 63683 (54724) 

19 -
1 

0,294 1 4,4 1 1,212 (1,483) 41404 (33838) 

33 1 0,506 -
1 

1,925 -1 0,788 (0,917) 77072 (66229) 

35 1 0,506 -
1 

1,925 1 1,212 (1,483) 50110 (40953) 

49 1 0,506 1 4,4 1 1,212 (1,483) 71260 (58238) 

51 1 0,506 1 4,4 -1 0,788 (0,917) 109603 (94185) 

65 -
α 

0,1 0 3,525 0 1 (1,2) 15974 (13311) 

66 α 0,7 0 3,525 0 1 (1,2) 111821 (93184) 

67 0 0,4 -
α 

1,05 0 1 (1,2) 13673 (11394) 

68 0 0,4 α 6 0 1 (1,2) 73563 (61302) 

83 0 0,4 0 3,525 -α 0,4 (0,4) 159745 (159745) 

84 0 0,4 0 3,525 α 1,6 (2) 39936 (31949) 

85 0 0,4 0 3,525 0 1 (1,2) 63898 (53248) 
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3. Диапазоны и уровни варьирования

фактора 
CА

1(ср)

h
D  одноступенчатых ТCММ

различных типов
Согласно [2], ТСММ характеризуются

значениями параметра относительной высо-

ты решётки соплового аппарата (СА) 
CА

1(ср)

h
D =

= 0,005…0,05. Как уже отмечалось, в ТСММ
диапазон значений параметра D1(ср) = 20…50
(80; 100) мм, при этом к ТСММ относятся
турбины с CАh  ≤ 5 мм.

В этом случае в РОЦКП при некоторых
комбинациях уровней варьирования факто-

ров 
CА

1(ср)

h
D  и MD  величина высоты решётки

СА может превышать допустимую или, на-
оборот, принимать нерационально малые
значения CАh  ≤ 0,35 м.

Проверим, выходит ли высота лопатки
ОТСММ за условленный диапазон значений

CАh = 0,35…5 мм в плане эксперимента при

CА

1(ср)

h
D  = 0,005...0,05 с помощью табл. 2.

Высота лопатки ОТСММ выходит за
нижнюю границу условленного диапазона
значений CАh = 0,35…5 мм при диапазоне

варьирования 3
CА

ср

hx
D

= = 0,005…0,05.

Для ЦСТСММ и ЦБТСММ также мож-
но получить похожие результаты. Посколь-
ку минимальное значение CАh  достигается в
опыте №90, нетрудно вычислить

 min
3 min

1( )0 min

0,0005 0,01
0,05

CА

ср

hx
D

= = = . (6)

Тогда значения величин этого фактора
на уровнях варьирования РОЦКП будут рав-
ными 0,01; 0,023; 0,03; 0,037; 0,05.

4. Диапазон и уровни варьирования
фактором α1эф одноступенчатой

ЦСТCММ
У ЦСТСММ приняты в практике про-

ектирования диапазоны значений эффектив-
ного угла выхода потока из СА α1эф = 6…25°
[5]. Нижняя граница этого диапазона соот-
ветствует минимально возможному с конст-
руктивной точки зрения углу α1эф, удовлет-
воряющего условию неподрезания длинной
стенки канала сопловой решётки: ϕподр = 0
(рис. 1,а). Верхняя граница диапазона выб-
рана исходя из условия приемлемого выпол-
нения сопловым аппаратом своих функций
разгона и поворота потока.

Фактор α1эф определяется следующим
выражением (рис. 1,б):

( )

( )
( )

  
1

1
  

1  

1
arcsin

1
arcsin ,

1 2

г СА кр СА
эф

СА

кр СА САг СА

r

a
t

za
D

ε

δ
α

δ

π δ

=

+
= =

 +
= ⋅ 

+  

(7)

где   рад 0,005...0,01rδ =  – относительный ра-
диальный зазор между СА и РК в ЦСТСММ
[6].

Фактор относительной толщины вы-

ходной кромки СА кр САδ  оказывает различ-

Таблица 2

 № 
опы
та 

x3 = CА

ср

h
D

 x10 = MD  CАh , мм 

3 -1 0,0195 -1 0,917 0,89 

5 -1 0,0195 1 1,483 1,44 

9 1 0,0354 -1 0,917 1,62 

11 1 0,0354 1 1,483 2,6 

90 -α 0,005 0 1,2 0,3 

91 α 0,05 0 1,2 3 

83 0 0,0275 -α 0,4 0,55 

84 0 0,0275 α 2 2,75 

85 0 0,0275 0 1,2 1,65 
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ное воздействие на мощностной КПД тур-
бин разных типов [7]. На КПД ЦСТСММ в
диапазоне значений 0,14…0,3 этот фактор не
оказывает влияния, поэтому с точки зрения
повышения технологичности изготовления

СА следует принимать кр СА 0,3δ = . Теорети-
чески возможно варьирование угла α1эф при
одновременном изменении относительного

горла 
 СА

1

гa
D  и числа каналов 1

СА  z ε= , что мог-

ло бы позволить принять величину относи-
тельного горла в качестве варьируемого фак-
тора. Однако подробный анализ этой воз-

можности показал, что 
 СА

1

гa
D  не может быть

влияющим фактором эксперимента при ва-
рьировании α1эф в диапазоне значений
6…25°, поскольку область возможных соче-

таний значений параметров α1эф и 

 СА

1

гa
D  по-

зволяет провести лишь часть опытов, запла-
нированных в эксперименте. Более того, зна-
чения α1эф  = 6…9,2° не могут быть реализо-

ваны ни при каком значении 
 СА

1

гa
D . Для того,

чтобы обеспечить технологически возмож-
ную величину г САa ≥ 0,72 мм при любых MD ,

необходимо принять диапазон варьирования
фактором α1эф и его значения на уровнях ва-
рьирования x4 = α1эф = 9,2…25° (9,2°; 14,31°;
17,1°; 19,89°; 25°). Тогда варьирование вели-
чины α1эф в процессе эксперимента осуществ-

ляется изменением 1
САz ε=  при  СА

1

0,036гa
D

= =

= const.
Важно отметить, что в плане экспери-

мента должно быть обеспечено целое число
сопловых или межлопаточных каналов 1

САz ε= .

Для определения 1
САz ε=  было получено следу-

ющее выражение:

( )
1

1 СА
СА  

СА СА ср

1 2 .r
hh bz

b t D
ε π δ

−

=
    = + ⋅            

(8)

Установлено, что относительный шаг

решётки СА 
СА

b
t

 
 
 

 практически не влияет на

КПД ЦСТСММ  в принятом на практике ди-
апазоне значений 1,2…2,2 [8]. Поэтому из со-
ображений улучшения технологичности из-
готовления ТСММ, уменьшения массы и ди-
аметральных габаритов рекомендуется при-

нимать 
СА

b
t

 
 
 

= 1,2...1,3. Изменением в этомм

Рис. 1. Схемы построения решётки СА ЦСТСММ:
а) неправильное построение решётки профилей лопаток;
б) правильное построение решётки профилей лопаток
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диапазоне 
СА

b
t

 
 
 

 путём корректировки зна-

чения шага tСА можно достичь целого числа
1

САz ε= .

5. Диапазоны и уровни варьирования

факторами α1эф, δкр СА , 
b
t

 
 
 СА

 и 
s
h
СА

СА

одноступенчатой ОТCММ
Для любой из форм образования кана-

ла решётки СА (рис. 2) угол α1эф определяет-
ся по следующей формуле:

( )

( )

 СА кр СА
1эф

СА

1
кр СА СА  СА

ср

1
arcsin

1  
arcsin .

г

г

a
t

za
D

ε

δ
α

δ

π

=

+
= =

 +
= ⋅ 

  

(9)

У ОТСММ приняты в практике проек-
тирования диапазоны значений α1эф = 5…24°
[9]. Нижняя граница этого диапазона соот-
ветствует минимально возможному с конст-
руктивной точки зрения углу α1эф. Верхняя
граница диапазона выбрана исходя из усло-
вия приемлемого выполнения сопловым ап-
паратом своих функций разгона и поворота
потока.

Ширина сверхзвукового канала на вхо-
де в участок косого среза (рис. 2,б)

( )
ср 1эф СА

c CА 1
1 СА кр СА 1

sin
( ) 1 ( )
г

s s

Daa
q z qε

π α
λ δ λ=

= =
+ , (10)

т. е. зависит не только от конструктивно-гео-
метрических, но и режимных параметров.

Как и в случае с ЦСТСММ, варьиро-

вать фактор 
 СА

ср

гa
D  оказалось невозможно, по-

скольку кроме α1эф варьируемым фактором

является также кр САδ , изменение которого в
процессе эксперимента сопровождается не-
которым изменением величины aгСА из-за ус-
ловия независимости названных факторов.
Зато его можно и нужно (с целью сохране-
ния оптимальности РОЦКП) использовать
для обеспечения целого числа каналов 1

САz ε= .

Принимаем начальное значение 
 СА

ср

гa
D = 0,036,

т. е. такое же, как у ЦСТСММ.
Для ОТСММ весьма важными являют-

ся параметры удлинения лопаточных венцов

СА

СА

s
h  и 

РК

РК

s
h  СА и рабочего колеса (РК). Они

характеризуют осевые габариты турбины и,
соответственно, его массу. Но в отличие от
удлинения решётки СА удлинение решётки
РК в широком диапазоне значений

РК

РК

3,5...7h
s

=  не влияет на КПД. Поэтому с

Рис. 2. Профили лопаток и межлопаточные каналы СА ОТСММ:
а) конфузорный канал, образованный дозвуковыми профилями;

б) канал в форме сопла Лаваля, образованный сверхзвуковыми профилями
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целью уменьшения массы и габаритов при
проектировании ОТСММ принимаются зна-

чения 
РК

РК

s
h  из окрестности нижней границы

указанного диапазона. Фактор 
СА

СА

s
h  необхо-

димо варьировать в диапазоне значений
3,2…7,8 [10].

Удлинение решётки СА связано со сле-
дующими факторами:

( ) СА
кр СА уст

САсрСА

СА СА
1эф

ср

1 sin

sin

гa b
D ts

h h
D

δ γ

α

   ⋅ + ⋅       =
 

⋅  
 

, (11)

где устγ  – угол установки решётки.  Этот кон-
структивный параметр выражается через па-
раметры aг СА, bCА, α1эф и параметры профиля
с помощью сложной зависимости и на этапе
начального проектирования не является из-
вестным. Поэтому в эксперименте целесооб-
разно принять уст constγ = .

Сравнивая результаты работы [8] и [10],

можно заметить, что 
СА

b
t

 
 
 

 иначе влияет на

КПД ОТСММ, чем на КПД ЦСТСММ. За-

висимость ( )e СА
f b t η =    близка к квадра-

тичной в диапазоне характерных значений
1…1,7. В этом диапазоне КПД может изме-
няться до 10%. Кроме того, в работе [10] ус-

тановлено, что зависимости ( )e СА
f b t η =  

и ( )e РК
f b t η =    практически идентичны и

допустимо принять 7
СА РК

b bx
t t

   = =   
   

. По-

этому 
СА

b
t

 
 
 

 включается в состав варьируе-

мых факторов. Можно выделить два основ-

ных способа изменения 
СА

СА

s
h  в процессе экс-

перимента. На рис. 3,а показан способ варь-
ирования этого фактора путём изменения

СА

b
t

 
 
 

 и сохранения остальных параметров

в выражении (9) постоянными. В этом слу-
чае изменяется кривизна образующих лопа-
ток, что вносит свой вклад в изменение КПД
турбины. На рис. 3,б показан способ варьи-

рования 
СА

СА

s
h  путём изменения шага и хорды

лопатки при 
СА

b const
t

  = 
 

. В этом случае

профили лопаток подобны, но для сохране-
ния 1эф constα =  требуется изменение значе-

ния произведения ( ) СА кр СА1гa δ+ , а значит

Рис.3. Способы изменения величины

фактора 
СА

СА

s
h  в эксперименте: а) 

СА

varb
t

  = 
 

;

б) изменение bCА и tСА  при сохранении 
СА

constb
t

  = 
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и 
 СА

ср

гa
D . Очевидно, что в нашем случае при

постановке эксперимента необходимо при-
менять оба способа.

После анализа матрицы планирования
получены следующие диапазоны варьирова-

ния факторов: α1эф, кр САδ , 
СА

b
t

 
 
 

, СА

СА

s
h

ОТСММ и значения их величин на уровнях
варьирования, позволяющие реализовать
РОЦКП с допустимыми значениями парамет-
ра  САгa = 1…5 мм:

x4 = α1эф = 5…24° (5; 11,14°; 14,5°; 17,86°;
24°);

x6  = кр САδ  = 0,14…0,42 (0,14; 0,231; 0,28;
0,329; 0,42);

x7  = 
СА

b
t

 
 
 

 = 1…1,7 (1; 1,226; 1,35; 1,474;

1,7);

x9 = 
СА

СА

s
h  = 3,2…7,8 (3,2; 4,69; 5,5; 6,31; 7,8).

6. Диапазоны и уровни варьирования
фактором ε одноступенчатых ТCММ

различных типов
Степень парциальности ε определяет-

ся как отношение длины дуги, занятой кана-
лами СА к периметру окружности облопа-
чивания

( )1(ср) дуг дуг

1(ср)

2
2

D
D

θ θ
ε

π π
= = , (12)

где θдуг – угол дуги, образованной межлопа-
точным или сопловым каналом. Для того,
чтобы проанализировать после проведения
эксперимента влияние степени парциально-
сти на критерии оценки эффективности, не-
обходимо наличие опытов, в которых при
изменении ε сохраняется геометрическое

подобие каналов СА и кинематическое по-
добие потока, протекающего через них. По-

этому 
дуг CА CА

1 1
СА СА2

z t z
z t zε ε

θ
π = == = , а значит степень

парциальности представляет собой отноше-
ние реального числа каналов СА к числу ка-
налов СА при значении этого параметра, рав-
ного 1.

При определённых сочетаниях пара-
метров D1(ср), α1эф,  aгСА в плане эксперимента
будет достигнуто минимальное число

1
СА min СА minz zε==  в случае ε = 1. В других опы-
тах потребуется сохранить величины назван-
ных параметров при других значениях ε.
Поэтому нужно знать минимально реализу-
емую степень парциальности в эксперимен-
те в целом:

CА min
min 1 1

СА min СА min

1 .z
z zε εε = == =  (13)

В планируемых экспериментах  у
ЦБТСММ 1

СА min 14z ε= = , у ЦСТСММ 1
СА  min 10z ε = = ,

а у ОТСММ 1
СА min 7zε= =  и, соответственно,

min 0,071ε = , min 0,1ε =  и min 0,143ε = . Поэто-о-
му принимаем следующие диапазоны варь-
ирования фактором ε и значения его величи-
ны на уровнях варьирования РОЦКП:

x5 = εmin =

= 

0,071 1(0,071; 0,371; 0,535; 0,699; 1) 
для ЦБТСММ;
0,1...1(0,1; 0,391; 0,55; 0,709; 1) 
для ЦCТСММ;
0,142 1(0,142; 0,419; 0,571; 0,723; 1) 
для ОТСММ.

…





 …



Для обеспечения целого числа CАz  при
данных значениях ε необходимо корректиро-
вать значение шага tСА, а для сохранения при-

нятых в эксперименте значений 
CА

b
t

 
 
 

 и α1эфф

соответственно корректируются bСА и aгСА.
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7. Диапазоны и уровни варьирования

факторами 
ср РК

b
t

 
  
 

, D , β2эфф и РКF

одноступенчатой ЦСТCММ
В работе [11] изучалось влияние пара-

метра 
ср РК

b
t

 
  
 

 не только на КПД ЦСТСММ,

но и на трудоёмкость изготовления лопаточ-
ного венца в диапазоне значений 1,2…2,2.
Анализ представленных в ней графиков по-
казал, что и для планируемого эксперимента
целесообразно выделить отмеченный выше
диапазон значений данного фактора.

Фактор 
ср РК

b
t

 
  
 

 связан с факторами D ,

MD ,  и β2эфф следующим соотношением:

M 1исп 2эф

ср РКРК 

sin1
1 г

D Db DD
t D a

β  −
= ⋅   + 

. (14)

Соотношение диаметров на входе и
выходе D  в работе [2] варьировались в диа-
пазоне значений 0,404...0,909 при D1исх =
= 49,5 мм. В нашем случае при D1исх= 50 мм
следует варьировать фактор D  в диапазоне
значений 0,4…0,9.

В работе [12] описано эксперименталь-
ное исследование влияния эффективного
угла β2эф выхода потока из РК  на КПД
ЦСТСММ в диапазоне значений 15…90°.
Было обнаружено, что коэффициент скорос-
ти в РК ψРК принимает максимальное значе-
ние при β2эф = 25°, но в то же время при зна-
чениях πт < 4 КПД турбины сохраняется при-
мерно постоянным в диапазоне значений
β2эф = 15…60°. К тому же увеличение угла
β2эф упрощает изготовление лопаточных вен-
цов РК. Поэтому в эксперименте представ-
ляется целесообразным варьировать фактор
β2эф в диапазоне значений 15…60° с целью
определения рациональных областей значе-
ний этого параметра по критериям оценки
эффективности ТСММ.

В выражении (14) фигурирует лишь
один параметр, который в плане эксперимен-
та может являться контролирующим – горло
канала РК aгРК. При этом значение параметра
aгРК корректируется для обеспечения целого
числа лопаток zРК.

Первоначально в некоторых опытах
матрицы планирования значения контроли-
рующего параметра выходили за пределы
допустимых. Увеличением или уменьшени-
ем aгРК путем соответствующего уменьшения
или увеличения числа лопаток РК был обес-
печен допустимый диапазон aг РК = 1…5 мм.

При проведении эксперимента фактор

ср РК 

b
t

 
  
 

 варьировался в опытах путём изме-

нения ср РКt , а β2эф выдерживался постоянным
с помощью изменения aгРК (рис. 4).

Фактор, учитывающий отношение пло-
щади на выходе из РК к площади на входе

РКF , представляет собой произведение ужее

рассмотренного соотношения D  и отноше-
ния высоты лопатки на выходе из РК к вы-
соте лопатки на входе в него РКh . В работе

[13] изучено как влияние РКh  на КПД

ЦСТСММ, так и РКF , но также показано, чтоо
последний параметр удобнее использовать в
качестве оптимизируемого в задаче оптими-
зации. Справедливо и задание РКF  как варь-
ируемого фактора эксперимента, так как он
не требует при анализе его связи с фактором
D  значений кинематических параметров β1,
β2 и ψРК.

Из [13] следует, что РКF  варьируется в
широком диапазоне значений 0,65…3,3. Воз-
можность варьирования фактором РКF  в дан-
ном диапазоне при проведении факторного
эксперимента проверялась с помощью кон-
тролирующего параметра матрицы планиро-
вания РКh , который может принимать значе-
ния 1,5...4,5. Проверка показала, что варьи-
ровать фактор РКF  в диапазоне значений
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0,65…3,3 нельзя, поскольку значения пара-
метра РКh  в этом случае выходят за пределы
допустимых. Допустимый диапазон варьиро-
вания РКF  = 0,975…2,458.

В итоге были приняты следующие ди-

апазоны варьирования факторов D , 
ср РК 

b
t

 
  
 

,

β2эф и РКF  ЦСТСММ и значения их величин
на уровнях варьирования РОЦКП:

x6 = D  = 0,4…0,9 (0,4; 0,561; 0,65; 0,738;
0,9);

x7  = 
ср РК 

b
t

 
  
 

= 1,2 …2,2 (1,2; 1,523; 1,7;

1,877; 2,2);

x8  = β2эф = 15…60° (15°; 29,54; 37,5; 45,46;
60°) ;

x9  = РКF  = 0,975…2,458 (0,975; 1,508; 1,8;
2,092; 2,625).

8. Диапазоны и уровни варьирования

факторами 
b
t

 
 
 РК

 и β2эфф

одноступенчатой ОТСММ
В разделе 5 было установлено, что при

планировании эксперимента с ОТСММ це-

лесообразно принять 7
СА РК

b bx
t t

   = =   
   

.

Поэтому диапазоны и уровни варьирования

факторов 
СА

b
t

 
 
 

 и 
b
t

 
 
 РК

 одинаковы.

В [13] описано экспериментальное ис-
следование влияния эффективного угла β2эф
выхода потока из РК  на энергетическую эф-
фективность ОТСММ в диапазоне значений
15…40°. Было обнаружено, что и коэффици-
ент скорости ψРК, и КПД турбины принима-
ют максимальные значения при β2эф = 20° во
всём диапазоне исследованных значений πт.

В приведённом диапазоне значений β2эф ве-
личина КПД изменяется максимум на 7%.
Однако при увеличении β2эф от 15 до 40° сле-
дует ожидать существенного упрощения тех-
нологичности изготовления лопаточных вен-
цов РК. Поэтому в эксперименте целесооб-
разно варьировать фактор β2эф в диапазоне
значений 15…40° с целью определения ра-
циональных областей значений этого пара-
метра по критериям оценки эффективности
ТСММ.

Принимаем следующие диапазоны ва-

рьирования факторов 
b
t

 
 
 РК

 и β2эфф, а также

значения их величин на уровнях варьирова-
ния РОЦКП:

x7  =
b
t

 
 
 РК

 = 1…1,7 (1; 1,226; 1,35; 1,474;

1,7);

x8  = β2эф = 15…40° (15; 23,08; 27,5; 31,92;
40).

9. Диапазоны и уровни варьирования
конструктивно-геометрическими

факторами СА и РК
одноступенчатой ЦБТCММ

В данном разделе рассмотрена пробле-

ма варьирования факторами α1эф, кр САδ ,

СА

b
t

 
 
 

, 
ср РК

b
t

 
  
 

, D , β2эфф и РКF  одноступенча-

той ЦБТСММ при планировании экспери-
мента.

Рабочий процесс турбин этого типа
наименее исследован. Поэтому при плани-
ровании эксперимента приходится  опирать-
ся не только на проверенные эксперимен-
тальные данные, но и на умозаключения от-
носительно степени влияния некоторых фак-
торов.

Каналы СА в ЦБТСММ могут выпол-
няться конфузорными (рис. 4,а) или в форме
сопла Лаваля (рис. 4,б) соответственно при
дозвуковых и сверхзвуковых скоростях по-
тока на выходе из СА. Как правило, эти ка-
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налы образуются с помощью профилирован-
ных лопаток.

Угол α1эф  в ЦБТСММ определяется сле-
дующим образом:

( )
( )

1
кр СА СА

1эф
1

1
arcsin

1 2
г

r

za
D

εδ
α

π δ

=+
=

−
. (15)

Величина 0,005...0,01rδ =  как и в
ЦСТСММ.

С другой стороны:

( ) 1
 СА кр CА

1эф
CА CА1 1

1
sin .гa hb h

D t b D
δ

α
−+     = ⋅     

     

В настоящее время влияние параметра

CА

b
t

 
 
 

 на эффективность ЦБТСММ не изу-

чено. Но поскольку криволинейная форма
образующих лопаток СА ЦБТСММ должна
оказывать воздействие на кривизну линий
тока подобно СА ОТСММ, можно предпо-
ложить, что в ЦБТСММ также имеется не-

кое оптимальное по КПД значение 
CА opt

b
t

 
 
  .

Учитывая принятое равенство параметров

CА

b
t

 
 
 

 и 
РК

b
t

 
 
 

 в ОТСММ, с целью сокра-

щения трудоёмкости проведения испытаний

полагаем и для ЦБТСММ 
CА 1 РК

b b
t t

   =   
   

.

Тогда диапазон варьирования фактором

CА 1 РК

b b
t t

   = =  
   

1,5...2,5 [3].

Центробежные турбины характеризу-
ются отношением 1D >  и совпадением дей-
ствия центробежных инерционных сил с на-
правлением потока, что вызывает его допол-
нительное ускорение. Поэтому величина при-
ведённой скорости λ1s в ЦБТСММ по срав-
нению с её значением в ОТСММ и ЦСТСММ
при одинаковых Yт и πт  будет наибольшей.

Как следствие, толщина пограничного слоя
на образующих лопаток и выходных кро-
мок будет наименьшей, а значит, следует
ожидать существенного влияния толщины
выходной кромки лопатки на КПД ЦБТСММ
и крутого протекания зависимости

( )e кр САfη δ=  в диапазоне характерных зна-

чений кр СА 0,14...0, 42δ = . Таким образом,

параметр кр САδ  обязательно нужно учиты-
вать как варьируемый фактор эксперимента.

Как и в случаях с осевой и центростре-
мительной турбиной, использовать параметр

 

1

г САa
D  как варьируемый фактор плана экспе-

римента невозможно. В работе [3] при D1 =
= 32 мм величина aгСА = 1,42 мм, поэтому при-

нимаем начальное значение 
 

1

г САa
D  = 0,044.

Однако эту величину следует корректи-

ровать для обеспечения целого числа 1
САzε= .

Было принято равенство ди-
апазонов относительных шагов СА и РК

CА 1 РК

b b
t t

   = =  
   

1,5…2,5. Для рабочих колёс

радиальных турбин характерным парамет-
ром, связанным с шагом решётки, обычно

является 
ср РК

b
t

 
  
 

. Для сокращения числа вли-

яющих факторов в качестве варьируемого

примем 
1 РК

b
t

 
 
 

. При этом определим такой

диапазон изменения значений параметра

ср РК

b
t

 
  
 

, который бы обеспечивал рациональ-

ный диапазон значений фактора D .

Фактор 
ср РК

b
t

 
  
 

 связан с факторами D ,

MD  и β2эфф следующим соотношением:
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M 1исп 2эф

ср РКРК 

sin1
1 г

D Db DD
t D a

β  −
= ⋅   + 

. (16)

Величина D  в работе [3] оставалась
фиксированной и была равна 1,56. По ана-
логии с диапазоном варьирования D =
= 0,4…0,9 у ЦСТСММ представляют инте-
рес РК ЦБТСММ с D  = 1,1…2,5 в контексте
изучения влияния этого параметра на крите-
рии оценки эффективности турбины, под ко-
торыми понимается совокупность энергети-
ческих (КПД, удельный расход рабочего
тела), массогабаритных и технико-экономи-
ческих показателей. Однако с помощью вы-
ражения (15) установлено, что выполнение
условия сохранения значений aгРК =
= 0,001…0,005 м в процессе эксперимента
без внесения в него существенных погреш-
ностей возможно в диапазоне значений D =
= 1,1…2,5. Ему соответствуют значения фак-

тора 
ср РК

b
t

 
  
 

= 1…2,38.

В [3] значение величины β2эф = 20° при-
нято во всех экспериментах. Однако по ука-
зывавшимся выше причинам имеет смысл
изучить влияние этого фактора на критерии

оценки эффективности в некотором диапа-
зоне его значений. Этот диапазон значений
примем таким же, как в ОТСММ: 15…40°.

Как и в ЦСТСММ, в ЦБТСММ высота
лопатки РК в меридиональной плоскости
обычно изменяется. Но лопатка РК центро-
бежной турбины не расширяется, а сужается
к выходу из последней, что связано с соот-
ветствующим увеличением диаметра. По-
скольку в турбине удельный объём рабочего
тела увеличивается и для сохранения посто-
янства его расхода через турбину требуются
увеличенные значения абсолютной скорос-
ти и (или) площади потока на выходе из неё
по сравнению со входом, то степень умень-
шения высоты лопатки от входа к выходу в
РК ЦБТСММ должна быть меньше соответ-
ствующей степени увеличения высоты лопат-
ки РК в ЦСТСММ. Исследованные
ЦБТСММ имели РК h =  0,786. С точки зре-
ния экономичности и технологичности из-
готовления представляют интерес лопатки с

РК h = 0,667...1. Анализ матрицы РОЦКП по-
казал, что данный диапазон значений реали-
зуется в эксперименте при значениях варьи-
руемого фактора РКF =  1,034…1,307.

Итак, принимаем следующие диапазо-
ны варьирования конструктивно-геометри-

Рис. 4. Профили лопаток и межлопаточные каналы СА ЦБТСММ:
а) конфузорный канал, образованный дозвуковыми профилями;

б) канал в форме сопла Лаваля, образованный сверхзвуковыми профилями



104

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета             № 6 (30) 2011 г.

ческих факторов и значения их величин на
уровнях варьирования РОЦКП:

x4 = α1эф  =16…22° (16°; 17,94°; 19°; 20,06°;
22°);

x6 = D  = 1,1…2 (1,1; 1,391; 1,55; 1,709; 2);

x7  = 
1 РК

b
t

 
 
 

= 1,5…2,5 (1,5; 1,823; 2; 2,177;

2,5);

x8  = β2эф = 15…40° (15°; 23,08; 37,5; 31,92;
40°);

x9  = РКF = 1,034 …1,307 (1,034; 1,122; 1,17;
1,218; 1,307);

x11  = кр САδ  = 0,14…0,42 (0,14; 0,231; 0,28;
0,329; 0,42).

Заключение
Произведён выбор диапазонов варьи-

рования конструктивно-геометрических и ре-
жимных факторов, а также конкретных зна-
чений величин этих факторов для планиро-
вания эксперимента с планами типа РОЦКП,
необходимых для проведения обоснованных
с технико-экономической точки зрения ис-
пытаний турбин трёх типов:  ОТСММ,
ЦСТСММ и ЦБТСММ. Проведение фактор-
ных экспериментов по разработанным пла-
нам минимизирует временные и материаль-
ные затраты на испытания ТСММ и обеспе-
чивает возможность получения достоверных
и обоснованных результатов в виде регрес-
сионных зависимостей критериев оценки
эффективности ТСММ от основных влияю-
щих факторов в выбранных диапазонах их
варьирования.
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CHOISE OF THE RANGE AND LEVELS OF VARYING THE FACTORS
OF THE EXPERIMENT PLAN FOR TESTING SINGLE-STAGE

ULTRALOW POWER TURBINE
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The experiment center and the steps of varying the factors of the experimental design to test ultralow power
turbines (ULPT) centripetal (CPULPT), axial (AULPT) and centrifugal (CFULPT) types are defined. The rational
ranges of varying these factors in terms of rotatable orthogonal central composition plan (ROCCP) feasibility, as well
as the values that take factors at the appropriate levels of variation are also defined.

Design of experiment, ranges of variation, levels of variation, value, regime factors, single-stage ultralow
power turbine, performance measures.
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Гидравлические системы (ГС) совре-
менных летательных аппаратов (ЛА) – это
сложные динамические системы, мощность
которых достигает сотен и тысяч киловатт.
Обеспечивая энергией до 35 функциональ-
ных подсистем управления, они включают в
себя до 1000 агрегатов [1]. Отказы многих
из функциональных подсистем могут создать
предпосылки к катастрофам и авариям. Это
определяет высокие требования, предъявля-
емые к надёжности ГС ЛА.

Одним из основных направлений по-
вышения надёжности функционирования ГС
является непрерывный контроль их техни-
ческого состояния в процессе эксплуатации.
Важнейшим этапом построения программы
контроля ГС является разработка её диагно-
стической модели, которая представляет со-
бой формальное описание ГС и отражает
основные изменения, происходящие в объек-
те диагностирования.

В качестве диагностических моделей
ГС наиболее предпочтительно использовать
аналитические модели, которые позволяют
рассчитать значения диагностических при-
знаков в любых точках систем, что даёт воз-
можность строить близкие по точности к
оптимальным алгоритмы диагностирования.

Аналитическая модель предполагает
построение описания объекта исследования
в виде некоторой векторной функции [2]

Z=ψ(X, Yнач, t), (1)

где Z – вектор выходных параметров объек-
та; X — вектор внешних воздействий; Yнач —
вектор начальных значений внутренних
(структурных) параметров объекта, t - вре-
мя. Такие модели, как правило, используют-
ся для представления отдельных компонен-
тов ГС. Работа большинства гидроагрегатов
описывается нелинейными дифференциаль-
ными уравнениями, аналитическое решение
которых затруднено. Поэтому на практике
модель (1) для рабочего диапазона измене-
ния векторов X и Yнач стремятся либо линеа-
ризовать, либо решить численными метода-
ми с применением электронно-вычислитель-
ных машин (ЭВМ).

Решить задачу построения аналитичес-
кой модели ГС можно в два этапа: 1) пост-
роение аналитических моделей всех отдель-
ных компонентов ГС; 2) выделение в струк-
туре ГС узлов и контуров и составление со-
гласно законам Кирхгофа модели ГС в виде
системы уравнений для рассматриваемого
режима работы ГС [1].

Однако сложность структуры и боль-
шое количество режимов работы ГС совре-
менных ЛА существенно затрудняют осуще-
ствление второго этапа. Поэтому в настоя-
щее время аналитические модели применя-
ются лишь для описания отдельных агрега-
тов и не используются для описания ГС в
целом.

Решить эту проблему можно путём ав-
томатизации процесса реализации второго
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этапа за счёт использования ЭВМ, учитывая,
что использование численных методов реше-
ния уравнения (1) предполагает применение
ЭВМ уже на первом этапе построения моде-
ли ГС. Однако реализация второго этапа
предполагает проведение эвристического
анализа структуры ГС, осуществить который
посредством ЭВМ сложно. Следовательно,
актуальной является задача построения та-
кого способа представления ГС ЛА, которое
бы позволило реализовать на ЭВМ этап ана-
лиза структуры и построения модели.

Будем считать, что для исследуемой ГС
выбраны диагностические признаки и опре-
делены аналитические модели всех компо-
нентов.

Тогда для построения аналитической
модели ГС в целом целесообразно восполь-
зоваться подходом [3, 4], который предпола-
гает рассмотрение ГС ЛА как регулярной
конфигурации, обладающей составом и
структурой.

Состав конфигурации определяется
неструктурированным множеством входя-
щих в неё образующих - несоединённых ком-
понентов ГС - и описывается квадратной
матрицей состава М’. Каждая образующая
имеет входы и выходы (связи), при помощи
которых она может соединяться с другими
образующими.

Элементы матрицы M’ могут быть
представлены универсальными операторами
[3], описывающими аналитические модели
(1) соответствующих компонентов ГС.

Структура конфигурации представляет
собой множество соединений, существую-
щих между всеми или некоторыми связями
образующих, входящими в её состав. Она
описывается квадратной матрицей соедине-
ний С, элементами которой являются сим-
волы, обозначающие наличие или отсутствие
соединений между связями компонентов:
{1}, {0} или {-1}. Знак перед символом {1}
характеризует направление передачи гидро-
энергии через компонент. Размерность мат-
риц соединений и состава будет определять-
ся количеством компонентов ГС и их связей.

Каждый режим работы ГС характери-
зуется определённой регулярной конфигура-

цией [3,4]. Эти конфигурации отличаются
между собой структурой. Матрицу соедине-
ний для i-го режима работы ГС ЛА обозна-
чим как Сi, а матрицу соединений для сво-
бодного режима (режима, в котором ГС не
выполняет работу) – С0.

Тогда для полного описания конкрет-
ной ГС необходимо составить одну матрицу
состава M’ и совокупность матриц соедине-
ний Сi, где i=0,…,N (N – число режимов ра-
боты ГС без учёта свободного режима), а
работу ГС можно представить как смену мат-
риц соединений Сi .

С целью пояснения особенностей опи-
сания состава и структуры регулярной кон-
фигурации ГС ЛА рассмотрим пример. Про-
анализируем простейшую ГС, структурная
схема которой приведена на рис. 1 (стрелка-
ми обозначено направление движения пото-
ка рабочей жидкости). Для упрощения при
анализе этой ГС будем считать, что отрезки
трубопроводов, соединяющие компоненты
ГС, не оказывают влияния на параметры ра-
бочей жидкости. Однако при реальных рас-
чётах трубопроводы необходимо учитывать,
так как они изменяют параметры потока
жидкости [1].

Для простейшей ГС в соответствии с
этапом работы исполнительного устройства
можно выделить три режима работы: свобод-
ный, выход штока и уборка штока. Тогда со-
ответствующие им матрицы соединений обо-
значим как С0, С1 и С2.

В случае, когда компонент обладает
одной входной и одной выходной связями,
которые необходимо учитывать при анализе
работы ГС, для сокращения размерности в
матрицах можно отобразить лишь сам ком-
понент. В других ситуациях необходимо по-
ступать так, как этого требует сохранение
логики работы ГС и её компонентов с точки
зрения передачи гидроэнергии. Так для рас-
сматриваемого примера целесообразно раз-
делить вход и выход в распределительном
устройстве (РУвх и РУвых), а также полости
выхода штока и его уборки в исполнитель-
ном устройстве (ИУп.в. и ИУп.у.).

Тогда матрица состава для простейшей
ГС будет иметь следующий вид:
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M’=diag{Н, ОК, ПК, Ф1, ГА,
РУвх , ИУп.в , ИУп.у , РУвых , Ф2, ГБ}. (2)

Процесс функционирования ГС можно
представить как последовательную во вре-
мени смену матриц соединений. Такую сме-
ну можно описать при помощи переключа-
тельных функций R.

Для простейшей ГС можно выделить
четыре переключательных функции: R1, R2,
R3, R4. При этом функции R1, R2 и R3 в зави-
симости от режима работы могут принимать
только два значения {0} или {1}:
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Функция R1 описывает работу предох-
ранительного клапана, который открывает-
ся при превышении давления p в линии на-
гнетания некоторого порогового значения р’,
а функции R2 и R3  – работу распределитель-
ного устройства, которое в зависимости от
управляющего воздействия обеспечивает
подачу потока рабочей жидкости либо в по-
лость выхода штока, либо в полость уборки
штока исполнительного устройства. Функ-
ция 4R  описывает работу исполнительногоо
устройства и может принимать три значения
в зависимости от режима работы:
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Тогда обобщённую матрицу соедине-
ний для простейшей ГС можно описать сле-
дующим выражением:

Рис. 1. Структурная схема простейшей гидросистемы:

Н – насос, ОК – обратный клапан, ГБ – гидробак, ,1Ф  2Ф  – фильтры напорной
и сливной магистрали, соответственно, РУ – распределительное устройство,

ИУ – исполнительное устройство, ГА – гидроаккумулятор, ПК – предохранительный клапан
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Для получения матрицы соединений
для конкретного режима работы ГС в мат-
рицу 'C  необходимо подставить значения
переключательных функций, соответствую-
щих этому режиму. Например, если простей-
шая ГС работает в режиме выхода штока с
превышением порогового значения давления
в линии нагнетания, то в матрицу C'  необ-
ходимо подставить R1=1, R2=1, R3=0, R4=1.

Матрица соединений читается построч-
но. Например, первая строка матрицы (3)
читается следующим образом: насос соеди-
нён с обратным клапаном и гидробаком, при-
чём поток жидкости проходит через насос в
направлении от гидробака к обратному кла-
пану; вторая строка: обратный клапан соеди-
нён с насосом и фильтром 1Ф , а поток жид-
кости протекает через обратный клапан в на-
правлении от насоса к фильтру 1Ф  и т. д. Сле-
довательно, матрица соединений в неявном
виде представляет уравнения, которые могут
быть получены для ГС согласно обобщённым
законам Кирхгофа, а её анализ позволяет
выделить в структуре ГС узлы и контуры.

Анализ матрицы (3) показывает, что в
структуре ГС узловыми являются элементы,
которым соответствует вторая, третья, чет-
вёртая, шестая, десятая и одиннадцатая стро-
ки (то есть получается шесть узлов).

Однако из анализа схемы на рис. 1 сле-
дует, что система содержит три узла. Такое
несоответствие возникает из-за неучитыва-
ния в матрице (3) отрезков трубопроводов.
Поэтому для данного случая необходимо на-
ложить дополнительное условие: в качестве
узловых принимаются компоненты, которые

расположены перед узлом по ходу течения
жидкости.

В этом случае узловыми будут являть-
ся элементы второй, четвёртой и десятой
строк (обратный клапан OK, фильтры 1Ф  и

2Ф ). Для каждого из узлов можно составить
уравнение в соответствии с первым обоб-
щённым законом Кирхгоффа. Они будут выг-
лядеть следующим образом:

1
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0

0
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ОК ПК Ф
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Ф ПК ГБ

Q Q Q ,

Q Q Q ,

Q Q Q ;

 − − =


+ − =
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(4)

где iQ  - расход жидкости через соответству-
ющий элемент ГС.

Последнее уравнение в системе (4) не-
обходимо исключить, так как оно тожде-
ственно первому в силу того, что 

1 2Ф ФQ Q= ,

а ГБ ОКQ Q= .
Для нахождения контуров в простей-

шей ГС необходимо проследить наличие со-
единения элементов между собой, а также,
переходя от строки к строке матрицы, про-
слеживать путь течения жидкости от источ-
ника гидроэнергии к потребителю и обрат-
но, пока не образуется замкнутый контур.
Однако, если в какой-либо строке происхо-
дит разветвление потока (появляется узел),
то возникнет вероятность появления боль-
шего количества контуров. Тогда в рассмат-
риваемой строке необходимо выбрать на-
правление (компонент), для которого отыс-
кание контура продолжается, а на остальные
направления наложить прерывания. Возврат
к направлениям, на которые наложены пре-
рывания, происходит после обработки выб-
ранного ранее пути нахождения замкнутого
контура. Позиции, на которые были наложе-
ны прерывания, будут обработаны по тако-
му же принципу, что и основной путь.

Используя этот принцип для анализа
матрицы соединений (3), в гидросистеме,
структурная схема которой представлена на
рис. 1, в режиме выхода штока можно выде-
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лить два замкнутых контура. Тогда систему
контурных уравнений в соответствии со вто-
рым обобщённым законом Кирхгоффа мож-
но представить в следующем виде:

1
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Н ОК Ф ГА РУ ИУ

ИУ РУ Ф ГБ

Н ОК ПК ГБ
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(5)

где Pi - падение давления рабочей жидкости
на соответствующем элементе ГС.

Объединив системы (4) и (5), получа-
ем аналитическую модель простейшей ГС
для режима выхода штока.

Процесс построения узловых и контур-
ных уравнений ГС можно реализовать на
ЭВМ. Для этого необходимо разработать ал-
горитм и написать программу на любом из
известных языков программирования.

Один из возможных вариантов алгорит-
ма работы программы для ЭВМ по состав-
лению диагностической модели ГС представ-
лен на рис. 2.

Рис. 2. Алгоритм работы программы по составлению диагностической модели ГС
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На начальном этапе работы программы
вводятся все элементы матрицы соединений,
а также совокупность числовых значений для
каждой из переключательных функций, ха-
рактеризующих значение этих функций во
всех режимах работы. Элементы матрицы
соединений и переключательных функций
определяются на этапе проектирования ГС.

На этапе идентификации режима рабо-
ты ГС (все режимы пронумерованы) вместо
символьных обозначений переключательных
функций в матрицу соединений подставля-
ются конкретные числовые значения. Далее
программа анализирует каждую строку мат-
рицы на предмет нахождения узлов и замк-
нутых контуров в системе путём выявления
необходимого количества элементов {1} и
{-1}. Элемент признаётся узловым, если в со-
ответствующей ему строке матрицы соеди-
нений находится четыре и более элементов
{1} или {-1}. Это означает, что на его входе
(выходе) поток жидкости разделяется или
объединяется. Контур признаётся замкну-
тым, если при переходе от строки к строке
матрицы прослеживается путь течения жид-
кости от источника гидроэнергии к потре-
бителю и обратно.

Циклическая часть программы по по-
иску контуров системы продолжается до тех
пор, пока ЭВМ не обработает все прерыва-
ния и не отыщет все замкнутые контуры си-
стемы.

Когда все узлы и контуры системы най-
дены, для неё с использованием обобщённых
законов Кирхгоффа формируется диагности-
ческая модель.

Далее программа переходит в режим
ожидания до момента, пока не будет иденти-
фицирован другой режим. Это приведёт к
тому, что для переключательных функций
будут введены новые значения, для которых
программа повторно составит диагностичес-
кую модель.

Таким образом, разработанный метод
позволяет получить диагностическую модель
ГС посредствам ЭВМ в реальном масштабе
времени. Использование полученного мето-
да построения облегчает процесс анализа
сложных ГС, обладающих большим количе-
ством режимов работы.
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METHOD OF CONSTRUCTING DIAGNOSTIC MODELS OF AIRCRAFT
HYDRAULIC SYSTEMS IN AN ANALYTIC FORM
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To present the hydraulic system of aircraft the use of composition and structure matrices is proposed. The
analysis of these matrices makes it possible to distinguish loops and closed circuits in the structure of the hydraulic
system, which gives a chance to make its diagnostic model in the form of a system of equations. One of the possible
algorithms for making a computer program for constructing such a diagnostic model is presented in the paper.
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В данной статье приводятся результа-
ты расчётного определения шумности эле-
ментов (наружного кольца, сепаратора и ша-
риков) в разных направлениях в соответству-
ющих системах координат  шарикового под-
шипника 85-176211D1, который проходил ис-
пытания в виброакустической лаборатории.
Подшипник является составным узлом уста-
новки. Поэтому можно говорить о динами-
ке (вибрациях) всей установки, вибрации ко-
торой замеряют на наружном кольце под-
шипника в заданной точке, где установлен
пъезодатчик для измерения вибраций (шума).
Опорой для наружного кольца в радиальном
направлении являются шарики и пьезодат-
чик, жёсткость которого принята - С =
= 10 Н/мм. Усилия нагружения подшипника
задаются с помощью гидравлической систе-
мы и поддерживаются постоянными в про-
цессе исследования. Подшипник нагружает-
ся статическими усилиями: осевая сила
85 Н, радиальная 25 Н. Частота вращения
внутреннего кольца постоянная и равна
1500 об/мин.

Методика расчёта динамики самого
подшипника не приводится, а иллюстриру-
ется рядом рисунков с пояснениями.

Следует только отметить, что движение
шарика в подшипнике описывается диффе-
ренциальными уравнениями в форме урав-

нений Эйлера как свободного тела с шестью
степенями свободы (рис. 1).

Рис. 1. Система координат для описания движения
шарика в подшипнике как свободного тела

Это делается для того, чтобы в любое
время в процессе расчёта точно координи-
ровать положение шариков (в том числе и
угловое) в подшипнике, что позволяет опре-
делять число нагружений любой точки тела
качения для расчёта его на долговечность по
контактной усталости (выкрашиванию) и
учитывать неточности геометрической фор-
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мы тел качения на динамику подшипника
(рис. 2).

Рис. 2. Влияние погрешностей изготовления колец
на окружную составляющую усилий в контактах:

а) траектория погрешности;
б) схема погрешностей

Взаимодействие шариков в контактах
с кольцами подшипника принято в режиме
контактной гидродинамики, а в контактах с
сепаратором - в режиме полужидкостного
граничного трения с учётом контактной по-
датливости элементов сепаратора и самих
шариков. Сепаратор рассматривается как
жёсткая на изгиб, но контактно податливая
в местах контакта с шариками и кольцами
деталь подшипника (рис. 3). Жёсткости эле-
ментов сепаратора определяются методом ко-
нечных элементов на ЭВМ. Для примера при-
ведём зависимость, по которой последова-
тельными приближениями определяются
усилия в контакте шарика с перемычкой се-
паратора:

( )( )mn
CC aFсF /⋅−= δ ,

где δ  – деформация в контакте шарика с пе-
ремычкой сепаратора (определяется расчётом
в программе динамики подшипника), с , n  –
коэффициенты упругости (определяются
методом конечных элементов), а , m  - три-
ботехнические коэффициенты (определяют-
ся и подбираются расчётом методами трибо-
техники в зависимости от режима в зазоре
между шариком и перемычкой сепаратора
[1]).

В частности, для сепаратора из дюра-
люминия эти коэффициенты имеют следую-
щие значения: с  = 2,81·105; n  = 1,29; m  =40.

Рис. 3. Упругое взаимодействие шарика
и сепаратора в одной из их позиций

Зависимости, по которым определяют-
ся усилия в контакте сепаратора с наружным
центрирующим кольцом подшипника, анало-
гичны приведённой для контакта шариков с
перемычками сепаратора. Определение уси-
лий ведётся методом последовательных при-
ближений, как это видно из структуры фор-
мулы. При расчёте динамики подшипника
проводится гармонический анализ всех уси-
лий и всех кинематических параметров под-
шипника – скоростей и ускорений колец,
шариков и сепаратора в различных направ-
лениях. Вообще-то говоря, строгой перио-
дичности изменения усилий и динамических
параметров в подшипниках нет, и проводить
исследование по гармоническому анализу
этих параметров не совсем корректно. Но всё
же принято, что периодичность в изменении
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динамических параметров в подшипниках,
в том числе и при наличии погрешностей их
изготовления, имеется.

Можно смягчить эту непериодичность
назначением большого интервала определе-
ния параметров.

Методически гармонический анализ
проводился представлением характера изме-
нения параметров аналитически с помощью
тригонометрических рядов Фурье.

Проведение гармонического анализа
параметров элементов подшипника в соста-
ве какого-либо изделия, когда сама упругая
система воздействует на подшипник, стано-
вится ещё более проблематичным, так как это
будет служить характеристикой уже не толь-
ко самого подшипника, но и всей упругой
системы, в которую он входитозможны слу-
чаи, когда достаточно точные подшипники
могут вызывать большие колебания, а сле-
довательно, и шум в упругой системе из-за
её динамического отклика (резонансные яв-
ления) и, как следствие, могут быть большие
усилия и вибрации и в самих подшипниках.
В таких случаях необходимо проводить гар-
монический анализ возбуждения всей упру-
гой системы вместе с подшипниками.

Пусть имеется следующий вид полу-
ченной расчеётом зависимости ускорения
элемента подшипника (рис. 4).

Рис. 4. К иллюстрации приближенного
гармонического анализа методом Бесселя

Принимаем её периодической с перио-
дом Т . Разделим этот период (например,
угол поворота внутреннего кольца подшип-
ника) на n  частей. Тогда приближённо её
можно аппроксимировать рядом Фурье (три-
гонометричский ряд):
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где 0a  -  постоянное (среднее) значение ряда;

k  – порядковый номер гармоники; ka  – ам-

плитуда k  - ой гармоники при косинусах
тригонометрического ряда; kb  – амплитуда

k  - ой гармоники при синусах тригономет-
рического ряда.

Коэффициенты ряда в процессе расче-
та по программам определяются по прибли-
жённым формулам Бесселя:
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Чтобы получить значения коэффициен-
тов (гармоник) по приближённым формулам
с большей точностью, необходимо взять как
можно больше число ординат ny  исследуе-
мого параметра. Для проведения гармони-
ческого анализа динамических параметров,
в том числе и шумности элементов подшип-
ника, значения ординат параметров осредня-
лись за четыре оборота вала (внутреннего
кольца подшипника).

Для предварительного анализа влияния
погрешностей изготовления на вибровозбуж-
дение подшипника можно рассмотреть эле-
ментарную математическую модель с гармо-
ническим нагружением от погрешностей
колец (рис. 2):

)аcos(аF кk θ⋅⋅= .

Здесь kF  – усилие от погрешности в дан-
ном угловом положении θ ; а  – амплитудада
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гармоники погрешности; ка  – порядок гар-
моники погрешности; θ  - угловая коорди-
ната.

Осевая сила от погрешностей

∑=
z

1
iA FF .

Вертикальная проекция усилий от по-
грешностей:
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Горизонтальная проекция усилия от
погрешностей:
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Случай, когда расположение шариков
в подшипнике равномерное (угловой шаг
одинаковый), показан на рис. 5.

Рис. 5. Интенсивность возбуждения при
равномерном расположении шариков

В этом случае усилия от погрешностей
одинаковой интенсивности возникают толь-
ко тогда, когда гармоники неточностей бу-

дут равны ( 1zk ±⋅ ), где k  – 1,2,3 …; z – чис-
ло шариков. Все остальные гармоники не вы-
зывают вибраций.  Но в реальности угловые
шаги между шариками не бывают равными.
Даже при чисто осевой нагрузке и без взаи-
модействия шариков с сепаратором углы
между ними меняются от действия собствен-
ных весов шариков и взаимодействия с пе-
ремычками сепаратора. Случай, когда угло-
вые шаги между шариками переменные, по-
казан на рис. 6.

Рис. 6. Интенсивность возбуждения при
неравномерном расположении шариков

Видно, что почти все гармоники по-
грешностей возбуждают вибрации и усилия
в подшипнике. Но более интенсивны гармо-
ники погрешностей, равные (k ⋅ 1±z ).

При комбинированном нагружении
подшипника кинематически угловые скоро-
сти шариков различные. Это приводит к из-
менению угловых шагов между ними и воз-
буждению вибраций по всем гармоникам
погрешностей изготовления его элементов.

Определялись виброакустические ха-
рактеристики подшипников (шумность) с
разноразмерностью шариков в 24 мкм. Два
шарика увеличенного диаметра размещались
относительно друг друга в разное угловое
положение. Результаты замеров приведены
на рис. 7 и в табл. 1 и 2.

Видно, во-первых, что разноразмер-
ность шариков даже на очень большую ве-
личину практически не влияет на средний
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уровень вибраций по сравнению с серийным
подшипником. Во-вторых, чем выше значе-
ния среднегеометрических частот гармоник,
тем больше значение шумности, и на часто-
тах более 3000 Гц шумность достигает при-
близительно общего среднего значения виб-
рации подшипника.

Рис.7. Уровень вибрации при различных
положениях второго шарика (по данным табл. 1)

Выполнены расчёты шумности наруж-
ного кольца, сепаратора и шариков подшип-
ника 85-176211D1 в зависимости от угла по-
ворота вала при следующих параметрах: ди-
аметр шарика – 14,288 мм, частота враще-
ния внутреннего кольца – 1500 об/мин, жёст-
кость опоры наружного кольца – 10 Н/мм,
радиальный зазор в подшипнике – 0,04 мм,
зазор плавания сепаратора – 0,5 мм, зазоры
в окнах сепаратора – 0,5 мм, осевая нагрузка
на подшипник – 85 Н, а радиальная – 25 Н.

Шумность определяется по ускорению
изменения параметров подшипника в деци-
белах по логарифму отношения абсолютно-

го значения виброускорения элемента под-
шипника qa  к пороговому значению ускоре-
ния  oa = 0,31⋅10 -4 м/c:

o

q

a
a

L lg20= .

Шум в децибелах наружного кольца
определялся в зависимости от расположения
второго шарика: 1 - случай с одним шари-
ком; 2 - случай, когда два шарика увеличен-
ного диаметра поставлены рядом; 3 - случай,
когда шарики увеличенного диаметра постав-
лены через один шарик, и так далее. Резуль-
таты расчётов довольно близко совпадают с
экспериментальными данными – среднее
значение шумности порядка 75 дБ. Необхо-
димо учесть, что при испытаниях в подшип-
никах кроме разноразмерности шариков име-
лись, безусловно, и другие погрешности,
поэтому экспериментальные значения шум-
ности несколько больше, чем расчётные
только от разноразмерности шариков. Самый
шумный случай получается, когда шарики
увеличенного диаметра поставлены диамет-
рально противоположно.

Расчёты показали, что при такой раз-
норазмерности шарики, которые следуют по
ходу вращения за шариками большего раз-
мера, либо входят в трёхточечный контакт,
либо выходят из контакта с внутренним коль-
цом и перекатываются только по наружному
кольцу в режиме двухточечного контакта.
Такая смена режима работы подшипника
приводит к возбуждению собственных коле-
баний упругой системы подшипника, кото-
рые фиксируются пъезодатчиком по наруж-
ному кольцу. Поэтому средние значения шум-
ности подшипника приблизительно остают-

Таблица 1. Виброакустические характеристики, замеренные прибором 2123
на приводной установке КВП–104
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ся на одном и том же уровне, так как наруж-
ное кольцо при таком возбуждении в основ-
ном колеблется с одними и теми же высоки-
ми собственными частотами (порядка 2,5 …
3 кHz) как упругая масса на жёсткости ша-
риков. Следовательно, его ускорение и шум-
ность приблизительно постоянны и почти не
зависят от расположения дефектных шари-
ков.

Так как у серийного подшипника сред-
нее значение шумности такое же, как и у де-
фектных подшипников, то можно предполо-
жить, что и у серийного подшипника его
погрешности так же вызывали вибрацию в
подшипнике с собственной частотой при та-
ких же условиях нагружения.

При расчётном определении собствен-
ных частот элементов подшипника на уста-
новке были приняты некоторые допущения.

С точки зрения механики, подшипник
– нелинейная система. Поэтому о собствен-
ных частотах его элементов можно говорить
весьма условно.  Но если учесть, что значе-
ния погрешностей изготовления малы по
сравнению с размерами самих элементов
подшипника и изменения контактных дефор-

маций при малых вибрациях также малы, то
в районах заданной нагрузки подшипник
можно рассматривать как упруголинейную
систему с локальными постоянными жёст-
костями в контактах шариков. Жёсткости в
контактах шариков локально можно линеа-
ризировать следующим образом.

Если применить формулу Герца

3
2

NF K δ= ⋅

к контакту шариков с кольцами, то локаль-
ная жесткость при заданной контактной де-
формации - δ  или усилия NF  будет равна

( ) .KF
2
3K

2
3

d
dF

C 3
12

N2
1N =⋅== δ

δ

Здесь K - коэффициент, который определя-
ется по справочнику [2].

Определение собственных частот такой
локально линеаризированной упругой систе-
мы подшипника покажем на примере ради-
ально нагруженного подшипника с нулевым
радиальным зазором (рис. 8).

Таблица 2. Уровень составляющих вибрации в октановых полосах частот 

Испытуемый 
подшипник норм 1 

шарик 

2  
шарика 
рядом 

2  
шарика 
через  

1 

2  
шарика 
через 

2 

2  
шарика 
через 

3 

2  
шарика 
через 

4 

2  
шарика 
через 

5 

Номер 
полосы 

Средне 
геометр. 
частоты 

 
Уровни составляющих вибрации, дБ 

1 4 23 23 23 22 24 25 25 26 
2 8 24 25 25 27 27 27 26 25 
3 16 25 46 47 47 45 34 43 51 
4 31,5 46 47 45 44 47 49 50 49 
5 63 36 42 40 43 43 41 44 44 
6 125 44 49 49 48 50 48 49 51 
7 250 49 50 50 50 50 51 52 53 
8 500 54 54 52 54 54 55 59 60 
9 1000 64 61 61 61 61 64 66 67 
10 2000 68 68 68 71 70 69 69 70 
11 4000 77 74 75 74 75 74 73 73 
12 8000 75 73 73 73 73 72 72 71 
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Рис. 8. Радиально нагруженный подшипник
с нулевым радиальным зазором

Для наружного кольца принята декар-
това система координат, а для шариков – по-
лярная с началом в центре симметрии наруж-
ного кольца.

Для линейной упругой системы можно
записать дифференциальные уравнения дви-
жения элементов подшипника. Для наруж-
ного кольца в вертикальном направлении
(вдоль оси OY) в виде
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и так далее.
Здесь iНC - линеаризированная жёст-

кость в контакте i -го шарика с наружным
кольцом; iBC - линеаризированная жёсткость
в контакте i -го шарика с внутренним коль-
цом; 1y - перемещение наружного кольца;

ir∆ - перемещение i-го шарика; θ - угловой
шаг между шариками (рис. 8).

Далее для упругой линейной системы
определяются собственные частоты и фор-
мы элементов подшипника при заданной
нагрузке. При радиальной нагрузке 250 Н
для рассматриваемого случая получены ми-
нимальные значения собственных частот:
вдоль оси OY (вдоль радиальной нагрузки)
– 2,7 кHz, вдоль оси OX – 2,24 кHz, что со-
ответствует 107,8 и 89,8 гармоники к оборо-
там вала виброустановки (1500 об/мин). Ана-
логично произведены расчёты собственных
частот элементов подшипника и при комби-
нированном нагружении – 80 Н осевой и
25 Н радиальной нагрузки. Минимальное
значение собственной частоты в осевом на-
правлении – 1,95 кHz, в радиальном –
3,11 кHz, что соответствует 78,1 и 124,3 гар-
моники к оборотам вала виброустановки. Во
всех приведённых случаях первые формы ко-
лебаний представляют собой перемещение
наружного кольца и шариков в одну сторо-
ну. Все остальные формы колебаний отно-
сятся преимущественно к колебаниям шари-
ков с частотой больше 10000 Hz, что соот-
ветствует 400-ой гармонике относительно
оборотов вала. Эти колебания в исследован-
ных случаях себя не проявляют.

Средний уровень шума сепаратора: в
вертикальном направлении 73,3 дБ, в гори-
зонтальном - 90,8 дБ, в окружном - 75 дБ.
Шумность сепаратора в десять раз больше
шумности кольца подшипника.

Можно сделать выводы:
1. Шумность элементов подшипников

желательно исследовать на стадии проекти-
рования изделий, в которые они входят.
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2. Если не обращать внимания на от-
клик изделия на динамку подшипника, то
основным источником шума в подшипнике
являются его основные движущиеся элемен-
ты – шарики и сепаратор, которые и опреде-
ляют собственно шум подшипника.

Библиографический список

1. Курушин, М. И. Расчетно - экспери-
ментальное определение сопротивлению
вращения смазываемого шарикоподшип-

ника с змейковым сепаратором [Текст]/
М. И. Курушин// Гидродинамическая теория
смазки – 120 лет: Труды международного на-
учного симпозиума. В 2-х томах. Том 1. – М.:
Машиностроение-1, Орел: ОрелГТУ, 2006.-
С. 286-292.

2. Черменский, О.Н. Подшипники
качения: Справочник – каталог [Текст] /
О. Н. Черменский, Н. Н. Федотов. – М.: Ма-
шиностроение, 2003. – 576 с.

CALCULATION OF VIBROACOUSTIC CHARACTERISTICS
OF A FOUR-POINT BALL BEARING. PART 1
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The paper presents the results of the calculation of noisiness of a four-point bearing depending on the accuracy
of producing as a part of the product in which it works. The calculation was performed according to the methods
developed by the authors. The results of calculating the noisiness of the outer ring show good agreement with the
experimental data obtained in the course of tests at the vibroacoustic laboratory of the factory. The noisiness of the
separator and the balls existing when the bearing is placed in any kind of an elastic system is calculated.
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Методика расчёта динамики подшип-
ника приводится в первой части настоящей
работы [1]. Показано, что почти все гармо-
ники погрешностей возбуждают вибрации и
усилия в подшипнике, но  гармоники по-
грешностей, равные (k⋅ 1±z ), интенсивнее.
При комбинированном  нагружении подшип-
ника кинематически угловые скорости ша-
риков различные. Это приводит к изменению
угловых шагов между ними и к возбуждению
вибраций по всем гармоникам погрешнос-
тей изготовления его элементов.

На рис. 1…16 показаны результаты рас-
чёта шумности наружного кольца, сепарато-
ра и шариков подшипника 85-176211D1 в
зависимости от угла поворота вала при сле-
дующих параметрах: диаметр шарика –
14,288 мм, частота вращения внутреннего
кольца – 1500 об/мин, жёсткость опоры на-
ружного кольца – 10 Н/мм, радиальный за-
зор в подшипнике – 0,04 мм, зазор плавания
сепаратора – 0,5 мм, зазоры в окнах сепара-
тора – 0,5 мм, осевая нагрузка на подшип-
ник – 85 Н, радиальная – 25 Н.

На графике рис. 1 приведены результа-
ты расчётов для случая, когда два шарика в
подшипнике больше остальных на 24 мик-
рометра. Шум в децибелах наружного коль-
ца определялся в зависимости от располо-
жения второго шарика: 1 - случай с одним
шариком; 2 - случай, когда два шарика уве-

личенного диаметра поставлены рядом; 3 -
случай, когда шарики увеличенного диамет-
ра поставлены через один шарик, и так да-
лее.

Видно, что результаты расчётов доволь-
но близко совпадают с экспериментальны-
ми данными [1] – среднее значение шумнос-
ти порядка 75 дБ.

На рис. 1 приведён график шумности
наружного кольца в вертикальной и горизон-
тальных плоскостях в зависимости от угла
поворота вала для подшипника без погреш-
ностей. Среднее значение шумности: в
вертикальном направлении - 7,1 дБ, в гори-
зонтальном – 1,5 дБ. Значения очень малень-
кие.

Рис 1. Зависимость шумности наружного
кольца от угла поворота вала

УДК 621.822.1

РАСЧЁТ ВИБРОАКУСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК
ЧЕТЫРЁХТОЧЕЧНОГО ШАРИКОВОГО ПОДШИПНИКА. ЧАСТЬ 2.
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Приводятся результаты расчёта по разработанным авторами методикам и программам шумности четы-
рёхточечного подшипника в зависимости от точности  изготовления в составе изделия, в котором он работает.
Рассчитывается шумность сепаратора и шариков, которая имеет место при постановке подшипника в любую
упругую систему. Определяются собственные частоты элементов подшипника при заданной нагрузке на него
применительно к вибрационной установке. Показано, что погрешности изготовления подшипников приводят к
параметрическому возбуждению упругих систем и возбуждают в них колебания с собственными частотами,
которые и создают основную часть шумности и систем и подшипников.

Подшипники шариковые, характеристики виброакустические.
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На рис. 2 приведен график шумности
шарика в трёх направлениях в подшипнике
без погрешностей. Среднее значение шумно-
сти: в окружном направлении -100,8 дБ, в ра-
диальном – 1,8 дБ, в осевом – 5,5 дБ.

Рис. 2. График шумности шарика
в трех направлениях

На рис. 3 показан график шумности
сепаратора в трёх направлениях в подшип-
нике без погрешностей. Средний уровень
шума сепаратора: в вертикальном направле-
нии -73,3 дБ, в горизонтальном - 90,8 дБ, в
окружном - 75 дБ. Шумность сепаратора в
десять раз больше шумности кольца подшип-
ника.

На рис. 4 приведён график шумности
наружного кольца при разноразмерности
шариков (два шарика больше остальных на
24 мкм), расположенных противоположно по
окружности. Средний уровень шумности на-
ружного кольца: в вертикальном направле-
нии - 84,7 дБ, в горизонтальном – 89,1 дБ.
Шумность возросла в десять раз против под-
шипника без погрешностей.

Рис. 3. График шумности сепаратора
в трех направлениях

Рис. 4. График шумности наружного кольца
при разноразмерности шариков

На рис. 5 приведён график шумности
шарика при разноразмерности шариков – два
шарика больше остальных на 24 микромет-
ра и расположены противоположно по ок-
ружности.

Средний уровень шума шарика больше-
го по размерам: в окружном направлении -
116,9 дБ, в радиальном – 0,34 дБ, в осевом –
0,21 дБ, что не очень отличается от шумнос-
ти шарика в подшипнике без погрешностей.

Рис. 5. График шумности шариков
при разноразмерности шариков

На рис. 6 приведён график шумности
наружного кольца подшипника в вертикаль-
ном и горизонтальном направлениях в зави-
симости от гармоники радиального биения
беговой дорожки внутреннего кольца. Амп-
литуды гармоник во всех случаях одинако-
вые – 1  мкм, но контакт шариков не везде
двухточечный, и, как следствие, подшипник
вибрирует в том числе и с собственными ча-
стотами.
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Рис. 6. График шумности наружного кольца
в зависимости от гармоники радиального

биения беговой дорожки

На рис. 7 приведены гармоники шум-
ности наружного кольца в вертикальном на-
правлении при овальности беговой дорож-
ки внутреннего кольца 4 мкм. Необходимо
делить значения гармоник на 4, так как гар-
моники рассчитывались за четыре оборота
вала.

Рис. 7. Гармоники шумности наружного кольца при
овальнсти беговой дорожки внутреннего кольца

На рис. 8 приведён график шумности
наружного кольца  в зависимости от номера
гармоники погрешности одного только ша-
рика.

Амплитуды гармоник - 1 мкм. С возра-
станием номера гармоники погрешности ша-
рика шумность подшипника возрастает.

На рис. 9 приведены графики радиаль-
ной шумности наружного кольца подшипни-
ка в вертикальном и горизонтальном направ-
лениях в зависимости от увеличения диамет-
ра только одного шарика в подшипнике. Вид-

но, что при увеличении хоть одного шарика
в диаметре  больше, чем на 2 мкм, подшип-
ник из двухточечного режима переходит в
трехточечный режим и начинает вибрировать
с собственными частотами.

Рис. 8. Зависимость шумности наружного кольца
от номера гармоники погрешности шарика

Рис. 9. График шумности наружного кольца
в зависимости от диаметра одного шарика

На рис. 10 показан график изменения
шумности наружного кольца подшипника в
вертикальном и горизонтальном направлени-
ях в зависимости от гармоники радиального
биения беговой дорожки внутреннего кольца.

Амплитуды гармоник во всех случаях
одинаковые – 0,2 микрометра. Контакт ша-
риков при всех гармониках погрешности
подшипника двухточечный. Видно, что все
гармоники погрешностей вызывают вибра-
ции, но гармоники порядка 1zzk ±⋅  генери-
руют наиболее интенсивные вибрации. Чем
выше номер гармоники, тем больше шум-
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ность. При большом значении номера гар-
моники погрешности (даже при таком малом
значении её величины) возникают вибрации
в подшипнике с собственными частотами из-
за выхода шариков с внутренним кольцом
после контакта их с пиковым значением по-
грешностей.

Рис. 10. Зависимость шумности наружного
кольца от гармоники радиального биения
беговой дорожки внутреннего кольца

На рис. 11 приведён график шумности
наружного кольца подшипника в вертикаль-
ном и горизонтальном направлениях в зави-
симости от гармоники радиального биения
беговой дорожки внутреннего кольца.

Рис. 11. График шумности наружного кольца
в вертикальном и горизонтальном направлениях

Амплитуды гармоник во всех случаях
одинаковые – 1 микрометр. Контакт шари-
ков не везде двухточечный и более интенсив-
ный, чем при погрешности 0.2 микрометра.
Меньше проявляют себя гармоники порядка

1zzk ±⋅  по сравнению с другими гармони-
ками.

На рис. 12 приведён график шумности
наружного кольца подшипника в вертикаль-
ном и горизонтальном направлениях в зави-
симости от гармоники радиального биения
беговой дорожки внутреннего кольца.

Рис. 12. График шумности наружного кольца
в вертикальном и горизонтальном направлениях

для двухточечного подшипника

Амплитуды гармоник во всех случаях
одинаковые – 0,2 мкм. Подшипник в двухто-
чечном варианте, но с такими же размерами,
как и четырёхточечный вариант.  Нагрузка
радиальная - 250 Н. Радиальный  зазор в под-
шипнике  равен нулю. Влияние гармоник
порядка 1zzk ±⋅   меньше, чем в случае ком-
бинированного нагружения (рис. 11).

На рис. 13 приведён график шумности
наружного кольца двухточечного варианта
подшипника в зависимости от гармоники
погрешности одинаковой амплитуды - 0.2
мкм. Радиальная нагрузка - 250 Н. Радиаль-
ный зазор - 20 мкм. Характер шумности от-
личается от случая нулевого зазора в подшип-
нике.

На рис. 14 приведены графики гармо-
ник шумности подшипника при амплитуде
погрешности беговой дорожки внутреннего
кольца 0.2 мкм в зависимости от номера гар-
моники погрешности.
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Рис. 13. График шумности наружного кольца
в вертикальном и горизонтальном направлениях

при радиальном зазоре 20 мкм

Все гармоники погрешности возбужда-
ют подшипник и создают шум. Видно про-
явление гармоник порядка z и рост шумнос-
ти с ростом номера гармоники погрешности.

При высоких гармониках собственные
частоты подшипника принимают участие в
создании шумности подшипника. С ростом
гармоники погрешности гармоники шумно-
сти возрастают сложным образом. Порядко-
вые номера гармоник шумности можно оп-
ределять из графика (рис. 14).

Рис. 14. График шумности наружного кольца
в вертикальном и горизонтальном направлениях

при амплитуде погрешности 0,2 мкм

На рис. 15 приведён график гармоник
шумности наружного кольца двухточечного
варианта подшипника по размерам четырёх-
точечного варианта при радиальной нагруз-
ке 250 Н и нулевом радиальном зазоре при
радиальной погрешности беговой дорожки
внутреннего кольца 0,2 мкм.

Видно, что при всех гармониках по-
грешностей постоянно проявляют себя ша-
риковая, сепараторная и собственные часто-
ты упругой системы подшипника в обоих
направлениях. С ростом номера гармоники
погрешности номер гармоники шумности
также возрастает, и его можно определить
по  приведенному графику (рис. 15).

Рис. 15. Характеристики шумности наружного
кольца двухточечного подшипника

На рис. 16 приведён график усилий в
подшипнике, когда инертной массой являют-
ся только наружное кольцо массой 0,276 кг,
шарики и сепаратор.

Рис. 16. Изменение усилий на подшипник
при массе наружного кольца 0,276 кг

Осевая сила - 80 Н, радиальная - 25 Н,
частота вращения 1500 об/мин. Два шарика
больше остальных на 24 мкм и расположе-
ны диаметрально противоположно. Шарики
меняют режим работы. Видно, как проявля-
ются колебания с собственной частотой
2 …2,5 кГц  (80…100 гармоники) в момен-
ты прохождения больших шариков в местах
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максимального усилия на них два раза за
оборот сепаратора.

К наружному кольцу присоединена мас-
са в 100 раз больше, чем масса самого коль-
ца, то есть подшипник работает в другой
инертной системе. Но нагрузка на подшип-
ник такая же, как и в предыдущем случае
(рис. 17): осевая сила - 80 Н, радиальная -
25 Н, частота вращения - 1500 об/мин. Два
шарика больше остальных на 24 мкм и рас-
положены диаметрально противоположно.
Шарики так же меняют режим работы, но
собственная частота колебаний уже совер-
шенно другая - порядка 120…225 Гц (5…9
гармоник).

Рис. 17. Изменение усилий на подшипник
при массе наружного кольца с втулкой 27,6 кг

Некоторые предварительные выводы,
следующие из проведенных исследований:

1. Сепаратор, взаимодействуя с шари-
ками и направляющими элементами подшип-
ника, генерирует шум в четырёх направле-
ниях – по трём осям и в окружном направле-
нии. Шарики генерируют шум в трёх направ-
лениях – в радиальном, осевом и окружном.

2. Так как сепаратор имеет больший
массовый полярный момент инерции, чем
шарики, то шумность его в окружном направ-
лении несколько меньше, чем по осям ко-
ординат.

3. Шарики излучают шум в основном в
окружном направлении и больше, чем сепа-
ратор не только за счет взаимодействия с
ним, но и вследствие своей кинематики дви-
жения, когда угловые скорости шариков  и
угловые расстояния между ними в процессе

вращения постоянно изменяются. При раз-
личных угловых шагах между шариками все
гармоники неточностей изготовления эле-
ментов подшипника вызывают его вибрации
и шум.

4. Гармоники неточностей изготовле-
ния беговых дорожек колец порядка ( 1±⋅ zk )
вызывают наиболее интенсивные вибрации
и шум в подшипниках.

5. Неточности беговых дорожек колец
и шариков оказывают слабое влияние на
шумность сепаратора.

6. С увеличением жёсткости опоры на-
ружного кольца шумность его и шариков в
радиальном направлении снижается, а шум-
ность сепаратора практически не изменяет-
ся.

7. С увеличением радиального зазора в
подшипнике при только радиальной нагруз-
ке шумность всех элементов подшипника
возрастает, особенно наружного кольца и
шариков.

8. С увеличением зазоров в окнах се-
паратора среднее значение шумности прак-
тически сохраняется, но пиковые значения
его (пик-фактор) возрастают.

9. При комбинированном нагружении
подшипника, когда часть шариков в подшип-
нике на какое-то время либо выходит из кон-
такта, либо переходит в другой режим кон-
такта (одноточечный, двухточечный, трёхто-
чечный), шумность подшипника значитель-
но возрастает (чем меньше нагрузка, тем
больше). В этом случае подшипник начина-
ет вибрировать с высокими собственными
частотами.

10. В окружном направлении шарики
генерируют преимущественно низкочастот-
ные колебания, а сепаратор – высокочастот-
ные, так как сепаратор взаимодействует сра-
зу с несколькими шариками.

11. Частоты гармоник по шуму элемен-
тов подшипника ровно в два раза больше
частот изменения виброускорений парамет-
ров, так как шум определяется как логарифм
отношения виброускорений, который прини-
мается всегда положительным.

12. При больших значениях виброуско-
рений их уменьшение или увеличение незна-
чительно сказывается на шумности вслед-
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ствие логарифмической зависимости шумно-
сти от виброускорений.

13. Собственные частоты элементов
подшипника и всего подшипника зависят от
нагрузки на него. С ростом нагрузки контак-
тные жёсткости увеличиваются и собствен-
ные частоты возрастают. Нелинейную упру-
гую систему подшипника можно локально,
при заданной нагрузке и усилиях в контак-
тах, линеаризировать и определять собствен-
ные частоты как для обычной линейной уп-
ругой системы.

14. Собственные частоты радиально
нагруженного подшипника в направлении
действия радиальной нагрузки больше, чем
в перпендикулярном направлении.

15. В четырёх- и трёхточечных подшип-
никах по сравнению с двухточечными повы-
шение шумности может происходить из-за
возможной смены режима работы шариков
при вращении. В процессе вращения они
могут быстро переходить в одно-, двух-, трёх-
и четырёхточечные варианты контакта, тем
самым возбуждая собственные колебания вы-
сокой частоты.

16. Погрешности изготовления элемен-
тов подшипника приводят к изменению уси-
лий в подшипнике и крутящего момента со-
противления вращению подшипника за счёт
изменения сил трения в контактах и, следо-
вательно, влияют на возможность возбужде-
ния крутильных колебаний  упругих систем,
в которые они входят.

17. Погрешности изготовления элемен-
тов подшипников увеличивают нелиней-
ность их как упругих систем и создают усло-
вия для параметрического возбуждения уп-
ругих систем, в которые входят подшипни-
ки, с собственными частотами. При этом не
исключается возможность параметрических
резонансов. Демпфирование колебаний при
параметрическом возбуждении слабо влия-
ет на их интенсивность.
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The paper presents the results of the calculation of noisiness of a four-point bearing depending on the accuracy
of producing as a part of the product in which it works. The calculation was performed according to the methods and
programs developed by the authors. The noisiness of the separator and the balls that exists when the bearing is placed
in any kind of an elastic system is calculated. Natural frequencies of bearing elements are defined with a given load
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Исследование и диагностирование тех-
нического состояния гидросистемы или си-
стемы кондиционирования самолёта требу-
ет использования результатов измерений рас-
хода и температуры жидкости и воздуха в
трубопроводах. Эти параметры изменяются
в широких пределах, а процессы их измене-
ния являются нестационарными.

По совокупности предъявляемых тре-
бований к преобразователям расхода и тем-
пературы наиболее целесообразно использо-
вать термоконвективный метод постоянной
температуры. При использовании этого ме-
тода необходимо решить проблемы повыше-
ния быстродействия и снижения чувстви-
тельности к изменению теплопроводности
стенок трубопроводов.

В данной работе рассматриваются воп-
росы оптимального синтеза измерительной
системы, включающей первичный и вторич-

ный преобразователи параметров жидкости
и воздуха в трубопроводах.

При исследовании погрешности термо-
конвективного преобразователя от измене-
ния толщины стенки трубопровода tbl  и ко-

эффициента теплопроводности tbλ  опреде-
лена зависимость методической погрешно-
сти от взаимного положения нагревателя и
термопреобразователей (рис. 1).

Это позволило путём оптимального
расположения элементов первичного преоб-
разователя значительно снизить методичес-
кую погрешность измерения расхода при
изменении теплопроводности стенок трубо-
провода. Эта погрешность определяется ве-
личиной tbtbl λ .

Для оценивания погрешности восполь-
зуемся описанием процесса теплообмена

УДК 629.7.064

ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ РАСХОДА И ТЕМПЕРАТУРЫ ЖИДКОСТИ
И ВОЗДУХА В ТРУБОПРОВОДАХ

© 2011 В. Н. Николаев, Ю. Н. Кабанов

ФГУП «СибНИА им. С.А. Чаплыгина»

Рассматриваются вопросы оптимизации параметров термоконвективного преобразователя расхода и
температуры жидкости и воздуха, оценены погрешности параметрической идентификации.

Математическая модель, преобразователь расхода, термоконвективный метод, термопреобразова-
тель, трубопровод, параметрическая идентификация, погрешность параметрической идентификации.
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Рис. 1. Схема первичного термоконвективного преобразователя расхода и температуры:

321 ,, xxx  - расстояния термопреобразователей 1, 2, 3 от нагревателя; 321 ,, TTT  - температурыры

термопреобразователей; tbW  - мощность нагревателя; lqJ  - массовая скорость жидкости или воздухаха
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трубопровода с первичным преобразовате-
лем, приняв допущения о неизменности тем-
пературы стенки в сечении трубопровода,
незначительности нагрева жидкости или воз-
духа, о постоянстве по длине трубопровода
коэффициента теплоотдачи внутренней по-
верхности, об отсутствии потерь в окружа-
ющую трубопровод среду:

),()(
d

)(d
2

2

lqtbtb
lqtb

tbtb TTxq
x

TT
l −=+

−
αλ (1)

где tbT  — температура поверхности трубо-

провода; eqT  — температура жидкости или

воздуха в трубопроводе; tbα  — коэффици-
ент теплоотдачи внутренней поверхности
трубопровода; )(xq  — поверхностная плот-
ность теплового потока от нагревателя.

Решение уравнения (1) при расстоянии
термопреобразователя от нагревателя x боль-
ше полуширины L  кольцевого нагревателя
может быть записано в виде
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В выражениях (3)–(5) введены следую-
щие обозначения: tbW  — мощность нагрева-

теля; tbd  — диаметр трубопровода; lqJ  —
массовая скорость жидкости или воздуха в
трубопроводе; Pr  — число Прандтля; lqλ  —
коэффициент теплопроводности жидкости

или воздуха; lqµ  — динамическая вязкость
жидкости или воздуха.

В установившемся режиме для термо-
конвективного расходомера соблюдается ус-
ловие

,, 221 lqTTconstTT ==− (6)

где 1T , 2T  — температура 1, 2 термопреобра-
зователей соответственно.

Используя выражения (2)–(5), получим
зависимость теплового потока на внутрен-
ней поверхности трубопровода

)( lqtbtb JWW =

для различных расстояний от нагревателя
термопреобразователя с температурой 1T  и
различных коэффициентов теплопроводно-
сти и толщины трубопровода. На рис. 2 при-
ведены номограммы tbW  от lqJ  для трубо-

провода диаметром tbd  = 4·10 -2 м, L  =

= 5·10-3 м, tb lqT T−  = 5 K. Анализ зависимос-

ти tb lqW ( J )  показал, что путём подбора рас-

стояния 1x  можно значительно снизить их

разброс в узком диапазоне изменения lqJ .

Причём увеличение расстояния 1x , обеспе-
чивающее в установившемся режиме мини-
мальный разброс tb lqW ( J ) , приводит к зна-
чительному увеличению времени переход-
ных процессов в системе нагреватель - тер-
мопреобразователь.

Данное противоречие можно устра-
нить, используя дополнительный термопре-
образователь, размещаемый между преобра-
зователями 1T  и 2T , и обеспечивая в устано-
вившемся режиме условие

1 2 3 3 2, , setk T const ,∆ + ∆ = ∆ = (7)

где 1 2,∆ , 3 2,∆  – разность температур, соот-т-
ветственно, термопреобразователей 1, 3 с
температурой преобразователя 2; setT∆  — за-

данная избыточная температура; 3k  — посто-
янный коэффициент.
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Зависимость tb lqW ( J )  была получена
путём подстановки выражения (2) для пре-
образователей с температурами 1T , 2T  в урав-
нение (7). С целью упрощения уравнений в
дальнейшем будем пользоваться зависимос-
тью tb tbW ( )α  в виде

31

2

3

4 tb tb tb set
tb tb m xm xmL mL

d L l m TW ( ) .
( e e )( e k e )

π λ
α −−−

∆
=

− + (8)

Оптимизацией координат размещения

1x , 3x  термопреобразователей 1, 3 и коэф-ф-

фициента 3k  для постоянных значений ко-

эффициента теплоотдачи tbα  можно исклю-
чить погрешность от изменения теплопро-
водности трубопровода. В качестве критерия
оптимизации значений 1x , 3x , 3k  использу-у-
ем выражение

2 2

1 3

0 0

1 1tb tb
tb

tb tb

W ( ) W ( )min ( ) ,
W ( ) W ( )

α α
α

α α
   

Φ = − + −   
   

(9)
где 0 tbW ( )α  — значение мощности нагрева-

теля, соответствующее 0tb tb( l )λ  = 0,5 Вт/K и
используемого в качестве градуировочного;

1 tbW ( )α , 3 tbW ( )α  — значения мощностей

нагревателя, соответствующие 1tb tb( l )λ  =

= 5·10-2 Вт / K и 3tb tb( l )λ  = 0,2 Вт / K.
Задача минимизации функционала (9)

в пространстве параметров 1x , 3x  и 3k  была
решена с использованием алгоритма Хука-
Дживса [1]. На рисунке 3 приведены зависи-
мости оптимальных значений 1x , 3x  и 3k  отт

коэффициентов теплоотдачи tbα . Коэффици-

ент tbα  определяется в данном случае по фор-
муле
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Рис. 2. Номограммы теплового потока на внутренней поверхности трубопровода tbW

от массовой скорости жидкости или воздуха lqJ
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0 81250 ,
tb lq tb( J F )α = , (10)

где tbF  - площадь сечения трубопровода.
Полученные результаты не дают воз-

можности полного исключения влияния из-
менения теплопроводности трубопровода в
рассматриваемых диапазонах изменения tbα

и tb tblλ . Практический интерес представляет

случай постоянства 1x , 3x  и 3k  во о всём диа-
пазоне измеряемого расхода. Причём с це-
лью снижения времени переходных процес-
сов в системе нагреватель - термопреобра-
зователи с температурой 1T  и 3T  желательно

иметь минимальные значения координат  1x

и 3x .
При минимально возможном для рас-

сматриваемого первичного преобразователя

значения 2
1 1 10x −= ⋅ м параметры 3x  и 3k

имеют следующие оптимальные величины:

3x = 9·10-2 м и 3k =4,7 для коэффициента теп-

лоотдачи 35 200tbα = −  Вт/(м2·К). На рисун-

ке 4 даны границы разброса tb tbW ( )α  в зави-
симости от произведения теплопро-
водности и толщины трубопровода 0tb tb( l )λ =

= 0,137 Вт/K; 1tb tb( l )λ  = 0,1 Вт/K; 3tb tb( l )λ  =

= 0,175 Вт/K при значениях 2
1 1 10x −= ⋅ м;

3x =9·10-2 м и 3k =4,7. Диапазон изменения
теплопроводности трубопровода выбран с
учётом реального разброса характеристик

tbλ  и tbl  для трубопровода из алюминие-

вого сплава с 31 10tbl −= ⋅ м.
Вторичный преобразователь расхода

представляет собой систему автоматическо-
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Рис. 3. Зависимости оптимальных значений 1x , 3x  и 3k  от коэффициента теплоотдачи чи tbα
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го регулирования температуры трубопрово-
да в определённых его сечениях, осуществ-
ляемого путём изменения электрического
тока в нагревателе. В общем виде закон ре-
гулирования для вторичного преобразовате-
ля может быть представлен в виде

1 1 1 2 1 3 3 2

2
1 2 3 2

1 1 1 3 1 2

set , ,

, ,

d I k T k k k
dt

d d
k k k ,

dt dt
τ τ

= ∆ − ∆ − ∆ −

∆ ∆
− −

(11)

где I — электрический ток в нагревателе;

1 1k ,τ  — постоянные коэффициенты.
При разработке вторичного преобразо-

вателя сложной задачей является определе-
ние оптимальных значений 1k  и 1τ , которые
могут быть получены при использовании из-
вестных методов теории систем автоматичес-
кого регулирования. Для нелинейных систем
автоматического регулирования математи-

ческий аппарат, используемый при её синте-
зе, является довольно громоздким и не все-
гда обеспечивает получение желаемых харак-
теристик системы. Кроме того, исследования
некоторых характеристик системы наиболее
удобно проводить путём её моделирования
на компьютере и проведения численных эк-
спериментов. Для этой цели в работе пред-
лагается экспериментально-теоретический
метод определения параметров рассматрива-
емой системы 1k  и 1τ , приводящей к задачече
оценивания вектора параметров

1 2 1 1
T T[ , ] [ k , ]ϑ ϑ τΘ = =

математической модели преобразователя.
Структурная схема преобразователя

приведена на рисунке 5. На ней при описа-
нии объекта регулирования использованы
эквивалентные по амплитудно-фазовой ха-
рактеристике инерционные звенья.

Математическая модель преобразовате-
ля описывается уравнением (11), где
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Рис. 4. Границы разброса tbW  в зависимости от произведения теплопроводности

и толщины трубопровода tbtb lλ  и коэффициента теплоотдачи tbα
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1m x, tb
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dt τ τ

−∆
= − ∆ ;
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m x
, , ,tbd dAe W

dt dt
τ τ

τ τ τ τ τ τ

−∆ ∆ ∆+
= − − ;
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mL mL

tb tb tb

( e e )A ;
d L l mπ λ

−−
= (12)

2
tb wrm tbW I R kα α= − ∆ ;

ex wrmU I R= .

В уравнениях (12) 2k , kα , 2τ , 3τ , 4τ  —

постоянные коэффициенты; exU  — выходноее

напряжение нагревателя; wrmR  — сопротив-

ление нагревателя; tbα∆  — изменение коэф-

фициента теплоотдачи tbα .
В основу метода положена параметри-

ческая идентификация по кривым переход-
ных процессов исследуемого преобразовате-

ля (рис. 6). Оценивание коэффициентов бу-
дем проводить путём минимизации функции
невязки между заданными значениями
изменения выходного напряжения exU∆  на

нагревателе относительно 0ex ,U  и прогнозомм

ex kU ( t , )∆ Θ
)

:

( ) ( )
1

N T

ex ,k ex k ex ,k ex k
k

ˆ ˆ( ) U U ( t , ) U U ( t , )
=

Φ Θ = ∆ − ∆ Θ ∆ − ∆ Θ∑
r r

,

(13)

где ex ,kU∆  - заданные изменения выходногоо
напряжения в моменты времени tk, k = 1,...,

N; ex kÛ ( t , )∆ Θ
r

 - решение уравнения (11) в

моменты времени kt .
Для минимизации функции (13) приме-

нялся алгоритм композиции методов наиско-
рейшего спуска, квазиньютоновского и ко-
ординатного. В квазиньютоновском методе
оценка матрицы Гессе вторых частных про-
изводных проводится по формуле Бройдена-
Флетчера-Гольдфарба-Шэнно [2].

В процессе минимизации с использо-
ванием квазиньютоновского алгоритма на
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Рис. 5. Структурная схема преобразователя расхода и температуры жидкости и воздуха
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каждой итерации требуются вычисления гра-
диента функции невязки ( )Φ Θ . Компонен-
ты градиента функции (13) вычисляются по
формуле

( )
1

2
N T

ex k
ex ,k ex k

ki i

U ( t , )ˆU U ( t , )
ϑ ϑ=

∂ ∆ Θ∂ Φ
= − ∆ − ∆ Θ

∂ ∂∑
rr

,

(14)

где ex k
i ,k

i

Û ( t , )H
ϑ

∂ ∆ Θ
=

∂

r
 — производные отт

решения уравнения (11) по iϑ  1 2( i , )= , ко-о-
торые называются функциями чувствитель-
ности [3].

Функции чувствительности являются
решениями дифференциальных уравнений
(уравнений чувствительности [3]), которые
получаются в результате дифференцирования
уравнения (11) по iϑ .

В данной работе для вычисления фун-
кций чувствительности применяется подход,

основанный на современном решении урав-
нения (11) и уравнений чувствительности.
При этом используется экономичный алго-
ритм [4], основанный на применении мето-
да Розенброка второго порядка аппроксима-
ции [5].

Для доказательства эффективности
предложенного алгоритма в рассматривае-
мых условиях проведено математическое мо-
делирование процедуры оптимального оце-
нивания вектора параметров модели (11) по
методике, описанной в работе [6]. При этом
исследована сходимость результатов оцени-
вания параметров к действительным 0Θ  или

равным им эталонным значениям rfΘ . Эта-

лонные rfΘ  и начальные значения intΘ  эле-
ментов вектора параметров были приняты
равными величинам, приведённым на рисун-
ке 7. Измерение и расчёт exU∆  проведены
для дискретных моментов времени с интер-
валом t∆  = 0,1 с. Анализ сходимости резуль-
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татов оценивания параметров показал устой-
чивую сходимость процедуры параметричес-
кой идентификации при различном задании
начальных значений вектора параметров:
разница между оценками параметров Θ̂  и

эталонными значениями rfΘ  не превышает

1% от эталонных значений rfΘ .
Результаты параметрической иденти-

фикации модели (12) по предложенной ме-
тодике имеют следующие значения:

( )0 6 6 6 T, ; , .Θ =

Определение погрешностей оценок
параметров Θ  проведём по методике, опи-
санной в работе [6]. Она основана на пост-
роении и анализе ковариационной матрицы
погрешностей оценок.

Диагональные элементы матрицы явля-
ются дисперсиями оценок параметров, а ос-
тальные позволяют рассчитать их взаимные
корреляции. По значениям дисперсий опре-
делялись доверительные интервалы IΘ  при

доверительной вероятности β  = 0,95.

Расчётные погрешности оценок пара-
метров при погрешности измерения расхода
δ  = 3% не превышают δΘ  = 5%.

Таким образом, разработан термокон-
вективный преобразователь расхода и тем-
пературы жидкости и воздуха, оценены зна-
чения параметров первичного и вторичного
преобразователей с использованием алгорит-
ма композиции методов наискорейшего спус-
ка, квазиньютоновского и координатного.
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Проведение лётных и стендовых испы-
таний бортового оборудования, расположен-
ного в приборном продуваемом теплоизоли-
рованном отсеке самолёта, требует матема-
тического моделирования теплового состо-
яния такого отсека.

Приборный отсек фоторазведчика
представляет собой негерметизированный
отсек с теплоизолированной обшивкой, про-
дуваемый воздухом из системы обеспечения
теплового режима. Воздух охлаждает распо-
ложенное в отсеке оборудование. Блоки бор-
тового оборудования разделены воздушны-
ми прослойками.

Математическую модель приборного
продуваемого теплоизолированного отсека с
системой обеспечения теплового режима
представим системой одномерных уравнений
теплоизолированной обшивки и обыкновен-
ных дифференциальных уравнений теплооб-
мена внутренней поверхности теплоизоля-
ции обшивки, бортового оборудования, воз-
духа и переноса энтальпии из системы обес-
печения теплового режима.

Уравнения теплообмена обшивки пред-
ставим в виде одномерных уравнений теп-
лопроводности, описывающих процесс пе-
редачи тепла в многослойной конструкции:

;0,)),(()( ,, lxTTxTxC xxcvcvcvtcvcv <<= λ (1)

;0),(
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4

,,0

,,,

=−
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44
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xtTtTFtTFTx
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cvaircvincvxcvcvcvcv

=+−+

+−=

∑ ε

αλ

(3)

,0),(),0( 0 lxxTxTcv <<= (4)

где ,)( icv CxС =  cviicvcv TTx 1,0,),( λλλ +=

при ),1,,1(,1 −=<≤− kilxl ii …

,)( kcv CxС =  cvkkcvcv TTx 1,0,),( λλλ +=

при kk lxl ≤≤−1 , то есть cvC , cvλ  зависят отт
того, в каком слое рассматривается перенос
тепла.

При этом .0 10 llll k =<<<= …
В уравнениях (1)…(4) использованы

следующие обозначения:
),( txTcv  — температура многослойной кон-

струкции; tcvT ,  — первая производная cvT  по

t ; xcvT ,  — первая производная cvT  по x ; xxcvT ,,

— вторая производная cvT  по x ; )(xCcv  —
объёмная теплоёмкость многослойной кон-
струкции обшивки (произведение удельной
теплоёмкости на плотность); ),( Tlcvλ — теп-
лопроводность многослойной конструкции;

outcv,α  — коэффициент теплоотдачи наруж-

ной поверхности конструкции; incv,α  — ко-
эффициент теплоотдачи внутренней повер-
хности конструкции; cvF  — площадь конст-
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рукции при наружном и внутреннем тепло-
обмене; outcvQ ,  — тепловая энергия внешних

источников; incvQ ,  — тепловая энергия внут-

ренних источников; 0c  — постоянная Сте-

фана-Больцмана; incv,ε  — степень черноты
излучения внутренней поверхности много-
слойной конструкции; cvjg ,  — коэффициент
радиационного теплообмена системы « j -й
элемент отсека – многослойная конструк-
ция»; eT  — температура восстановления;

t  — время; airT  — температура воздушной

среды в отсеке или в части отсека; jT  — тем-
пература j -го элемента отсека; l — толщи-
на многослойной конструкции.

Коэффициенты теплоотдачи outcv,α  и

incv,α  для рассматриваемых условий пока не
представляется возможным определять по
критериальным соотношениям [1]. Поэтому
их предлагается определять из уравнений

);(,2
,1, tJ out

outoutoutcv
ϑϑα = (5)

),(,2
,1, tJ in

ininincv
ϑϑα = (6)

где outJ , inJ  — модуль массовой скорости
воздушной среды за бортом и в отсеке соот-
ветственно; out,1ϑ , out,2ϑ , in,1ϑ , in,2ϑ  — оцени-
ваемые коэффициенты модели.

Уравнение теплообмена бортового обо-
рудования представим в виде обыкновенно-
го дифференциального уравнения, описыва-
ющего его конвективный теплообмен с воз-
духом и конвективно-лучистый теплообмен
с окружающими конструкциями:

, , ,

4 4 4
, 0

( ) / ( ( ) )
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m t air m air m m air m

j m m J m m m m m m m
m

T t F C T t T
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α

ε

= − +

+ − +∑
(7)

где mT  — температура m-го бортового обо-

рудования; tmT ,  — первая производная mT  по

t; mair ,α  — коэффициент теплоотдачи m-гоо

бортового оборудования; mairF ,  — площадь
m-го бортового оборудования при конвектив-
ном теплообмене; mC  — теплоёмкость m -гоо

бортового оборудования; mjg ,  — коэффици-
ент радиационного теплообмена системы
«j-й элемент отсека – m-й блок бортового
оборудования»; mε  — степень черноты из-

лучения m-го блока; mQ  — энергия тепло-
выделения или теплопоглощения m-м бор-
товым оборудованием от системы обеспече-
ния теплового режима и преобразованная из
электрической энергии.

Коэффициент теплоотдачи iair ,α  для
рассматриваемых условий пока также не
представляется возможным определять по
критериальным соотношениям. Поэтому их
предлагается определять из уравнения

)(,2
,1, tJ i
iiair

ϑϑα = , (8)

где i,1ϑ , i,2ϑ  — оцениваемые коэффициенты
модели.

Уравнение теплообмена воздушной
среды представим в виде обыкновенного
дифференциального уравнения, описываю-
щего конвективный теплообмен внутренней
поверхности теплоизоляции обшивки, эле-
ментов отсека и перенос энтальпии из од-
ной части отсека в другую:
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∑
(9)

где kairkair TT ,1, ,−  — температуры воздушногоо

потока соответственно в ( k –1)-ой и k -ой
частях отсека; kairJ ,  — массовая скорость

воздушного потока в k -ой части отсека;

kF  — суммарная площадь воздушных кана-

лов в k -ой части отсека; pc  — удельная теп-
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лоёмкость воздуха; kairC ,  — теплоёмкость

воздуха в k -ой части отсека.

kairT ,  в выражении (9) с индексом t оз-
начает её дифференцирование по времени t .

Суммирование в уравнении (9) ведётся
по j -ому элементу, входящему в k -ю часть
отсека.

Теплоёмкость воздуха kairC , определя-
ется по выражению

),( ,,,,, kairentairentairkairpkair VtFWсC +∆= ρ (10)

где kair ,ρ  — плотность воздуха в k -ой час-

ти отсека; entairW ,  — скорость воздуха на вхо-

де в отсек; entairF , — площадь воздушных
каналов на входе в первую часть отсека;

t∆  — интервал дискретизации времени при
решении системы дифференциальных урав-
нений; kairV ,  — объём воздуха в k -ой части
отсека.

Коэффициент радиационного теплооб-
мена в уравнениях (3), (7) определяется ме-
тодом Монте-Карло [2].

Для решения прямой задачи теплового
состояния отсека одномерные уравнения
(1)…(4) для теплоизолированной обшивки
дискретизируются по пространственной пе-
ременной по методу Галёркина, использую-
щему кусочно-линейный базис. В результате
применения этого метода решение уравне-
ний (1)…(4) сводится к численному решению
системы обыкновенных дифференциальных
уравнений, неизвестными которой являют-
ся значения температуры в узлах заданной
сетки на отрезке ],0[ l . Полученные таким
образом обыкновенные дифференциальные
уравнения для многослойных конструкций
(1)…(4) уравнения для бортового оборудо-
вания (7) и воздушной среды (9) составляют
жёсткую систему дифференциальных урав-
нений, которую в общем виде можно запи-
сать следующим образом:

( ( , )), (0, );

, , ; ,
t t

S r
t

Y F Y t t t
Y Y F Y R RΘ

= Θ ∈

= ∈ Θ∈ …
(11)

где T
i TTTT ],,,,[ 21 …Θ=Y  — вектор парамет-

ров теплового состояния отсека; tY — век-
тор первых производных Y по t;

T],,,[ 421 ϑϑϑ …=Θ  — вектор коэффициен-
тов модели; T — верхний индекс, обознача-
ющий операцию транспонирования.

Для решения уравнений (11) предлага-
ется использовать следующую численную
схему типа Розенброка второго порядка апп-
роксимации для неавтономных систем [3].

Решение обратной задачи, то есть оце-
нивание коэффициентов Θ модели сводится
к минимизации взвешенной суммы квадра-
тов невязок между заданными по принятому
критерию значениями Z* и соответствующи-
ми значениями )),(( ΘtYZ , полученными в
ходе расчётов по уравнениям модели:

2

1 1

*
,, ))),((()( Θ−Γ=ΘΦ ∑ ∑

= =
ki

N

k

S

i
ikik tYZZ , (12)

где ik ,Γ  — весовые коэффициенты; kt  —
моменты времени при k = 1,…, N.

Как было отмечено в работе [2], для
минимизации функции (12) целесообразно
использовать квазиньютоновский метод
Бройдена-Флетчера-Гольдфарба-Шэнно в
сочетании с методом Ньютона [4].

Доверительные интервалы оценок ко-
эффициентов Θ  нелинейной математичес-
кой модели теплового состояния отсека вида
(8) могут быть определены с помощью кова-
риационной матрицы )(ΘP  ошибок оценок
Θ искомых коэффициентов модели (после-
дние характеризуют отклонения вычислен-
ных коэффициентов модели от действитель-
ных значений). При этом используется ме-
тод проецирования совместной доверитель-
ной области оценок на координатные оси
пространства коэффициентов [5].

Компоновка приборного отсека фото-
разведчика представлена на рис. 1. При этом
воздух, подаваемый из системы обеспечения
теплового режима, перетекает из хвостовой
части отсека в носовую.
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Характеристики размещённых в отсе-
ке блоков бортового оборудования приведе-
ны в таблице 1.

Толщина обшивки I - V частей отсека
равна  VI−l  = 2⋅10-3 м, VI - VIII частей – VIIIVI−l =
= 4⋅10-3 м. Толщина теплоизоляции обшивки
равна insl  = 2⋅10-2 м. Коэффициент теплопро-
водности обшивки  I - V частей отсека равна

VI−λ = 2,111⋅102 Вт/(м⋅К), а VI - VIII частей –

VIIIVI−λ  = 1,63⋅10-1 Вт/(м⋅К). Коэффициент теп-
лопроводности теплоизоляции обшивки оп-
ределяется по формуле

insλ  = - 3,6⋅10 -2 + 2,8⋅10 -4  insT . (13)

Параметрическую идентификацию про-
ведём по измеренным в отсеке температурам
поверхности блока № 16 и внутренней по-
верхности теплоизоляции обшивки в райо-
не блока № 16. При этом будем использовать

результаты измерений для холодного типа
климата в типовом режиме полёта фотораз-
ведчика (рис. 2) с переменным интервалом
дискретизации по времени t∆  = 10…300 c.
Расход воздуха, выходящего из системы обес-
печения теплового режима, был принят

stmG  = 1 кг/с, температура stmT  = 288 К.

Оценки Θ̂
r

 и доверительные интерва-

лы ΘI
r

 коэффициентов для доверительной

вероятности β  =0,95 имеют следующие ве-
личины:

Θ̂
r

 = T]6102,06998,09872,00180,04238,03674,0[ ;

ΘI
r

 = T]5317,00633,01124,00017,00622,00390,0[ .

Доверительные интервалы погрешно-
стей измерения температуры поверхностей
в отсеке и температуры воздушной среды за
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Рис. 1. Компоновка негерметизированного продуваемого теплоизолированного отсека:
I…VIII — части отсека; 1…22 — блоки бортового оборудования; 23…31 — части обшивки;

x , y , z  — координаты; Vρ  — плотность воздушной среды за бортом;том;

outairV ,  — воздушная скорость полёта; outairT ,  — температура воздушной среды за бортом;м;

stmT — температура воздуха на выходе системы обеспечения теплового режима;

stmG  — расход воздуха на выходе системы обеспечения теплового режима
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Таблица 1. Характеристики блоков бортового оборудования фоторазведчика
Номер 
части 
отсека 

Номер блока 
бортового 

оборудования 

Площадь теплоотдающей 
поверхности блока, 

iairF , , м2 

Масса 
блока 
m, кг 

Энергия 
тепловыделения 
блоком iQ , Вт 

I 

1 0,081 1,0 0 
2 0,330 3,5 41 
3 0,230 18,0 1200 
4 0,124 2,5 180 

II 

5 0,488 10,0 100 
6 0,125 8,6 378 
7 0,180 8,5 27 
8 0,325 8,5 66 
9 0,450 10,0 38 
10 0,249 6,0 60 

III 11 1,005 35,0 463 

IV 

12 0,105 3,0 50 
13 0,081 1,0 0 
14 0,054 8,0 0 
15 0,054 8,0 0 
16 0,273 4,5 146 
17 0,762 25,0 400 

V 18 1,151 36,0 430 
VI 19 0,984 40,0 285 

VII 20 0,530 14,0 15 
21 0,390 12,0 600 

VIII 22 0,118 3,3 15 
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Рис. 2. Параметры режима полёта и воздушной среды за бортом фоторазведчика

для холодного типа климата: outairp ,  — давление воздуха за бортом; outairT ,  — температурара

воздуха за бортом; outairV ,  — воздушная скорость полёта.
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бортом не превышали 3 К при доверитель-
ной вероятности β = 0,95, а погрешностей
индикаторной земной скорости и высоты
полёта – 3 %.

С целью экспериментальной проверки
предложенной модели на различных режи-
мах полёта и воздушной среды за бортом, а
также на элементах приборного отсека рас-
считанные по модели температуры элемен-
тов отсека сравнивались с измеренными зна-
чениями.

Измеренные  eqT  и рассчитанные по мо-

дели eqT̂  значения температуры поверхности
для холодного типа климата при режиме по-
лёта и воздушной среды за бортом, представ-
ленных на рис. 2, для блоков № 16 и № 6
приведены на рис. 3. Для тёплового типа
климата при режиме полёта и воздушной

среды за бортом, представленных на рис. 4,
приведены на рис. 5. Разность между экспе-
риментальными и рассчитанными по моде-
ли значениями температуры в этих случаях
меньше 3 К. Эта величина не превышает до-
верительного интервала погрешности изме-
ренной температуры.

Анализ остатков по критерию переста-
новки [6] показал, что их можно считать слу-
чайными, а анализ функций распределения
остатков по критерию согласия Колмогоро-
ва-Смирнова – что они описываются нор-
мальным законом с доверительной вероят-
ностью β = 0,32…0,57.

Следовательно, построенная математи-
ческая модель теплового состояния прибор-
ного отсека адекватна реальному тепловому
состоянию негерметичного продуваемого
теплоизолированного отсека фоторазведчика.
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Рис. 3. Измеренные и рассчитанные температуры поверхностей в отсеке фоторазведчика

для холодного типа климата: 6,eqT  — измеренная и 6,êqT  — рассчитанная температурыры

поверхности блока № 6; 16,eqT  — измеренная и 16,êqT  — рассчитанная температурыры

поверхности блока № 16; IV,insT  — измеренная температура внутренней поверхности
теплоизоляции обшивки в части отсека IV в районе блока № 16.
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Рис. 4. Параметры режима полёта и воздушной среды за бортом фоторазведчика

для тёплого типа климата: outairp ,  — давление воздуха за бортом;

outairT ,  — температура воздуха за бортом; outairV ,  — воздушная скорость полётаа
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Рис. 5. Измеренные и рассчитанные температуры поверхностей в отсеке фоторазведчика

для тёплого типа климата: 6,eqT  — измеренная и 6,êqT  — рассчитанная температуры поверхности

блока № 6; 16,eqT  — измеренная и 16,êqT  — рассчитанная температуры поверхности блока № 16;

IV,insT  — измеренная температура внутренней поверхности теплоизоляции обшивки
в части отсека IV в районе блока № 16
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A mathematical model of the venting heat-insulated instrument bay of the photographic reconnaissance plane
thermal state is developed. Direct and inverse problems of heat exchange are solved, confidence intervals of estimated
parameters are determined.

Mathematical model, direct problem, inverse problem, thermal state, airborne equipment, thermal conditions
support system, instrument bay.

Информация об авторе
Николаев Владимир Николаевич, кандидат технических наук, начальник сектора

ФГУП «Сибирского научно – исследовательского института авиации им. С.А. Чаплыгина».
E-mail: nikvla50@mail.ru. Область научных интересов: математическое моделирование теп-
лового состояния отсеков и систем самолёта при проектировании, лётных испытаниях и
математическое моделирование электромагнитной совместимости радиоэлектронного обо-
рудования самолёта.

Nikolayev Vladimir Nikolayevitch, candidate of technical sciences, head of a sector at the
Federal State Unitary Enterprise "S. A. Chaplygin Siberian Aeronautical Research Institute".
E-mail: nikvla50@mail.ru. Area of research: mathematical simulation of the thermal state of aircraft
bays and systems during development work and flight tests, mathematical simulation of
electromagnetic compatibility of aircraft radioelectronic equipment.



148

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета             № 6 (30) 2011 г.

Введение
Определение теплового и напряжённо-

деформированного состояния роторов и кор-
пусов газотурбинных двигателей (ГТД) от-
носится к сложным проблемам многодис-
циплинарного математического моделирова-
ния. Проведение таких расчётов необходи-
мо на стадии проектирования компрессора
выского давления (КВД), в том числе для оп-
ределения прочности и долговечности кон-
струкции и расчёта кинетики радиальных за-

зоров (рис. 1).
Моделирование термонапряжённого

состояния предполагает предварительный
расчёт течения газа во вторичном тракте для
получения распределений давления, темпе-
ратуры и коэффициента теплоотдачи, кото-
рые используются в качестве граничных ус-
ловий. Известны методики такого расчёта,
основанные на построении гидравлической
сети и одномерных моделей течения [1]. Од-
нако в междисковых полостях КВД реализу-

УДК 621.431.75

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЁННОГО СОСТОЯНИЯ РОТОРА
КОМПРЕССОРА ВЫСКОГО ДАВЛЕНИЯ

С УЧЁТОМ ВТОРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЙ В ПОЛОСТЯХ

© 2011 Ю. М. Темис, А. В. Селиванов, Г. Г. Юрченко

ФГУП «ЦИАМ им. П. И. Баранова», г. Москва

На основе объединения одномерных и двумерных моделей разработана методика расчёта течения в по-
лостях КВД, что позволило получить более точное распределение коэффициента теплоотдачи и других пара-
метров газа во вторичном тракте. Полученные распределения использованы в качестве граничных условий
при определении термонапряжённого состояния ротора КВД.

Термонапряжённое состояние, вторичный тракт, гидравлическая сеть, коэффициент теплоотдачи.

Рис. 1. Алгоритм расчёта кинетики радиальных зазоров
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ется циркуляционное течение, для которого
применение одномерных моделей не даёт
удовлетворительных результатов. В настоя-
щей работе в единую расчётную схему объе-
динены одномерные и двумерные модели,
что позволило получить достаточно точные
результаты без чрезмерных вычислительных
затрат.

Постановка задачи
Распределение температуры в деталях

ротора и статора зависит от их формы и теп-
лофизических свойств материалов и опреде-
ляется, в основном, конвективным теплооб-
меном с потоками газа в тракте, полостях и
каналах охлаждения и контактным теплооб-
меном сопряжённых деталей:

срср pT T( , T , , с , , , t, F )дк= α α λ ρ ,

где срα  – коэффициенты теплоотдачи газа на

поверхностях ротора и статора; Tср  – темпе-
ратуры газа, омывающего поверхности ро-

тора и статора; кα  – коэффициенты контак-

тного теплообмена; Fд  – вектор геометричес-
ких параметров, определяющих форму дета-

лей; ( )pc T , ( )Tλ  и )(Tρ  – теплоёмкость,
теплопроводность и плотность деталей ро-
тора и статора соответственно.

При решении задачи теплопроводнос-
ти для ротора и статора КВД в первом при-
ближении можно пренебречь лучистым теп-
лообменом, а в качестве граничных условий
использовать соотношения:

wq (T T )ср ср ср= α − ;

2 1q (T T )к к к к= α − ,

где cpq , q к , wT , Tк1 , Tк2  – удельные тепло-
вые потоки и температуры металла на повер-
хностях конвективного и контактного тепло-
обмена, соответственно.

В свою очередь, параметры конвектив-

ного теплообмена ( , Tср срα ) являются функ-

циями расходов G  в системе вторичных по-
токов и параметров течения газа (скоростей,
плотности, теплофизических свойств и др.).

Они зависят от формы каналов системы вто-

ричных потоков òF , текущих зазоров в ка-
налах и уплотнениях ∆ , коэффициентов гид-
равлического сопротивления ξ , угловой ско-
рости ротора ω  и параметров газа на входе

( Pотб  и Tотб ) и выходе ( Pвых ) из системы:

G G ( , , P , T , P , , t , F )отб отб вых т= ∆ ξ ω .

Таким образом, для расчёта термонап-
ряжённого состояния ротора КВД необходи-
мо предварительно определить параметры
течения во вторичном тракте. Для этого мож-
но использовать подход, основанный на по-
строении эквивалентной гидравлической
сети [1]. Идея этого метода заключается в
разбиении вторичного тракта на типовые
элементы: кольцевые и радиальные каналы,
радиальные полости, лабиринтные уплотне-
ния, элементарные сопротивления, – для каж-
дого из которых строятся одномерные моде-
ли течения.

Одномерные модели течения газа
в типовых элементах

Кольцевой канал
Для описания течения в кольцевом ка-

нале используются уравнения сохранения
массы, импульса и энергии в цилиндричес-
кой системе координат:

z
z z

dV dPdV d
dz dz

ρ τΣ= − − ; (1)

z

dV
dV

dz
ϕ

ϕρ τ Σ= − ; (2)

( ) ( ) 0z zd e dV d PdV L Q
dz dz
ρ

+ + + = ; (3)

0zd V d
dz

ρ
= , (4)

где zτΣ  и ϕτ Σ  – суммарные напряжения тре-
ния в осевом и окружном направлениях со-
ответственно; L – работа, совершаемая вра-
щающейся поверхностью; Q – поток  тепла
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за счёт теплообмена; e – внутренняя энергия;
d – зазор в канале; R – внутренний радиус
канала;

;
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где 1zτ , 1ϕτ , 2zτ  и 2ϕτ  – проекции напряженияения
трения в осевом и окружном направлениях
на поверхности ротора и статора, соответ-
ственно [2]; 1k  и 2k  – отношение площади
действительной поверхности ротора к коль-
цевой площади на участке интегрирования.
Напряжения трения вычисляются по форму-
лам:
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где σ  – поправочный коэффициент на на-
чальный участок; 1f  и 2f  – безразмерные
коэффициенты трения на поверхности рото-
ра и статора, соответственно [3]:
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где b = 1.5 – поправочный коэффициент для
течения в кольцевом канале [3].

В формуле для вычисления потока теп-
ла Q присутствует коэффициент теплообме-
на lNu /λα = , где число Нуссельта опреде-
ляется по эмпирической зависимости через
число Рейнольдса Re  и Прандтля Pr : [1]

8.043.0021.0 RePrNu tε= . (5)

Радиальный канал и радиальная полость
Уравнения, определяющие течение для

радиального канала и радиальной полости,
схожи по структуре, но отличаются значени-
ями массовых сил rF  и Fϕ , а также значени-
ями работы L и потока тепла Q:

2 1r
r r
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Для радиального канала
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где α  определяется через число Nu (5),
S – площадь сечения канала.
Для радиальной полости

1
r rF

d
τ

ρ Σ= − ; φφ τ
ρ Σ−=

d
F 1

;

1 1 2 2L r rϕ ϕω τ ω τ= + ;

),
2

)(
(

)
2

)(
(

2

22
2

2

1

22
1

1

T
VrV

T

T
VrV

TQ

r

r

−
+−

++

+−
+−

+=

ω
α

ω
α

ϕ

ϕ

где rτΣ  – суммарное касательное напряжение
в радиальном направлении. Коэффициенты
трения определяются по эмпирическим за-
висимостям, аналогичным зависимостям для
кольцевого канала. Вычисление коэффици-
ента теплоотдачи зависит от того, вращает-
ся стенка или она неподвижна [4]. Для вра-
щающейся стенки:

KReNu 8.02.0|1|0196.0 β−= , где β  – зак-
рутка потока. Для неподвижной стенки:

33.08.0037.0 PrReNu = .
Лабиринтное уплотнение

Исследования течений в лабиринтных
уплотнениях показывают, что структура по-
тока в камере и в кольцевом зазоре над ней
отличаются друг от друга. Течение в камере
характеризуется наличием вихревой структу-
ры, а течение в зазоре имеет ярко выражен-
ную осевую направленность. Однако давле-
ние в этих областях практически одинаково.
По этим причинам для моделирования тече-
ния через лабиринтное уплотнение приме-

нена модель двух контрольных объёмов
(рис. 2).

В осесимметричном случае определя-
ющее уравнение этой модели примет вид
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где коэффициент расхода kµ  определяется в
соответствии с формулой Чаплыгина [2]:
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в которой
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,

а коэффициент 0µ  может быть вычислен по
формуле:

( ) 5.0
0 1 −−= ψµ ,

где [ ]kkk HBLH 23.7/52.8 +−=ψ .
Элементарное сопротивление

Типовое элементарное сопротивление
вводится, например, при внезапном расши-
рении канала. Коэффициент сопротивления

Рис. 2. Модель лабиринтного уплотнения



152

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета             № 6 (30) 2011 г.

в случае турбулентного течения и равномер-
ного распределения скоростей по сечению
канала перед его расширением зависит толь-
ко от отношения площадей узкого и широ-
кого сечений m и вычисляется по формуле
Борда-Карно [3]:

2
2 )1(2 m

V
P

−=
∆

=
ρ

ς ,

где P∆  – потеря давления на участке.
Для всех типовых элементов созданы

отдельные расчётные модули, реализованные
в программной среде Maple. Эти модули мо-
гут быть легко интегрированы в единую рас-
чётную схему, что позволяет автоматизиро-
вать процесс построения гидравлической
сети. Для решения нелинейных дифферен-
циальных уравнений применён метод Рунге-
Кутты четвёртого порядка.

Верификация типовых элементов
Верификация одномерных моделей ти-

повых элементов выполнена с помощью про-
граммного комплекса Fluent. Для каждого
типового элемента построены модели, отра-
жающие топологические особенности тече-
ния. В одномерных и поверочных двумерных
моделях были заданы одинаковые граничные
условия (давление, температура, закрутка).
Для двумерных моделей применялась ε−k
модель турбулентности и расширенная при-
стеночная функция для разрешения погра-
ничного слоя.

Погрешность вычисления давления
относительно перепада давлений между вхо-
дом и выходом составила менее 4.6 %. Аб-
солютная погрешность для выходной темпе-
ратуры – менее 5 К, для скоростей – порядка
4 м/с. Полученные результаты свидетельству-
ют о том, что одномерные модели достаточ-
но хорошо описывают течения во вторичном
тракте с точки зрения инженерной практи-
ки.

Двумерные модели полостей
Радиальная полость, в которой преоб-

ладает сквозное течение, может быть описа-
на при помощи одномерной модели, однако
для междисковых полостей КВД с характер-
ным циркуляционным течением необходимо

построение двумерных математических мо-
делей (рис. 3). Такой подход был реализован
в работе [7], однако полости рассматривались
в виде изолированных областей, не связан-
ных с остальными элементами вторичного
тракта. В настоящей работе 2D модели по-
лостей и 1D модели гидравлической сети
были интегрированы в единую расчётную
схему.

Для моделирования 2D течения в по-
лостях были построены расчётные сетки со
сгущением возле стенок, обеспечивающим
значения характерного параметра +Y  менее
3 (пограничный слой содержит достаточное
количество ячеек). Сетки с такими парамет-
рами позволяют достаточно точно рассчиты-
вать пограничный слой и находить распре-
деление коэффициента теплоотдачи по по-
верхности полости.

Согласование одномерной гидравли-
ческой сети и двумерных моделей полостей
(по давлению, температуре и скорости) про-
водится следующим образом. Для полости
строится расчётная сетка, содержащая об-
ласть циркуляционного течения I и область
II, прилегающую к валу (рис. 3). Область II
одновременно является ветвью гидравличес-
кой сети (кольцевой канал с нулевым трени-
ем на одной стенке), и поэтому 2D модель
полости и 1D модель канала будут иметь оди-
наковые граничные условия. После началь-
ного расчёта гидравлической сети определя-
ются параметры газа в её узлах, которые пе-

Рис. 3. Модель междисковой полости КВД
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редаются в виде граничных условий в дву-
мерную модель полости. По результатам дву-
мерного моделирования, если в этом есть
необходимость, проводится коррекция одно-
мерной модели канала II. Затем производит-
ся повторный расчёт гидравлической сети.

Необходимо отметить, что в междис-
ковых полостях экспериментально наблюда-
ется трёхмерная структура течения, вызван-
ная “эффектом плавучести газа” (области газа
с различными температурами начинают пе-
ремещаться в поле массовых сил) [5]. Одна-
ко для инженерных расчётов использование
трёхмерных моделей для учёта этого эффек-
та является нецелесообразным с точки
зрения вычислительных затрат. Возможным
решением является применение двумерных
моделей с модифицированными коэф-
фициентами для молекулярной вязкости

µµ n
lCRa=′  и  теплопроводности газа

λλ n
lCRa=′  [6], где С, n – эмпирические кон-

станты; lRa  – локальное число Рэлея, кото-
рое вычисляется по формуле:
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Построение гидравлической сети КВД
При построении гидравлической сети

вторичный тракт разбивается на типовые
элементы, которые образуют ветви сети, свя-
занные между собой узлами.

Для каждой ветви выполняется уравне-
ние, которое связывает значения давлений на
её концах [1, 8]:

2
j i j *i

2
i j j

P GP P ,
( ) ( ) 2 S цс

−− = ξθ ± ∆
π λ π λ ρ

(10)

где *( ) /P Pπ λ = ; ξ  – коэффициент гидрав-
лического сопротивления; S – площадь про-
ходного сечения; ρ  – плотность воздуха;
M  – число Маха; G – расход воздуха на вет-
ви; θ  – функция учёта сжимаемости [4].

Также в каждом внутреннем узле вы-
полняется второй закон Кирхгофа для рас-
ходов:

0i jG −Σ = . (11)

В результате получаем нелинейную си-
стему уравнений относительно неизвестных
давлений в узлах сети, решение которой вы-
полняем методом последовательных прибли-
жений. На первой итерации при ( )π λ =1 и

*
цсP∆ =0 получаем значения давления в узлах

сети, а также распределение расходов по вет-
вям. Далее для каждого типового элемента
решаем систему уравнений, описывающую
течение в данном элементе, после чего по-
лучаем значения давления, температуры и
закрутки на концах ветвей. В точках слия-
ния потоков проводится осреднение (по рас-
ходу) закрутки и полной температуры пото-
ков. Затем при тех же значениях давлений в
узлах проводится пересчёт типовых элемен-
тов. Процедура выполняется до тех пор, пока
значения закрутки и полной температуры не
установятся (разность значений на двух со-
седних итерациях будет меньше заданной
точности). Затем определяется вектор значе-

ний { ( )}π λ  и *{ P }цс∆ , решается система урав-
нений (10)-(11) с новыми коэффициентами
и т.д. до установления значений { ( )}π λ  и

*{ P }цс∆ .

Расчёт термонапряжённого
состояния КВД

При помощи разработанной методики
осуществлён расчёт коэффициента теплоот-
дачи и параметров газа во вторичном тракте
КВД, включая междисковые полости (рис. 4).
Параметры газа в основном тракте считались
известными. Полученные данные приложе-
ны в качестве граничных условий (третьего
рода) к конечно-элементной модели ротора
КВД, которая состоит из осесимметричных
элементов на дисках и плосконапряженных
элементов на лопатках.

После расчёта теплового состояния
ротора КВД проведён расчёт напряжённо-
деформируемого состояния (НДС) с учётом
тепловых и центробежных нагрузок по по-
лётному циклу. На рис. 5 показано переме-
щение ротора на взлётном режиме.

На основе решения задачи в квазиста-
ционарной постановке можно оценить зна-
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чения радиальных зазоров на различных ре-
жимах. Интерполируя значения коэффициен-
та теплоотдачи, температуры и давления
между стационарными точками, можно рас-
считать кинетику радиальных зазоров по
полётному циклу, что позволит предпринять
необходимые конструктивные решения по
минимизации зазоров ещё на стадии проек-
тирования.

Заключение
Разработана методика расчёта термо-

напряжённого состояния ротора КВД с учё-
том течения газа во вторичном тракте. Рас-
чёт вторичных потоков основан на построе-
нии эквивалентной одномерной гидравли-
ческой сети и двумерных моделей междис-
ковых полостей, что позволило получить

более точное распределение температуры и
коэффициента теплоотдачи. Одномерные и
двумерные модели согласованы по входным
и выходным параметрам. При помощи раз-
работанной методики рассчитано тепловое
и напряжённо-деформированное состояние
ротора КВД с уточнённым распределением
температуры и коэффициента теплоотдачи в
междисковых полостях.
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A method of calculating secondary flow on the basis of combining one-dimensional and two-dimensional flow
models is developed. This method permits us to obtain more accurate data about the distribution of the heat-transfer
coefficient and other secondary flow parameters. The data are used as boundary conditions for the calculation of the
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Современные методы численного ре-
шения задач пластического формообразова-
ния, например метод конечных элементов –
МКЭ, реализованные в большинстве CAE –
систем, требуют задания в качестве началь-
ных условий кинематики движения испол-
нительных органов деформирующего обору-
дования. Вместе с тем существует ряд типов
оборудования (высокоскоростные, паровоз-
душные молоты, некоторые кривошипные
прессы), у которых динамика движения ис-
полнительных органов в процессе штампов-
ки напрямую зависит от характера измене-
ния усилия формообразования и поэтому за-
ранее не может быть задана корректно. В осо-
бенности это замечание касается процессов
деформирования материалов, склонных к
скоростному упрочнению.

Высокоскоростная штамповка к пере-
численным обстоятельствам накладывает ряд
особенностей, связанных с действием инер-
ционных сил от движения массы металла в
очаге пластической деформации и падающих
частей молота.

В настоящей статье рассматривается
методика учёта динамических явлений при
расчёте энергосиловых и термомеханических
параметров формообразования при штам-
повке на молотах со свободно падающими
частями.

Известные теоретические методы рас-
чеёта указанных выше параметров произво-
дятся либо без изменения скорости дефор-

мирования во времени, либо требуют боль-
шого количества экспериментальных дан-
ных, получение которых затруднительно, а
их достоверность проблематична [1, 2].

Поставленная задача в общем виде ре-
шается, если возможно формализовать и
определить следующие величины, необходи-
мые для описания процесса деформирования
в динамике:

- начальную скорость формообразова-
ния, V0;

- максимальную (пиковую) скорость
деформирования, Vmax;

- время пика скорости деформирова-
ния, tmax;

- время всего процесса формообразова-
ния, tk;

- скорость и ускорение металла в очаге
пластической деформации в момент време-
ни, когда растягивающее усилие от действия
инерционных сил достигает максимума.

Если определена функциональная зави-
симость скорости движения падающих час-
тей молота от времени, то остальные пара-
метры рассчитываются в соответствии со
следующей методикой:

- задаются начальные условия (значе-
ния скорости деформирования в начальный
и конечный момент формообразования);

- выбирается вид аппроксимирующей
функции скорости от времени деформирова-
ния, тождественно удовлетворяющей началь-
ным условиям;

УДК 621.73 + 621.96

ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ ФОРМООБРАЗОВАНИЯ
ПРИ ШТАМПОВКЕ НА МОЛОТАХ СО СВОБОДНО ПАДАЮЩИМИ ЧАСТЯМИ

© 2011 И. Л. Шитарев, А. И. Хаймович

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Разработана методика, позволяющая аналитически найти закон движения падающих частей высокоско-
ростного молота в форме ряда Фурье. Выведенные закономерности позволяют рассчитать скорость и ускоре-
ние металла в любой точке очага пластической деформации в каждый момент времени протекания процесса.

Высокоскоростная штамповка, ряд Фурье, пластическая деформация, метод конечных элементов, CAE
– системы.
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- исходя из принципа минимума функ-
ционала мощности пластической деформа-
ции, находятся неизвестные коэффициенты,
входящие в аппроксимирующую скорость
функцию.

Условимся, что будем считать за стати-
ческие те параметры, которые получены при
нагружении со скоростями деформации в
пределах ξ = 10-1…10-6с-1, а за динамические
– со скоростями деформаций ξ = 10…104 с-1

и больше. На ударных копрах при одноос-
ном нагружении обычно ξ = 10…103 с-1

Как показали теоретические и экспери-
ментальные исследования, пластическая де-
формация материала, к которому приложена
импульсная нагрузка, превышающая стати-
ческий предел текучести, возникает не мгно-
венно, а через некоторое время [3]. Это яв-
ление, объясняемое теорией дислокаций и
получившее название «запаздывание текуче-
сти», приводит к тому, что в начальный мо-
мент времени нагружение отстаёт от момен-
та приложения нагрузки на величину θ
(рис. 1).

С математической точки зрения это оз-
начает, что в начальный момент времени при
импульсном нагружении скорость падающих
частей становится равной 0.

Согласно принятой методике, разрабо-
таем математическую модель движения па-
дающих частей молота.

Представим скорость деформирования
в виде зависимости

max)( Vtvv = , (1)

где ν(t) - временная функция, 1)(0 ≤≤ tν .
Очевидно, что ν(t) должна удовлетво-

рять следующим начальным условиям:

1

0, 0,
( )

0,  ,
t

t
t t

ν
=

=  =
(2)

где t1 - время деформирования.
Наиболее часто используемый метод

аналитического представления функций, по-
добных ν(t), - разложение в ряд Фурье [4] по
системе линейно независимых функций ϕi(t),
удовлетворяющих начальным условиям (2).

Например, 
1

( ) sini
tt i
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ϕ π
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.

В соответствии с (1) имеем
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π
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=  
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∑ (3)

Коэффициенты Ci в (3) , определяющие
форму и характер движения падающих час-
тей молота при деформировании, зависят от
геометрии очага пластической деформации.

Рассмотрим задачу аналитического оп-
ределения значений Ci  в (3), исходя из прин-
ципа минимума мощности пластической де-
формации в каждый момент времени дефор-
мирования. В соответствии с данным прин-
ципом определим Ci  из условия, что ν(t) -
многочлен лучшего среднеквадратичного
приближения.

Для расчёта коэффициентов разложе-
ния ν(t)  в ряд (3) методом наименьших квад-
ратов (МНК) составим уравнение движения
падающих частей молота, представляющее

равнодействующую всех сил: 0=Σ(t)F ),
приложенных к центру тяжести бойка молота:
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max
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,
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Рис. 1. Запаздывание текучести при ударе
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где prM  - масса металла в очаге пластичес-
кой деформации, приведённая к скорости
бойка молота; bm  - масса падающих частей

бойка; (t)Fd  - приложенное к бойку усилие

деформирования в момент времени t; (t)Fp  -
усилие от действия потенциальных сил, воз-
никших в начальной стадии деформирования
(после удара), которое разгоняет боёк после
удара; ρ - плотность, nv  - проекция скорости
элементарного объёма dV в очаге пластичес-
кой деформации на направление деформиро-

вания; ∑
=









=

∂
∂ n

i k
i

k t
tiiC

tt
v(t)

1
cos ππ

 - ускорение

движения падающих частей молота.
Запишем (4) в приведённом виде:
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Тогда согласно МНК [4] коэффициен-
ты Ci, i=1,...,n определяются из системы n ли-
нейных алгебраических уравнений:
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Система уравнений 6 является нормаль-
ной, в ней приняты следующие обозначения:

1
2 2
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Поскольку функция ( )f t неизвестна, тоо

определим ),( mi mi ϕϕ  и ),( iif ϕ   численным
методом в итерационном процессе.

Представим, что ( )f t  аппроксимирует-
ся полиномом ( )g t  степени p (например,
интерполяционным многочленом Лаг-
ранжа), где p – сколь угодно большое нату-
ральное число. В этом случае для любого

1,0 , 0,...,k kt t t k p≤ ≤ = :
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(9)

Поскольку по определению существу-

ет производная p-1 порядка ( 1)( ) pg t − , то ( )g t
разлагается в быстро сходящийся ряд Фурье
с коэффициентами iC  такими, что | |iC  с ро-
стом i убывает не медленнее, чем

1 , 0, 1...
| |p

A i
i − = ±  [5]. Отсюда следует оценкаа

сходимости разложения ( )g t :
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В соответствии с (9) зависимости (7) и
(8) принимают вид
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Обозначим через 1 1( ),0 ( ) ( )h t h t h h t≤ ≤ =
текущую величину хода падающих частей.
Учитывая (3), (9), определим ( )kh t :
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Пусть коэффициенты ( )i nC  - вектор

n-го приближения к iC . Покажем, что при

увеличении n ( )i n iC C→ . Здесь и далее ин-
дексами (n) обозначены переменные, значе-
ния которых получены в n-ой итерации. Из
зависимости (13) получаем n-ую итерацию
для времени деформирования 1t :

1
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2 1 ( 1)
max ( 1)

0
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+∑
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В (14) максимальная скорость формо-
образования определяется из условия балан-
са энергии.
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В зависимости (15) время достижения
пика скорости max ( 1)( ) nV −  обозначается как

max ( 1)( ) nt − . Оно определяется из условия

max ( 1)(( ) )
0nv t

t
−∂

=
∂

. wA ( t )  - работа формооб-

разования, совершённая к моменту времени
t. Согласно зависимости (15) разгон бойка
молота до скорости maxV , происходящий подд

действием потенциального усилия pF (t) , к

моменту времени  maxt  закончен. Дальнейшее
деформирование происходит за счёт накоп-
ленной кинетической энергии масс prM  и

bm .
Определим деформирующее усилие
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Для больших значений p заменяем про-
изводные в (16) конечными разностями, в
результате чего получаем
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Потенциальное усилие ( )p kF t  при ус-

ловии maxkt t>  равно 0. Следовательно, не-

известные коэффициенты ( )i nC  целесообраз-

но определять при значениях max( 1)
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Последняя зависимость после подста-
новки значений всех множителей принима-
ет вид:
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Зависимости (3, 12-15, 19), формулы

для вычисления работы формообразования
( )wA h  для статических условий деформиро-

вания  при подстановке в (6) образуют замк-
нутую систему линейных уравнений с неиз-

вестными коэффициентами Ci(n) , 1i ,N= .
Если для найденных из системы (6)

коэффициентов Ci(n) в соответствии с (10)
выполняются соотношения
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то итерационный процесс определения ко-
эффициентов ( )i nC  с заданным априори  век-
тором начальных приближений Ci(0) будет
сходящимся.

На рис. 2 представлены значения удель-
ного усилия деформирования dF , рассчитан-
ные по изложенной методике для высокоско-
ростной осадки цилиндрических образцов в
зависимости от начальной скорости дефор-
мирования и относительного времени дефор-

мирования 
1

t
t

.

Эксперименты  по высокоскоростной
осадке цилиндрических образцов с регист-
рацией скорости осаждения на осциллогра-
фе показали, что отношения коэффициентов
разложения удовлетворяют условию

1

2i

i

C
C +

≈   для первых членов ряда разложе-

ния. Аналитически при векторе начальных
значений с подобным соотношением (0)iC  =

= (0.7, -0.3,…,0), где 
1

(0) 1(0)
1 p

i i
iC C

i

−

+

+ = − 
 

была достигнута сходимость за 10…15 ите-
раций.

Выводы
1. Разработана методика,  позволяющая

аналитически найти закон движения падаю-
щих частей высокоскоростного молота в
форме ряда Фурье.

2. Выведенные закономерности позво-
ляют рассчитать скорость и ускорение метал-
ла в любой точке очага пластической дефор-
мации в каждый момент времени протека-
ния процесса, что необходимо для числен-
ных и аналитических расчётов параметров
технологических процессов с учётом скоро-
стного фактора.

Рис. 2. График зависимости удельного усилия dF  от относительного времени деформирования 
1

t
t
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1. Пропуски воспламенения
Пропуски воспламенения возникают по

следующим причинам:
-  при большом обеднении топливовоз-

душной смеси α >> 1 (возможные причины:
нарушение дозирования топлива из-за засо-
рения жиклёра электромагнитной форсунки
или её неисправности, неисправности дат-
чика массового расхода воздуха (ДМРВ),
подсос воздуха из атмосферы во впускной
системе между ДМРВ и впускным клапаном
и т.д.);

- при большом обогащении топливо-
воздушной смеси α << 1 (возможные причи-
ны: заливает топливом свечу зажигания из-
за неисправности электромагнитной форсун-
ки, неисправность ДМРВ, подсос воздуха из
атмосферы в выпускной системе между вы-
пускными клапанами и управляющим датчи-
ком содержания кислорода в отработавших
газах, неисправность в системе подогрева
газового редуктора или недостаточный рас-
ход охлаждающей жидкости, подаваемой в
газовый редуктор, особенно в холодный пе-
риод времени. Например, для пропан-бута-
на подогрев редуктора необходимо брать от
шлангов, идущих к отопителю салона, а не
соединять его последовательно с обогревом
дроссельного патрубка, где расход охлажда-

ющей жидкости не велик из-за малого сече-
ния отверстий для её прохода в корпусе дрос-
сельного патрубка. Если в летний период
времени этого расхода охлаждающей жидко-
сти и будет достаточно для испарения про-
пан-бутана, то в холода начнутся проблемы
с устойчивостью работы ДВС);

- при неисправности свечи зажигания
(возможные причины: увеличенный или
уменьшенный зазор между электродами по
сравнению с рекомендуемым, трещина на
изоляторе, проскакивание искры по корпусу
при рабочем давлении в камере сгорания,
отложения загрязняющих веществ на элект-
родах и изоляторе);

- при неисправности высоковольтных
проводов (возможные причины: выгорание
внутреннего проводника с появлением в нём
зазора, пробой через изоляцию на массу);

- при неисправности катушки зажига-
ния (возможные причины: межвитковые
внутренние замыкания, снижающие высоко-
вольтное напряжение, возникновение внут-
реннего обрыва провода катушки из-за тер-
мических напряжений между проводом и
эпоксидной смолой, используемой для его
заливки в корпусе) [1];

- из-за негерметичности впускного или

УДК 621.431

РАБОТА ЭЛЕКТРОННОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ДВИГАТЕЛЕМ
ВНУТРЕННЕГО СГОРАНИЯ С ИСКРОВЫМ ЗАЖИГАНИЕМ

НА ГАЗОВОМ ТОПЛИВЕ ПРИ ПРОПУСКАХ ВОСПЛАМЕНЕНИЯ

© 2011 В. А. Шишков

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Рассмотрена работа двигателя внутреннего сгорания (ДВС) с искровым зажиганием с электронной сис-
темой управления при пропусках воспламенения как на бензине, так и на газовом топливе. Показано отрица-
тельное воздействие пропусков воспламенения на работу двигателя на обоих видах топлива. Описан алгоритм
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мы управления ДВС. Предложены пути совершенствования алгоритма управления ДВС при пропусках вос-
пламенения при работе на газовом топливе и возможности обратного переключения на бензин цилиндров, в
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выпускного клапанов, что снижает компрес-
сию в цилиндре;

- при нарушении фазы впрыска топли-
ва (возможные причины: периодические
сбои в работе датчика положения коленча-
того вала из-за увеличенного зазора между
датчиком и зубчатым шкивом или из-за пло-
хого контакта в соединениях колодок жгута
проводов, или из-за нарушения изоляции
провода, идущего от датчика, обрыв или над-
рыв резинового демпфера в зубчатом шки-
ве);

- при нарушении фазы зажигания [1] и
т. д.

Пропуски воспламенения опасны для
двигателей, имеющих электронную систему
управления с обратной связью по сигналу
датчика кислорода в отработавших газах.  В
этом случае, при возникновении пропуска
воспламенения в одном из цилиндров в от-
работавших газах, датчик кислорода обнару-
живает избыток кислорода в отработавших
газах, что, в свою очередь, приводит к уве-
личению топливоподачи в соседние нормаль-
но работающие цилиндры. Работа двигате-
ля нарушается, он не выполняет норм по ток-
сичности отработавших газов. По европейс-
ким нормам Евро-3 и Евро-4 допускается до
2 % пропусков воспламенения, при этом ток-
сичность отработавших газов должна укла-
дываться в соответствующие нормы. При
увеличении пропусков воспламенения более
2 % электронный блок управления отключа-
ет данный цилиндр, при этом в нём прекра-
щается топливоподача и для некоторых ДВС
зажигание, а управление двигателем по сиг-
налу датчика кислорода выключается для
нормальной работы других цилиндров (дан-
ная функция реализована не на всех моделях
автомобилей). После останова и последую-
щего пуска двигателя топливоподача и зажи-
гание в неисправном цилиндре восстанавли-
ваются, но если пропуски зажигания повто-
ряются, то снова происходит его отключение.

2. Пропуски воспламенения
при работе на газовом топливе
Очень часто при установке газобаллон-

ного оборудования (ГБО) 4-го поколения с
электромагнитными газовыми форсунками
возникают пропуски воспламенения или из-

за неисправности одной из газовых форсу-
нок, или при значительном отклонении че-
рез неё расхода газа от номинального значе-
ния [2]. Это приводит к отключению одного
из цилиндров. Внешне дефект проявляется
в неустойчивой работе двигателя и резком
изменении содержания кислорода в отрабо-
тавших газах (сигнал с датчика кислорода
обычно показывает переобогащение топли-
вовоздушной смеси, если увеличение топли-
воподачи на другие цилиндры произошло до
момента отключения данного цилиндра, или
показывает переобеднение топливовоздуш-
ной смеси, если отключение цилиндра по
пропускам воспламенения произошло до
увеличения топливоподачи на другие цилин-
дры). В этом случае нормальная настройка
газовой системы с помощью автоматической
калибровки становится невозможной. Обо-
рудование для проверки расхода газа через
электромагнитные форсунки у многих уста-
новщиков ГБО отсутствует, поэтому им
сложно понять причину отключения одного
из цилиндров. Этого не было бы, если бы
качество производимых газовых форсунок от
поставщика было стабильным.

Для быстрого определения причин не-
устойчивой работы двигателя на газовом топ-
ливе необходимо:

- остановить ДВС;
- переключить работу ДВС с газа на

бензин;
- выполнить пуск ДВС на бензине и

проработать на режиме холостого хода
10…15 минут;

- выполнить  диагностику работы элек-
тронной системы управления ДВС с помо-
щью диагностического тестера (Tech,
ДСТ-2, Мотор тестер и т.д.) на бензине; если
замечаний не обнаружено, то переключить-
ся на газ; если обнаружены пропуски воспла-
менения при работе на бензине, то необхо-
димо определить их причину и устранить, а
затем выполнить автоматическую калибров-
ку и проверки при работе ДВС на газовом
топливе;

- если возникла неустойчивая работа
ДВС на газе, то необходимо выполнить ди-
агностику электронной системы управления
при работе на газе с помощью диагностичес-



165

Машиностроение и энергетика

кого тестера (Tech, ДСТ-2, Мотор тестер и
т. д.); если прибор обнаружил код ошибки
по пропускам зажигания, то по номеру ошиб-
ки определить номер цилиндра, в котором
это произошло;

- если ДВС работает на бензине без за-
мечаний, то основной причиной отключения
одного из его цилиндров при работе на газе
является нарушение в нём газовой подачи,
т.е. необходимо провести проверку расход-
ных характеристик газовых форсунок на спе-
циализированном стенде. Неисправную га-
зовую форсунку заменить на новую или в
случае возможности настройки выполнить
её. При этом отклонение между расходными
характеристиками форсунок, установленных
на одном двигателе, не должно быть более
5 %. При больших значениях отклонений вы-
полнить их настройку или заменить на новые.

Необходимо отметить, что некоторые
модели автомобилей, изготовленные под
нормы токсичности Евро-2, не имеют в ал-
горитме управления ДВС функции отключе-
ния цилиндра, в котором происходят пропус-
ки воспламенения. Поэтому в этом случае
диагностика ДВС с помощью тестеров при
работе на бензине и газе не сможет опреде-
лить эту неисправность. В этом случае сиг-
нал с датчика кислорода будет показывать
обеднение топливовоздушной смеси, что
приведёт к ещё большей неустойчивости ра-
боты ДВС на газовом топливе из-за переобо-
гащения топливовоздушной смеси на других
цилиндрах. Это, в свою очередь, приведёт к
повышенному расходу топлива примерно на
25 %. В этом случае токсичность отработав-
ших газов не будет соответствовать нормам
Евро-2, но перегрева выпускной системы и
нейтрализатора не будет, т.к. избыток топли-
ва заберёт часть их теплоты на теплоту ис-
парения и на разложение углеводородов на
лёгкие фракции. При этом есть вероятность
отложения тяжёлых фракций углеводородов
на внутренних поверхностях элемента нейт-
рализатора, что приведёт к повышенному
выбросу углеводородов СН и окисла углеро-
да СО. Для последующего восстановления
эффективности нейтрализатора необходимо
устранить неисправности, связанные с про-
пусками воспламенения, и «прожечь» нейт-

рализатор от отложений углеводородов, про-
ехав по загородной трассе со средней нагруз-
кой на экономичном режиме движения со
скоростью от 80 до 100 км/ч расстояние от
20 до 60 км. Этот способ позволяет очистить
нейтрализатор от отложений углеводородов
только в том случае, если период эксплуата-
ции автомобиля с пропусками воспламене-
ния был невелик. При движении с макси-
мальной нагрузкой со скоростью более 120
км/ч двигатель работает на обогащённой топ-
ливовоздушной смеси, что не способствует
очистке нейтрализатора от отложений угле-
водородов.

Вероятность возникновения пропусков
воспламенения при добавках газообразного
водорода в бензин или газообразное топли-
во снижается из-за малой энергии вспышки
смеси водорода с воздухом. Молекулы водо-
рода в смеси с молекулами кислорода в воз-
духе являются активными центрами воспла-
менения всей топливовоздушной смеси.

Вероятность возникновения пропусков
воспламенения при работе ДВС на углево-
дородном газовом топливе (компримирован-
ный природный газ (КПГ), пропан-бутан),
наоборот, значительно выше из-за того, что
для воспламенения газовой топливовоздуш-
ной смеси (КПГ-воздух, пропан-бутан-воз-
дух) требуется большая энергия искрового
разряда на свече зажигания, т.к. температура
вспышки этих смесей значительно выше, чем
температура вспышки паров бензина с воз-
духом. Поэтому, если газовые форсунки име-
ют расходные характеристики в поле допус-
ка, то причиной возникновения пропусков
воспламенения может быть или система за-
жигания, или недостаточный подогрев, или
наличие жидкой газовой фазы (для пропан-
бутана) на выходе из редуктора. Перегрев газа
на входе в газовую рампу может также при-
вести к пропускам воспламенения из-за зна-
чительного обеднения газовоздушной смеси
при снижении его плотности в зависимости
от температуры. Для быстрого поиска неис-
правности диагностику системы зажигания
необходимо выполнять при работе на бензи-
не в соответствии с инструкцией по ремонту
и обслуживанию конкретного двигателя и
автомобиля.
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Особое внимание необходимо уделить
датчикам температуры и давления газа в рам-
пе форсунок, т.к. по величине их сигналов
ведётся коррекция топливоподачи в ДВС.
Если показания этих датчиков не соответ-
ствуют реальной температуре и давлению
газа, то газовоздушная смесь может оказаться
переобеднённой или переобогащённой, что,
в свою очередь, также может привести к не-
устойчивой работе ДВС и к пропускам вос-
пламенения. Инерционность датчика темпе-
ратуры обычно составляет около 2…3 с, а
это означает, что наличие двухфазного пото-
ка газа на входе в рампу форсунок происхо-
дит неверная коррекция топливоподачи в
электронном блоке управления ДВС. Неко-
торые датчики температуры газа на входе в
рампу форсунок имеют пластмассовый кор-
пус, что увеличивает их инерционность до
5 с. Кроме этого, необходимо правильно ус-
танавливать рампу газовых форсунок и дат-
чики температуры и давления газа на входе
в моторном отсеке на конкретном автомоби-
ле. Если датчик температуры будет обдувать-
ся встречным потоком воздуха, то показания
его изменяются и коррекция топливоподачи
нарушается. Это особенно заметно в холод-
ный период времени, когда по этой причине
может возникнуть неустойчивая работа ДВС,
приводящая к пропускам воспламенения или
повышенной неполноте сгорания из-за обед-
нения газовоздушной смеси, а в жаркий пе-
риод времени, наоборот, к переобогащению.
Поэтому датчик температуры газа в рампе
форсунок должен быть расположен в такой
зоне моторного отсека, в которой на него
будет минимальное воздействие внешних
факторов (набегающий поток воздуха, влия-
ние температуры нагретых частей двигате-
ля, попадание атмосферных осадков).

3. Алгоритм обнаружения
пропусков воспламенения

При работе на газовом топливе алго-
ритм такой же, как и при работе на бензине.
Построение этого алгоритма зависит от на-
личия одного или нескольких необходимых
датчиков на ДВС:

- датчик положения коленчатого вала;
- датчик детонации;
- датчик давления в камере сгорания;

- датчик ионных токов при сгорании
топливовоздушной смеси;

- датчик температуры в камере сгора-
ния.

3.1. При наличии датчика положения
коленчатого вала пропуски воспламенения
в одном из цилиндров ДВС определяются по
знаку (отрицательный или положительный)
и величине модуля скорости изменения час-
тоты вращения коленчатого вала (или при-
равнивая к нулю вторую производную (ус-
корение) частоты вращения коленчатого вала
по времени) или знаку и величине измене-
ния крутящего момента. Условия пропуска
воспламенения:
| dn/dt | < nt     и (или)   Mкр < Mt ,
где dn/dt - величина скорости изменения ча-
стоты вращения коленчатого вала;
nt = f(dβ/dt; n; Gв) – некоторая граничная фун-
кция скорости изменения частоты вращения
коленчатого вала, зависящая от скорости
нажатия на педаль акселератора dβ/dt, час-
тоты вращения коленчатого вала n и расхода
воздуха Gв (нагрузки) через ДВС. Значение
nt на стационарном режиме может быть, на-
пример, 25…100  1/мин/с, а для режима ус-
корения, например, 0…25  1/мин/с, причём
диапазоны этих значений больше примерно
на 10…25 % для двигателя, работающего на
газе, по сравнению с двигателем, работаю-
щим на бензине; Mкр = f(γ) - величина макси-
мального крутящего момента каждого ци-
линдра является функцией угла положения
коленчатого вала γ; Mt = f(dβ/dt; n; Gв) – не-
которая граничная функция изменения кру-
тящего момента, зависящая от скорости на-
жатия на педаль акселератора dβ/dt , часто-
ты вращения коленчатого вала  n  и расхода
воздуха Gв (нагрузки) через ДВС. Для каж-
дого конкретного двигателя значения этой
функции на стационарном режиме и режиме
ускорения также будут различны, причём ди-
апазоны этих значений больше примерно на
10…25% для двигателя, работающего на газе,
по сравнению с двигателем, работающим на
бензине. Последнее, в свою очередь, связа-
но с конкретным снижением мощности и
крутящего момента при переключении с бен-
зина на газовое топливо. Для двигателя с
наддувом цилиндров или с увеличенной сте-
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пенью сжатия для работы на газе диапазоны
граничных функций будут аналогичны тем,
которые определены для двигателя, работа-
ющего на бензине, т.к. изменение мощности
и крутящего момента при переходе с одного
вида топлива на другое незначительно.

Изменение частоты вращения коленча-
того вала при пропуске воспламенения по-
казано на рис. 1, а изменение крутящего мо-
мента при работе всех 4 цилиндров - на рис.2.

Если педаль акселератора находится в
стационарном положении β = const (β – угол
положения педали акселератора) или в ре-
жиме нажатия dβ /dt > 0, то при возникнове-
нии пропуска воспламенения в одном из ци-
линдров на постоянном режиме возникнет
кратковременный провал частоты вращения,
а на режиме ускорения он не даст прироста

этой частоты вращения, т.е. или будет про-
вал по величине крутящего момента на ста-
ционарном режиме, или он не возрастёт при
ускорении по сравнению с работой преды-
дущего и последующего рабочих ходов со-
ответствующих цилиндров, т.е. (dn/dt) – от-
рицательное или равное 0, а в предыдущем
(dn/dt)-1 и последующем (dn/dt)+1  - положи-
тельные.

Для стационарного режима работы
ДВС (рис. 2) при пропуске воспламенения
или при вялом сгорании газовоздушной сме-
си в одном из цилиндров произойдёт сниже-
ние максимального значения крутящего мо-
мента (например, при углах положения ко-
ленчатого вала 130 градусов от верхней мёр-
твой точки (ВМТ) для 1-го цилиндра, 310
градусов для 3-го цилиндра, 490 градусов для

Рис. 1. Изменение частоты вращения коленчатого вала по времени при пропуске воспламенения
на стационарном режиме и при увеличении режима работы ДВС:

1 – пропуск воспламенения на стационарном режиме при постоянной частоте вращения
коленчатого вала; 2 – пропуск воспламенения при увеличении режима работы двигателя

 
 n 
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Рис. 2. Суммарный крутящий момент в зависимости от угла положения коленчатого вала γ
на одном из режимов работы (n = const, Gв = const) для 4-цилиндрового ДВС
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4-го цилиндра и 670 градусов для 2-го ци-
линдра, если порядок работы цилиндров
1-3-4-2) с 11,3 кН⋅м до значения ниже гра-
ничного Mt.

Кроме того, при обнаружении провала
крутящего момента в момент рабочего хода
одного из цилиндров или отсутствия его при-
роста в режиме ускорения электронный блок
управления определяет номер этого цилинд-
ра и далее ведёт в нём счёт количества про-
пусков воспламенения. При достижении 2 %
пропусков воспламенения электронный блок
управления отключает топливоподачу через
форсунку в данный цилиндр, подачу зажига-
ния в нём, а также отключает обратную связь
по сигналу с датчика кислорода в отработав-
ших газах. Если педаль акселератора в ре-
жиме сброса газа dβ /dt < 0, то происходит
кратковременная отсечка топливоподачи с
последующим её восстановлением до режи-
ма, соответствующего конечному положе-
нию педали акселератора. В этом случае ал-
горитм обнаружения пропусков воспламене-
ния необходимо отключить, чтобы не было
ложных отключений цилиндров.

3.2. При наличии датчика детонации
его сигнал также можно использовать в ка-
честве исходного для обнаружения пропус-
ков воспламенения в цилиндрах ДВС или в
дополнение к сигналу датчика положения
коленчатого вала, описанного выше, для по-
вышения достоверности определения про-
пуска воспламенения.

Сигнал с датчика детонации в этом слу-
чае пропускается через специальный фильтр
в соответствии с частотой вращения колен-
чатого вала ДВС. По величине амплитуды и
частоте колебаний во время рабочего хода
соответствующего цилиндра определяют
наличие пропуска воспламенения или вяло-
го горения с высокой неполнотой сгорания
путём сравнивания значения амплитуды с
некоторой граничной функцией. Граничную
функцию можно определить эксперимен-
тальным путём изменения неполноты сгора-
ния в цилиндре ДВС при изменении величи-
ны обеднения и обогащения газовоздушной
смеси вплоть до получения пропуска воспла-
менения при разных температурах охлажда-
ющей жидкости и различных внешних усло-
виях. Если величина амплитуды Адд сигнала
с датчика детонации ниже величины Аf гра-
ничной функции при соответствующих вне-
шних условиях, то в данном цилиндре на-
блюдается пропуск воспламенения. Для про-
цесса вялого горения для различной непол-
ноты сгорания газовоздушной смеси можно
установить свою граничную функцию. На
рис. 3 схематично показана возможность
определения пропуска воспламенения с по-
мощью  сигнала с датчика детонации.

Необходимо отметить, что желательно
использование сигнала с датчика детонации
для обнаружения пропусков воспламенения
совместно с сигналом датчика неровной до-
роги, что обеспечит наиболее точное опре-

Рис. 3. Изменение амплитуды сигнала датчика детонации по углу положения
коленчатого вала или по времени при пропуске воспламенения:

Af - граница амплитуды сигнала датчика детонации для обнаружения пропуска воспламенения;
1 - нормальный процесс сгорания газовоздушной смеси в цилиндре; 2 – вялый процесс горения

с большой неполнотой сгорания; 3 – пропуск воспламенения при работе ДВС
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деление пропуска воспламенения или вяло-
го горения с высокой неполнотой сгорания
с высокой вероятностью. Номер цилиндра,
в котором наблюдается пропуск воспламене-
ния, определяется при помощи синхрониза-
ции сигналов с датчиков детонации и неров-
ной дороги с фазой рабочего хода соответ-
ствующего цилиндра, которая, в свою оче-
редь, может быть определена или по фазе
сигнала с датчика положения коленчатого
вала или по фазе впрыска топлива в соот-
ветствующий цилиндр ДВС.

3.3. При наличии датчика давления
в камере сгорания пропуск воспламенения
можно определить по отсутствию или недо-
статочному росту давления pe в процессе го-
рения топливовоздушной смеси в цилиндре,
если был осуществлён впрыск топлива в этот
цилиндр и соответственно подано зажига-
ние. Условие пропуска воспламенения:
pгр > pe ,
где pгр = f(ε; γ; Tатм; Tдвс; pатм; h; η; Хт; ηсг
и т. д.) - некоторая граничная функция, зави-
сящая от степени сжатия ε, угла положения
коленчатого вала г, температуры атмосферы
Tатм, температуры двигателя Tдвс, атмосфер-
ного давления pатм, влажности атмосферно-
го воздуха h, коэффициента наполнения ци-
линдров топливовоздушной смесью η, хими-
ческого состава топлива [3] и продуктов сго-
рания Хт, полноты сгорания топливовоздуш-
ной смеси ηсг и других параметров.

Уровень граничной функции по давле-
нию в камере сгорания при работе на газо-
вом топливе по сравнению с работой на бен-
зине будет ниже, если не предусмотрен над-
дув цилиндров или увеличение степени сжа-
тия при работе на газовом топливе.

На рис. 4 схематично показано измене-
ние давления в камере сгорания ДВС при
нормальном горении и при пропуске воспла-
менения или вялом неполном сгорании топ-
ливовоздушной смеси.

Для улучшения достоверности опреде-
ления пропуска воспламенения или вялого
горения необходимо сравнить величину ско-
рости увеличения давления в камере сгора-
ния  в процессе горения топливовоздушной
смеси с некоторой граничной функцией:

pt > dpe /dt  и (или)  pt > dpe /dγ ,

где dγ – изменение угла положения коленча-
того вала в процессе горения топливовоз-
душной смеси в цилиндре; pt = f(ε; γ; Tатм;
Tдвс; pатм; h; η; Хт и т. д.) - некоторая гранич-
ная функция, зависящая от степени сжатия
ε, угла положения коленчатого вала γ, тем-
пературы атмосферы Tатм, температуры дви-
гателя Tдвс, атмосферного давления pатм,
влажности атмосферного воздуха h, коэффи-
циента наполнения цилиндров топливовоз-
душной смесью η, химического состава топ-
лива и продуктов сгорания Хт и других пара-
метров.

Рис. 4. Изменение давления в камере сгорания в процессе горения топливовоздушной смеси
по углу положения коленчатого вала относительно верхней мертвой точки поршня:

1 – изменение давления при нормальном горении топливовоздушной смеси; 2 – изменение давления
при пропуске воспламенения или вялом неполном сгорании
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При отсутствии впрыска топлива и от-
сутствии сигнала на зажигание при отсечке
в режиме сброса газа алгоритм обнаружения
пропусков воспламенения выключается.

3.4. При наличии датчика ионных
токов в камере сгорания пропуски воспла-
менения определяются по величине этого
тока в сравнении с некоторой функцией. Ус-
ловие пропуска воспламенения в этом слу-
чае:

Iгр > I,

где Iгр = f(γ; Tг; Ui; pе; h; Хт; ηсг) - некоторая
граничная функция ионного тока, зависящая
от угла положения коленчатого вала γ, тем-
пературы горения топливовоздушной смеси
Tг, величины напряжения на датчике ионных
токов Ui, давления в камере сгорания в про-
цессе горения топливовоздушной смеси pе,
влажности атмосферного воздуха h, химичес-
кого состава топлива и продуктов сгорания
Хт, полноты сгорания топливовоздушной
смеси ηсг и других параметров.

Изменение ионного тока при нормаль-
ном горении и при пропуске воспламенения
или вялом неполном сгорании топливовоз-
душной смеси показано на рис. 5.

По аналогии с датчиком давления в ка-
мере сгорания для большей достоверности
обнаружения пропуска воспламенения мож-
но ввести дополнительное условие по про-
верке скорости нарастания ионного тока
dI/dt (или dI/dγ) в процессе горения топли-
вовоздушной смеси в сравнении с некоторой
граничной функцией.

3.5. При наличии датчика темпера-
туры в камере сгорания пропуски воспла-
менения определяют по уровню средней тем-
пературы во всём объёме камеры сгорания в
процессе горения топливовоздушной смеси
в сравнении с некоторой граничной функци-
ей. Условие пропуска воспламенения в этом
случае:

Тгр > Тпг,

где Тгр – граничная функция режима работы
ДВС, состава топливовоздушной смеси, вида
топлива и внешних условий; Тпг – темпера-
тура продуктов сгорания в определённом
диапазоне углов положения коленчатого вала
γ в процессе горения топливовоздушной сме-
си.

Графическое изображение данного ус-
ловия обнаружения пропуска воспламенения
похоже на условие с ионными токами
(рис. 4).

Все граничные функции для любого из
вышеназванных датчиков можно определить
экспериментальным путём. Для этого опре-
деляются значения функций ∆n, ∆Мкр, pe, I,
Тпг на всех режимах работы ДВС, а затем вво-
дят граничные функции, отличающиеся от
этих параметров на 5…20 % в зависимости
от конкретного двигателя и режима его ра-
боты.

Граничные функции можно определить
и расчётным путём при расчёте параметров
ДВС, делая запас по этим параметрам в
5…20 % в зависимости от конкретного дви-
гателя и режима его работы. Но в этом слу-

Рис. 5. Изменение ионного тока в камере сгорания в процессе горения топливовоздушной смеси:
1 – изменение ионного тока при нормальном горении топливовоздушной смеси;

2 – изменение ионного тока при пропуске воспламенения или вялом не полном сгорании
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чае потребуется экспериментальная провер-
ка полученных граничных функций, что фак-
тически по затратам окажется выше, чем
прямое экспериментальное их определение.

Граничные функции для различных га-
зовых топлив и бензинов, а также различ-
ных двигателей отличаются друг от друга
разным уровнем их протекания в зависимо-
сти от соответствующих параметров.

Работы по внедрению в систему управ-
ления ДВС последних трёх вышеназванных
датчиков только начинаются и имеют боль-
шую перспективу, т.к. могут решить много
проблем, связанных с точностью дозирова-
ния топлива, точностью процесса управле-
ния режимом ДВС, оптимизацией парамет-
ров ДВС, снижением расхода топлива, сни-
жением токсичности отработавших газов и
т.д. Для этого требуется разработать практи-
чески новый алгоритм управления ДВС.

4. Развитие алгоритма управления
ДВС при работе на бензине и газе
Перспективным является алгоритм, в

котором при обнаружении пропусков воспла-
менения при работе на газовом топливе бо-
лее 2 % вместо отключения данного цилин-
дра его переключают на работу на бензине.
При этом выдаётся код ошибки, по которо-
му можно определить его номер для после-
дующего устранения неисправности. В этом
варианте двигатель будет работать без заме-
чаний на всех цилиндрах, если причина про-
пуска воспламенения не в системе зажига-
ния, а в системе газовой подачи. Если про-
пуски воспламенения в цилиндре, переведён-
ном на работу с газа на бензин, продолжа-
ются, то только в этом случае происходит
отключение из работы данного цилиндра с
отключением управления по обратной связи
с управляющего датчика содержания кисло-
рода в отработавших газах.

Для снижения влияния неравномерных
нагрузок при возвратно-поступательных дви-
жениях, снижения механического износа
шатунно-поршневой группы (ШПГ) и веро-
ятности её механических повреждений при
работе двигателя с одним выключенным ци-
линдром включают режим ограничения мощ-
ности и крутящего момента. Этот алгоритм
позволит во многих случаях нормально пе-

редвигаться автомобилю до станции техни-
ческого обслуживания для устранения дефек-
та в системе подачи газового топлива. При
выполнении автоматической калибровки га-
зового электронного блока управления рабо-
ты ДВС данный алгоритм необходимо вык-
лючать, чтобы он не вмешивался в форми-
рование коэффициентов газовой подачи при
возможных пропусках воспламенения или
вялом неполном сгорании топливовоздуш-
ной смеси. После выполнения автоматичес-
кой калибровки газового контура этот алго-
ритм включают и выполняют проверку его
работы путём выключения подачи газа на
одной из электромагнитных форсунок, при
этом должна включиться в работу соответ-
ствующая бензиновая форсунка. В этом слу-
чае нет необходимости ограничения режима
работы двигателя по мощности и крутяще-
му моменту.

При возникновении пропуска воспла-
менения или вялого неполного сгорания га-
зовоздушной смеси по причинам её пере-
обеднения или переобогащения в одном или
нескольких цилиндрах представляется воз-
можность введения в алгоритм управления
функции самообучения электронного блока
управления по топливоподаче в данные ци-
линдры. Сущность этого алгоритма заклю-
чается в том, что отключение цилиндра при
пропусках воспламенения происходит пос-
ле проведения операций по изменению обед-
нения или обогащения газовоздушной сме-
си на определённый промежуток времени с
определением количества процентов пропус-
ков воспламенения в данном цилиндре. Если
этот процент снижается при определённом
составе смеси, например, менее 2 %, то от-
ключение цилиндра не происходит, а проис-
ходит запоминание коэффициента коррекции
цикловой топливоподачи в данный цилиндр
на данном режиме работы ДВС:

tk = Kоб ⋅ tр ,

где tk – скорректированное время впрыска
газа через электромагнитную форсунку при
наличии пропусков воспламенения не более
2 % от общего количества рабочих тактов
данного цилиндра; tр – расчётное время
впрыска газа через электромагнитную фор-
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сунку при работе ДВС без пропусков воспла-
менения; Kоб = f(n; Gв; Nв) – коэффициент
обучения, являющийся функцией частоты
вращения коленчатого вала, расхода воздуха
Gв через ДВС и количества Nв пропусков вос-
пламенения в данном цилиндре.

Если не происходит изменения процен-
тов пропусков воспламенения в данном ци-
линдре, то пропуск воспламенения не свя-
зан с переобеднением или переобогащени-
ем газовоздушной смеси, а возникает он по
одной из причин, указанных в разделе 1 дан-
ной работы. В этом случае происходит от-
ключение данного цилиндра.

Для начала самообучения в зависимос-
ти от частоты вращения коленчатого вала и
нагрузки на двигатель определяется один
коэффициент коррекции топливоподачи для
всего диапазона режимных параметров ДВС,
а далее его можно уточнять в зависимости
от конкретного режима работы и записывать
в память электронного блока управления
ДВС. По осреднённому значению коэффици-
ента коррекции топливоподачи в конкретном
цилиндре ДВС, который можно считывать с
электронного блока управления с помощью
диагностической программы или тестера,
можно определять состояние газовых элект-
ромагнитных форсунок. В случае значитель-
ного отклонения данного коэффициента от
единицы, например, более чем на 5 % в одну
или другую сторону, выдаётся код ошибки,
по которому необходимо выполнить настрой-
ку расходной характеристики, или заменить
данную газовую форсунку на новую, или
выполнить дополнительные проверки, кото-
рые выявят причины переобеднения (подсос
дополнительного воздуха во впускном тру-
бопроводе) или переобогащения (негерме-
тичность впускного или выпускного клапа-
нов) в данном цилиндре. Для получения до-
стоверных данных по коэффициенту коррек-
ции топливоподачи в конкретный цилиндр
ДВС при пропусках воспламенения алгоритм
самообучения, например, включают на ста-
ционарных режимах работы и выключают

при сбросе или увеличении частоты враще-
ния коленчатого вала.

Заключение
1. Наличие пропусков воспламенения

(более 2 %) при работе ДВС на газовом топ-
ливе для автомобилей, выполняющих нор-
мы токсичности Евро-3 и выше, приводит к
отключению цилиндра, в котором они наблю-
даются.

2. Предложен метод поиска неисправ-
ности при пропусках воспламенения при ра-
боте ДВС на газовом топливе.

3. Для реализации в программном обес-
печении в электронном блоке управления
ДВС описаны основы алгоритма обнаруже-
ния пропусков воспламенения или вялого
неполного сгорания топливовоздушной сме-
си в камере сгорания в процессе работы дви-
гателя.

4. Даны предложения по развитию ал-
горитма управления ДВС при пропусках вос-
пламенения или вялом неполном сгорании
газовоздушной смеси.
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1. Основы пуска ДВС
на газовом топливе

В зависимости от температурного со-
стояния ДВС и температуры окружающей
среды различают:

- холодный пуск при температурах ниже
0°С. Для природного газа характеризуется
особенностями топливоподачи и содержани-
ем паров воды в газе. Для пропан-бутана из-
за необходимости испарения обязателен пуск
на бензине с последующим прогревом ДВС
до 30°С и переключением на газовое топли-
во. Если температура редуктора-испарителя
после останова не снизилась ниже 30°С, то
пуск может осуществляться на пропан-бута-
не;

- пуск при нормальной температуре от
0°С до 30°С для природного газа и пропан-
бутана аналогичен пуску ДВС при отрица-
тельных температурах окружающей среды;

- пуск при повышенных температурах
ДВС и окружающей среды выше 30°С (пе-
регретый ДВС после термошока) как для
природного газа, так и пропан-бутана осу-
ществляется на газовом топливе.

В зависимости от применяемого типа
газового топлива и его фазового состояния
возникают свои условия пуска ДВС:

- пропан-бутан в баллоне автомобиля
находится в жидкой фазе при соответствую-
щих давлении и температуре, поэтому для его
испарения необходимо подвести определён-

ное количество теплоты от двигателя, т.е.
пуск ДВС осуществляется на бензине с пос-
ледующим прогревом и переключением на
газ. Существуют системы подачи пропан-бу-
тана в жидкой фазе в камеру сгорания двига-
теля. Это требует значительного усложнения
топливоподающей аппаратуры со значитель-
ным повышением давления в ней, достига-
ющим значения до 3,5…4,0 МПа, при рабо-
чих температурах элементов двигателя для
устранения процесса парообразования в эле-
ментах топливной системы и, в частности, в
газовых форсунках. К таким системам газо-
баллоного оборудования (ГБО) относится си-
стема голландской фирмы Vialle;

- компримированный природный газ
(КПГ) при достаточной его очистке от тяжё-
лых фракций углеводородов и паров воды не
требует специального подогрева при пуске
двигателя. Температура газа за счёт эффекта
дросселирования в редукторе с максималь-
ного значения давления 25 МПа до 0,1…
0,3 МПа при начальных температурах дви-
гателя и газа в баллоне на уровне -30°С мо-
жет составлять -50…-67°С. При наличии
паров воды в газе в диапазоне температур ок-
ружающего воздуха -3…+10°С может проис-
ходить нарушение работы клапана газового
редуктора (подвижный элемент клапана ре-
дуктора примерзает к седлу). В этом случае
обязателен подогрев клапанной пары редук-
тора: ДВС необходимо прогреть на бензине,
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а затем переключиться на КПГ. При темпе-
ратурах ниже 0°С происходит замерзание как
воды, так и её паров в газовом баллоне и если
баллон(ы) находится за пределами салона
автомобиля (обычно под днищем кузова), то
он не прогревается и вода не попадает в га-
зовый редуктор;

- сжиженный метан – для устойчивого
пуска двигателя требуется испарение газа
перед подачей его в камеру сгорания. При
достаточной массе и теплопередающей по-
верхности теплообменника испарителя (до-
статочность накопленной теплоты в метал-
ле теплообменника испарителя) пуск можно
осуществлять непосредственно на метане;

- водород в газовой фазе – его добавка
в любой вид топлива во всём диапазоне тем-
ператур окружающей среды и ДВС улучша-
ет процесс пуска, т.к. молекулы водорода в
топливовоздушной смеси являются активны-
ми центрами воспламенения;

- жидкий водород – как и для сжижен-
ного метана для устойчивого пуска двигате-
ля требуется его испарение перед подачей в
камеру сгорания;

- светильный газ – условия пуска ДВС
аналогичны КПГ и т. д.

В зависимости от фазового состояния
газового топлива в баллоне(ах) транспорт-
ного средства появляются особенности под-
готовки топлива и его качества по содержа-
нию паров воды:

- газ в жидком состоянии – требуется
система для испарения газа с достаточным
количеством внешней теплоты или значи-
тельное увеличение давления газа для уст-
ранения его преждевременного испарения в
газовых форсунках и появления неустойчи-
вых процессов газовой подачи и работы
ДВС;

- в газообразном состоянии – требует-
ся достаточная очистка от паров воды и тя-
жёлых углеводородов для устранения при-
мерзания элементов клапанных пар газово-
го редуктора и электромагнитных газовых
форсунок.

В зависимости от применяемой систе-
мы электронного управления ДВС топливо-
подача при пуске может осуществляться:

- с асинхронной подачей газового топ-
лива – применяется практически во всех си-

стемах управления ДВС до момента опреде-
ления верхней мёртвой точки первого цилин-
дра перед рабочим ходом, т.е. ограничивает-
ся порогом чувствительности датчика поло-
жения коленчатого вала. При асинхронной
газовой подаче все форсунки в начальный
момент прокрутки, когда частота вращения
коленчатого вала, например, достигла
60 мин-1, подают газовое топливо в течение
80…120 мс. Далее при возрастании частоты
вращения коленчатого вала происходит  оп-
ределение фаз и переход на другой вид газо-
вой подачи, приведённый ниже;

- с одновременной подачей газового
топлива – может использоваться для увели-
чения частоты вращения коленчатого вала во
время пуска до устойчивого режима холос-
того хода;

- с попарно параллельной подачей га-
зового топлива – так же как и предыдущая,
только для улучшения точности дозирования
газового топлива при пуске двигателя для
норм токсичности отработавших газов до
Евро-3;

- с фазированной подачей газового топ-
лива - также как и предыдущая, только для
улучшения точности дозирования газового
топлива при пуске двигателя для норм ток-
сичности отработавших газов выше Евро-3.

В зависимости от исправности или не-
исправности датчиков системы электронно-
го управления ДВС пуск может быть:

- в штатном режиме по соответствую-
щему алгоритму в зависимости от внешних
условий и температурного состояния двига-
теля;

- в резервном режиме с неисправным
датчиком массового расхода воздуха – пода-
ча газового топлива осуществляется в зави-
симости от частоты вращения коленчатого
вала и положения дроссельной заслонки. В
этом случае расход воздуха при пуске выби-
рается по резервным таблицам его осреднён-
ных значений в зависимости от вышеназван-
ных условий. Эти резервные таблицы расхо-
да воздуха через ДВС формируются в про-
цессе доводки калибровок на двигателе при
испытаниях в моторном боксе и корректи-
руются при проведении испытаний в соста-
ве автомобиля;
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- в резервном режиме с неисправным
датчиком температуры охлаждающей жидко-
сти ДВС – количество газового топлива кор-
ректируется в зависимости от времени,  про-
шедшего от начала пуска двигателя,  и коли-
чества пусков в течение малого периода вре-
мени;

- в резервном режиме с неисправным
датчиком положения дроссельной заслонки
(обрыв или короткое замыкание цепи датчи-
ка) – газовая подача осуществляется по час-
тоте вращения коленчатого вала и сигналу с
датчика массового расхода воздуха при дос-
тижении порога его чувствительности и т.д.

При неисправности регулятора холос-
того хода, когда происходит подклинивание
его червячного вала, можно выделить два
случая: заклинивание вала регулятора в зак-
рытом положении клапана и в открытом по-
ложении клапана. В этом случае электрон-
ный блок управления двигателем не может
определить данные неисправности и поэто-
му он не включает контрольную лампу «Chek
Engine» на панели приборов автомобиля.
Водителю придётся провести пробные пус-
ки для обоих вышеназванных случаев неис-
правностей. При закрытом положении кла-
пана регулятора пуск ДВС можно осуще-
ствить путём незначительного приоткрытия
дроссельной заслонки с помощью педали
акселератора во время прокрутки коленчато-
го вала стартёром с последующим её удер-
жанием для поддержания стабильного режи-
ма на холостом ходу. При заклинивании в от-
крытом положении клапана регулятора хо-
лостого хода при пуске ДВС необходимо
попытаться перекрыть входной воздушный
патрубок с помощью дополнительных
средств, чтобы уменьшить количество воз-
духа, поступающего в цилиндры. При этом
необходимо следить, чтобы вспомогательные
средства не попали в воздушный фильтр дви-
гателя.

Успешный пуск ДВС зависит от отсут-
ствия пропусков воспламенения, т.е. от его
исправности и исправности его систем топ-
ливоподачи и зажигания [1]. Кроме этого,  на
режим пуска влияет содержание свободных
молекул водорода в газовом топливе, кото-
рые являются центрами воспламенения в

процессе зажигания в газовоздушной среде
в камере сгорания ДВС.

Пуск состоит из раскрутки коленчато-
го вала стартёром, начала топливоподачи и
зажигания с последующим нарастанием ча-
стоты вращения коленчатого вала до режи-
ма устойчивого холостого хода. Поэтому на
процесс пуска, кроме выше привёденных,
влияют следующие факторы:

- характеристики масла в картере ДВС
(плотность и вязкость; чем они выше,  тем
ниже обороты прокрутки коленчатого вала
стартером);

- наличие обкатки ДВС или соответ-
ствующего пробега автомобиля, т.е. внутрен-
ние механические потери на трение в шатун-
но-поршневой группе и подшипников дви-
гателя, трение в элементах сцепления в на-
жатом состоянии педали;

- степень сжатия в цилиндрах ДВС: чем
выше степень сжатия, тем выше температу-
ра топливовоздушной смеси в конце процес-
са сжатия и тем лучше воспламенение, но
увеличение степени сжатия требует повы-
шенной мощности стартера;

- величина зарядки аккумуляторной
батареи: при большом разряде батареи сни-
жается частота прокрутки коленчатого вала
стартёром;

- минимальная частота вращения ко-
ленчатого вала при прокрутке стартёром: чем
выше, тем выше давление и температура в
конце процесса сжатия и выше вероятность
нормального пуска двигателя;

- мощность стартёра: чем она выше,
тем выше частота вращения при прокрутке
коленчатого вала, что особенно важно при
отрицательной температуре двигателя и мо-
торного масла в его картере;

- масса всех деталей, приводимых в
движение стартёром: чем меньше масса, тем
выше частота вращения при прокрутке ко-
ленчатого вала стартером при пуске двига-
теля;

- количество впрыскиваемого газа при
пуске двигателя: при недостаточном или из-
быточном количестве газа возникает неус-
тойчивое горение газовоздушной смеси, про-
пуски воспламенения и малая скорость на-
растания частоты вращения коленчатого вала
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от частоты прокрутки до устойчивого холо-
стого хода часто приводят к неудачным пус-
кам. Для каждого вида газового топлива
можно определить различные уровни допус-
каемого обеднения или обогащения газовоз-
душной смеси при пуске двигателя, это за-
висит от диапазона горения газа в воздухе.
Например, для горения метана в воздухе ди-
апазон составляет от 5 до 15% объёмных до-
лей при стехиометрическом составе 9,53
объёмные доли или это соответствует от 8,47
до 25,42 весовых долей при стехиометрии
16,15 весовых долей, что, в свою очередь,
соответствует составам смеси с α от 0,52 до
1,57. Это также показывает, что создать дви-
гатель, работающий на сверхбедных смесях
метана с воздухом с α большим, чем 1,57,
физически не представляется возможным,
если только не разложить метан на радика-
лы углерода и водорода или добавить чис-
тый водород в метановоздушную смесь пе-
ред подачей её в камеру сгорания двигателя.
Водород с воздухом горит от 4 до 75 % объём-
ных долей, и его добавка расширит диапа-
зон горения по составу смеси практически
для всех видов углеводородных топлив;

- фазы впрыска газового топлива: она
должна быть синхронизирована с фазами
открытия и закрытия впускных и выпускных
(при наличии условия перекрытия фаз) кла-
панов двигателя;

- организация процесса приготовления
газовоздушной смеси: подача газа во впуск-
ной трубопровод при его впрыске под пере-
падом давления должна осуществляться по
потоку воздуха в впускном коллекторе [2] и
работать как эжекторный насос. Если это
условие не выполнено, то впрыскиваемый
газ будет являться газодинамической гидрав-
лической шайбой, которая повышает со-
противление при впуске воздуха в цилиндр.
Общее количество воздуха, попавшего в ци-
линдр, уменьшится, и в результате упадут
крутящий момент и мощность двигателя;

- от исправности элементов системы
зажигания: свечей зажигания, высоковольт-
ных проводов и катушки зажигания;

- величины высоковольтного напряже-
ния: чем выше напряжение на свечах зажи-
гания, тем больше энергии выделяется при

искровом разряде, что улучшает процесс вос-
пламенения газовоздушной смеси;

- мощности искрового разряда на све-
чах зажигания: чем больше время накопле-
ния заряда в катушке зажигания, тем больше
мощность искрового разряда.

2. Прогрев двигателя при работе на газе
Неотъемлемой частью после пуска яв-

ляется прогрев ДВС от исходной до рабочей
температуры. Ускорение режима прогрева
связано с высокими требованиями по ток-
сичности отработавших газов. По конт-
рольному ездовому циклу, при проверке по
правилам ЕЭК ООН по нормам Евро-3 и
выше, замер токсичности отработавших га-
зов начинается с момента пуска ДВС при
окружающей температуре от 18 до 25°С. Для
быстрого прогрева нейтрализатор из под
днища кузова автомобиля перенесён в кат-
коллектор в непосредственной близости от
выпускных клапанов.

Температура горения компримирован-
ного природного газа в камере сгорания ДВС
при одинаковом составе топливовоздушной
смеси, по сравнению с бензином, ниже при-
мерно на 150…200°С. Это приводит к уве-
личению времени прогрева ДВС и катколлек-
тора примерно на 120…240 с, что неприем-
лемо для норм токсичности Евро-3 и выше.

Прогрев ДВС при работе на бензине
обычно осуществляется с соответствующим
обогащением топливовоздушной смеси при-
мерно от α = 0,8 до 1,0 в зависимости от на-
чальной температуры ДВС по определённой
зависимости его изменения от температуры
двигателя, т.е. α = f(Tдвс). Состав топливовоз-
душной смеси, равный 1,0, достигается при-
мерно через 120…300 с с момента пуска дви-
гателя в зависимости от начальных значений
температур. Обогащение топливовоздушной
смеси при пониженных температурах окру-
жающей среды и ДВС связано с тем, что
большая часть жидкого бензина выпадает в
топливную плёнку на стенки впускного тру-
бопровода и камеры сгорания и фактически
состав смеси оказывается более бедным по
сравнению с расчётной топливоподачей. В
процессе прогрева ДВС количество бензина
в топливной плёнке снижается, и поэтому
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расчётный состав топливовоздушной смеси
приближается к реальному и при рабочей
температуре двигателя становится равным 1.
На рис. 1 показан пример изменения состава
топливовоздушной смеси в зависимости от
температуры ДВС при пуске и прогреве на
бензине.

Для ускорения прогрева двигателя и
катколлектора при работе на газовом топли-
ве (природный газ, метан и пропан-бутан)
характеристика изменения состава газовоз-
душной смеси имеет противоположную тен-
денцию. Топливо в этом случае находится в
газовой фазе и не выпадает в виде жидкой
плёнки на стенки впускного трубопровода и
камеры сгорания. При этом состав изменя-
ют с соответствующим обеднением от α =
1,2 до 1,0 в зависимости от начальной тем-
пературы ДВС и по определённой зависимо-
сти. Это сделано для повышения температу-
ры горения газовоздушной смеси. В этом
случае время прогрева катколлектора стано-
вится примерно таким же, как и при работе
на бензине. Обеднение до α = 1,3…1,57 при
работе на метане или пропан-бутане может
привести к местным прогарам выпускных
клапанов из-за повышенной температуры
отработавших газов и к неустойчивому го-
рению смеси в камере сгорания, что затруд-
нит пуск и прогрев двигателя. На рис. 2 по-
казан пример изменения состава топливовоз-

душной смеси в зависимости от температу-
ры ДВС при пуске и прогреве на природном
газе или пропан-бутане.

Повышение количества свободного
молекулярного или радикалов водорода в
газовом топливе увеличивает температуру
горения газовоздушной смеси, а значит и ус-
коряет прогрев катколлектора или нейтрали-
затора.

Часто производители автомобиля и
электронной системы управления газовым
двигателем, если ДВС рассчитан для работы
на двух видах топлива (бензине и газе), воп-
росы его пуска и прогрева сводят к работе
на бензине. После прогрева вручную или ав-
томатически в зависимости от температуры
ДВС переключают с бензина на газ. Это
уменьшает проблемы с доводочными процес-
сами по токсичности отработавших газов на
данных режимах, т.к. используется програм-
ма управления со всеми калибровками при
работе на бензине с отработанными пуском
и прогревом конкретного типа двигателя. Это
неприемлемо для однотопливных газовых
автомобилей, не имеющих резервной бензи-
новой системы топливоподачи.

3. Алгоритм пуска ДВС
на газовом топливе

Алгоритм пуска на газовом топливе
практически такой же, как и на бензине, толь-
ко имеются свои особенности:

Рис. 1. Изменение состава топливовоздушной смеси в зависимости от температуры двигателя
при пуске и прогреве на бензине
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1. При пуске на газовом топливе часто-
та вращения коленчатого вала нарастает с
высокой скоростью. Это может привести к
масляному «голоданию» на трущихся повер-
хностях ШПГ. Поскольку вязкость моторно-
го масла в сильной степени зависит от тем-
пературы, то и количество прокачиваемого
через ДВС масла будет различным из-за вы-
соких гидравлических сопротивлений масля-
ных каналов. В этом случае для уменьшения
износа трущихся поверхностей двигателя не-
обходимо ограничивать скорость нарастания
частоты вращения коленчатого вала при пус-
ке путём соответствующего дозирования газа
при возрастании частоты вращения, или уп-
равлением подачи воздуха в цилиндры (уве-
личение количества циклового воздуха при
нарастании частоты вращения при пуске ДВС
снижает скорость её нарастания и наоборот
- повышает - за счёт увеличения газовых сил
на поршень двигателя в процессе сжатия). В
зависимости от начальной температуры ДВС,
например от -30°С до +100°С, время нарас-
тания частоты вращения коленчатого вала со-
ответственно должно быть примерно от 6 до
2 с.

tпуска = f(Tдвс),

dn / dt = f(Tдвс; Gц возд) ,

где tпуска – время от начала прокрутки колен-
чатого вала стартером до достижения устой-

чивой частоты вращения коленчатого вала на
режиме холостого хода; dn / dt – скорость
изменения частоты вращения коленчатого
вала при пуске; Tдвс – температура двигателя;
Gц возд – цикловой расход воздуха через ци-
линдр двигателя.

2. Состав газовоздушной смеси в зави-
симости от температуры двигателя при пус-
ке и прогреве изменяется, например, по
рис. 2:

a= f(Tдвс).

3. Газовое топливо может иметь широ-
кий диапазон по составляющим его углево-
дородам и примесям (например, от чистого
метана в жидком состоянии до КПГ с содер-
жанием метана 80…99 %). В этом случае для
устойчивого пуска двигателя необходимо
использовать алгоритм адаптации к химичес-
кому составу газового топлива [3]:

Gц газ = f (химический состав топлива),

где Gц газ – цикловой расход газа.
4. Из-за снижения мощности и крутя-

щего момента двигателя при работе на газе,
по сравнению с бензином из-за уменьшения
количества воздуха, поступающего в ци-
линдр в соответствии с объёмным коэффи-
циентом стехиометрии, необходимо увели-
чить частоту вращения коленчатого вала на
режиме холостого хода на газе примерно в
относительной пропорции к изменению кру-

Рис. 2. Изменение состава топливовоздушной смеси в зависимости от температуры двигателя
при пуске и прогреве на природном газе или пропан-бутане
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тящего момента или мощности. Это связано
с механическими потерями на трение в за-
висимости от температуры ДВС. На прогре-
том до рабочей температуры двигателе час-
тота вращения коленчатого вала при работе
на газе может быть равна частоте при работе
на бензине, если достаточно мощности и
крутящего момента для устойчивой работы
на режиме холостого хода.

nгаз хх / nбенз хх = Neбенз хх / Neгаз хх

или   nгаз хх / nбенз хх = Mбенз хх / Mгаз хх ,

где nгаз хх – частота вращения коленчатого вала
на режиме холостого хода при работе на газе;
nбенз хх – частота вращения коленчатого вала
на режиме холостого хода при работе на бен-
зине; Neбенз хх , Mбенз хх – соответственно, мощ-
ность и крутящий момент двигателя при ра-
боте на бензине на режиме холостого хода;
Neгаз хх , Mгаз хх – соответственно, мощность и
крутящий момент двигателя при работе на
газе на режиме холостого хода.

5. В случае, если газ находится в бал-
лоне в жидком состоянии, то обязательное
условие пуска двигателя на бензине с после-
дующим его прогревом, например, для про-
пан-бутана как минимум до +30°С, и при
достижении соответствующей температуры
с автоматическим или ручным переключени-
ем на газ.

6. В случае подачи газа в жидком со-
стоянии при пуске двигателя должно быть
или достаточно теплоты от элементов ДВС
для его испарения во время пуска и прогре-
ва на режиме холостого хода или должна
быть дополнительная система с повышен-
ным давлением газа выше линии насыщения
и его контролем в зависимости от режима
работы двигателя и его температуры. Пос-
леднее усложняет и удорожает систему по-
дачи газового топлива.

7. Для улучшения наполнения цилинд-
ров газовоздушной смесью и снижения ве-
роятности «хлопковых» эффектов во впуск-
ной системе ДВС необходимо правильно
выбрать фазы впрыска газового топлива.
Лучшим вариантом является впрыск газа на
открытый впускной клапан. Это позволяет,
во-первых, использовать энергию перепада

давления газового топлива на форсунке в
качестве эжекторного насоса для улучшения
наполнения цилиндров газовоздушной сме-
сью [2]. Во-вторых, практически весь газ,
поступивший во впускной трубопровод, по-
падёт в цилиндр двигателя, что обеспечит его
надёжную «бесхлопковую» работу. На рис. 3
показана наилучшая фаза впрыска газового
топлива во впускную трубу двигателя по от-
ношению к фазам открытия и закрытия впус-
кного клапана.

Для снижения потерь газа при продув-
ке цилиндра при одновременно открытых
выпускном и впускном клапанах (между ϕ1
и ϕ2) желательно фазу ϕ2 начала впрыска сме-
стить в более позднюю сторону по отноше-
нию к фазе ϕ1 открытия впускного клапана
(рис. 3) и совместить её с фазой закрытия
выпускного клапана.

Для снижения количества газового топ-
лива, оставшегося во впускном трубопрово-
де, фаза ϕ3 (рис. 3) конца его впрыска долж-
на закончиться раньше, чем закроется впус-
кной клапан ϕ4, т. к. необходимо время, что-
бы весь газ от форсунки через впускной кла-
пан попал в цилиндр двигателя. Это зависит
от расстояния от сопла газовой форсунки до
впускного клапана, от гидравлического со-
противления впускного трубопровода на
этом участке и суммарной скорости  движе-
ния газовоздушной смеси. Чем больше рас-
стояние от форсунки до клапана, тем рань-
ше необходимо заканчивать впрыск газа по
отношению к фазе закрытия впускного кла-
пана, и наоборот. Чем ближе расположена
форсунка к впускному клапану, тем более
широкий импульс (ϕ3-ϕ2) можно получить
для впрыска газового топлива во впускной
трубопровод, т. к. время движения газа до
клапана снижается. Для выполнения этих ус-
ловий необходимо правильно выбрать рас-
ходную характеристику газовой форсунки в
точках динамической и статической настрой-
ки [4], которые определяют весь рабочий ди-
апазон режимов ДВС от минимальной час-
тоты вращения коленчатого вала без нагруз-
ки до максимальной частоты и максималь-
ной нагрузки.

8. Подача газового топлива должна осу-
ществляться в зависимости от его темпера-
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туры и давления в рампе перед форсунками,
т.к. при их работе возникают значительные
колебания давления. Амплитуда колебания
давления газа в рампе форсунок зависит от
типа впрыска (асинхронный, одноврменный,
попарно параллельный, фазированный), т. е.
от количества одновременно открытых кла-
панов форсунок. Эта амплитуда может иметь
значения от 0,01 до 0,1 МПа в зависимости
от расхода и уровня давления газа в рампе.
Изменение перепада давления газа на фор-
сунках приводит к изменениям расхода газа,
что важно учитывать для правильного его до-
зирования во время пуска с получением не-
обходимого состава газовоздушной смеси в
цилиндрах двигателя. Кроме этого, по дли-
не газовой рампы появляются стоячие вол-
ны давления, что приводит к увеличению
разности расходов газа по отдельным фор-
сункам и повышению токсичности отрабо-
тавших газов. Это можно учесть в алгорит-
ме управления путём введения специальных
коэффициентов коррекции газовой подачи в
отдельных форсунках по результатам испы-
таний в зависимости от частоты вращения
коленчатого вала и расхода воздуха в процес-
се пуска двигателя. Поскольку топливо по-
даётся через форсунки в газообразном состо-
янии, то из-за объёмного расхода скорость
заполнения трубопроводов газом низкая, при

этом происходит вытеснение воздуха или
азота при первом пуске после монтажа газо-
вой аппаратуры на автомобиль. В этом слу-
чае скорость нарастания давления газа перед
форсунками значительно ниже, чем у жид-
кого топлива. Это приводит к затягиванию
процесса пуска по времени, т.к. коэффици-
ент коррекции топливоподачи увеличит вре-
мя открытого состояния газовых форсунок
и приведёт к ещё большему провалу давле-
ния газа в рампе и большей амплитуде коле-
баний давления в ней.

Плотность газового топлива зависит
также от температуры, и поэтому коррекция
его расхода также необходима при пуске дви-
гателя. Особенно это важно, если газовое
топливо находилось в жидкой фазе, а после
прохождения испарителя - в газовой фазе.
При приближении к линии насыщения газа
при его испарении появляются значительные
флуктуации плотности по его объёму, что
сложно учесть при дозировании расхода че-
рез газовые форсунки. Поэтому рекоменду-
ется прогреть двигатель на бензине до  тем-
пературы газового редуктора-испарителя не
ниже +30°C с последующим переходом на
пропан-бутан. Для сжиженного метана или
водорода эта температура значительно ниже,
т.к. линия насыщения для них находится в
области криогенных температур (для метана

Рис. 3. Схема фаз открытия и закрытия впускного клапана и впрыска газового топлива
по углу положения коленчатого вала во впускной трубопровод ДВС:

h – высота подъёма впускного клапана; U – напряжение питания клапана газовой форсунки;
ϕ – угол положения коленчатого вала
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ниже –160°С, а для водорода ниже –253°С).
Цикловое время впрыска газового топлива
при пуске с учётом коррекции можно пред-
ставить в следующем виде:

tц = tц ну + tρ ,

где tц ну – цикловое время впрыска газа через
электромагнитные форсунки при нормаль-
ных условиях, например, при Т=293,15°К и
Р=0,1 МПа; tρ = f(p; T) – время коррекции
впрыска является функцией плотности газо-
вого топлива или температуры и давления.

Применение датчиков давления и тем-
пературы газа в рампе форсунок позволяет
выполнять коррекцию топливоподачи также
и при снижении давления газа, из-за умень-
шения его количества в баллоне до мини-
мального значения, что, в свою очередь, уве-
личивает выработку газа из баллона, а зна-
чит и увеличивает пробег автомобиля на га-
зовом топливе.

9. При впрыске газового топлива как в
газообразном, так и в жидком состоянии при
пуске двигателя не образуется топливной
плёнки на внутренних поверхностях впуск-
ного воздушного трубопровода и на стенках
камеры сгорания. В случае пуска со второй,
третьей или последующих попыток (по
ГОСТ допускается три попытки нормально-
го пуска двигателя) в алгоритм управления
двигателем не требуется вводить коррекцию
газовой подачи в виду отсутствия топливной
пленки, в отличие от повторных пусков на
бензине. Оставшееся количество газа в га-
зообразном состоянии в цилиндре (при от-
сутствии воспламенения) практически мож-
но оценить и учесть в алгоритме управления
двигателем по степени наполнения цилинд-
ров газовоздушной смесью и последующим
её удалением из цилиндра через выпускные
клапаны.

10. Одним из путей улучшения напол-
нения цилиндров газовоздушной смесью и
управления процессом пуска ДВС является
использование электропривода (электромаг-
нитных клапанов) выпускного и впускного
клапанов. Это позволяет с помощью про-
граммы управления двигателем во время рас-
крутки коленчатого вала убрать режим про-
дувки цилиндров, т. е. изменять фазы закры-

тия выпускного и открытия впускного кла-
панов таким образом, чтобы не было их од-
новременно открытого состояния. В этом
случае уменьшаются потери газового топли-
ва, снижается количество выбросов углево-
дородов в отработавших газах и повышает-
ся безопасность пуска из-за устранения ве-
роятности «хлопка» в выпускной системе
двигателя. Использование электропривода
клапанов позволяет управлять скоростью
нарастания частоты вращения коленчатого
вала при пуске двигателя путём изменения
фаз открытия и закрытия выпускного и впус-
кного клапанов. Например, если раньше от-
крыть выпускной клапан, то давление в ка-
мере сгорания снизится тоже раньше и соот-
ветственно уменьшатся силы давления на
поршень. Это приведёт к снижению скорос-
ти нарастания частоты вращения коленчато-
го вала. Уменьшение ширины фазы откры-
того состояния впускного клапана приведёт
к снижению наполнения цилиндра газовоз-
душной смесью, что снизит газодинамичес-
кие силы при сжатии. Это увеличит скорость
нарастания частоты вращения коленчатого
вала при пуске двигателя.

4. Развитие алгоритма управления
при пуске ДВС на газовом топливе
Основные причины неустойчивого пус-

ка ДВС или его отсутствие возникают при
неисправности его элементов, элементов
топливной системы или датчиков системы
электронного управления:

- нарушение подачи газового топлива,
например, из-за изменения расходных харак-
теристик газовых форсунок или газового ре-
дуктора в процессе эксплуатации, отклоне-
ний в показаниях датчика массового расхода
воздуха, из-за изменения наполнения цилин-
дров газовоздушной смесью в процессе из-
носа поршневой группы и впускных и вы-
пускных клапанов и т. д.;

- плохое качество газового топлива из-
за содержания большого количества механи-
ческих примесей и жидкого конденсата;

- различный химический состав газо-
вого топлива из-за различных его месторож-
дений или изготовителей и поставщиков;

- неисправности в системе зажигания;
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- частота вращения коленчатого вала
при прокрутке, недостаточная для пуска ДВС
из-за пониженного напряжения в аккумуля-
торной батарее или высокой вязкости мотор-
ного масла при отрицательных температурах
окружающего воздуха и т. д.

При пуске ДВС первые четыре причи-
ны практически невозможно разделить, не
имея дополнительных контрольных датчи-
ков, и поэтому для них решение по алгорит-
му адаптации топливоподачи при пуске мож-
но объединить. Пятую причину можно ин-
дентифицировать с помощью датчика поло-
жения коленчатого вала, имеющего чувстви-
тельность к низкой частоте вращения.

Соответственно совершенствовать ал-
горитм пуска необходимо при вышеназван-
ных отклонениях. При пуске ДВС из-за того,
что датчик кислорода начинает выдавать ра-
бочий сигнал только после его прогрева до
рабочей температуры, а датчик расхода воз-
духа имеет свой порог чувствительности,
невозможно определить, бедная или богатая
газовоздушная смесь поступает в цилиндры.
Поэтому обычно газовая подача при пуске
осуществляется по средним таблицам расхо-
да воздуха в зависимости от частоты враще-
ния коленчатого вала и температуры двига-
теля. Более точный расчёт газовой подачи
можно делать при пуске двигателя по зави-
симости расхода воздуха от значений изме-
ренного давления и температуры воздуха в
его впускной системе. Соответственно алго-
ритм адаптации пуска можно построить сле-
дующим образом:

- ввести счётчик количества пусков
ДВС, значение которого сбрасывается до 0
по прохождении заданного времени, напри-
мер 200…300 с;

- алгоритм изменения газовой подачи
необходимо включать не ранее второй или
третьей попытки пуска ДВС в течение задан-
ного времени;

- при отсутствии пуска ДВС с первой
попытки во второй и последующих попыт-
ках организовать подачу газового топлива
при пуске так, чтобы она изменялась, напри-
мер, от бедного к богатому составу смеси до
появления устойчивых вспышек в цилинд-
рах. Наличие устойчивых вспышек в цилин-

драх можно фиксировать по нарастанию ча-
стоты вращения коленчатого вала. При этом
следует прекратить изменение коэффициен-
та коррекции газовой подачи или его отсут-
ствие;

 -  сохранить в памяти контроллера зна-
чение коэффициента обучения, при котором
состоялся пуск ДВС, для последующих его
пусков, например, для мультипликативной
функции циклового расхода газа:

Gцi газ = Gц0 газ  Kоб   ,

где Gцi газ – значение цикловой подачи газа
при i-ом пуске; Gц0 газ – номинальное значе-
ние цикловой подачи газа; Kоб = f(n; Gв; tдвс;
Nв) – безразмерный коэффициент обучения,
который является функцией частоты враще-
ния коленчатого вала, расхода воздуха Gв че-
рез ДВС, его температуры tдвс и количества
пусков Nв. Эту функцию можно задать в виде
линейной характеристики, изменяющейся от
0,5 до 2. Если коэффициент коррекции не до-
стиг своего предельного значения, равного
2, то при последующем неустойчивом пуске
он продолжает увеличиваться до этого зна-
чения или до значения устойчивого пуска
двигателя.

Функцию цикловой подачи газа при
i-ом пуске можно задать и в аддитивной фор-
ме, например: Gцi газ = Gц0 газ (1+Kоб), где фун-
кция коэффициента обучения  Kоб будет из-
меняться от –0,5 до +1.

При низких значениях частоты враще-
ния коленчатого вала при прокрутке ДВС (его
пуске) наполнение цилиндров газовоздуш-
ной смесью значительно меньше, чем при
более высокой частоте. Соответственно бу-
дет низким значение давления в камере сго-
рания в конце процесса сжатия. Это значит,
что будут занижены и поцилиндровая мощ-
ность, и крутящий момент, что затруднит
раскрутку коленчатого вала при пуске ДВС.
Для двигателей, не адаптированных по сте-
пени сжатия под газовое топливо, это ещё
больше усугубит положение при пуске из-за
снижения мощности и крутящего момента
при переключении с бензина на газовое топ-
ливо. В этом случае рекомендуется пуск вы-
полнять на бензине. При пуске на газе воз-
можно реализовать следующий алгоритм:
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- при прокрутке коленчатого вала стар-
тером, если частота вращения, например,
ниже 60 1/мин, включается алгоритм обед-
нения газовоздушной смеси при пуске дви-
гателя;

- необходимо так организовать его цик-
ловую подачу, чтобы газовоздушная смесь
была бедной на 10…20 % в зависимости от
частоты прокрутки коленчатого вала. При
этом, чем ниже частота, тем больше процент
обеднения. В этом случае коэффициент кор-
рекции газовой подачи при пуске задают в
зависимости от частоты прокрутки и темпе-
ратуры двигателя;

- при пуске двигателя необходимо уп-
равлять углом опережения зажигания в за-
висимости от параметров, указанных в ра-
боте [5].

Одним из перспективных направлений
совершенствования двигателя и его пуска
при работе на газовом топливе является не-
посредственный впрыск газа в камеру сго-
рания в процессе сжатия. В этом случае мож-
но избежать потерь мощности и крутящего
момента путём улучшения наполнения ци-
линдров газовоздушной смесью. Но реали-
зация непосредственного впрыска приведёт
к усложнению газовой топливной системы
и снижению выработки газа из баллона.

Заключение
1. В отличие от пуска на бензине, на

процесс пуска двигателя на газовом топливе
оказывают влияние дополнительные факто-
ры, которые определяются особенностями его
состояния на борту транспортного средства.

2. Для выполнения высоких требований
по токсичности отработавших газов прогрев
двигателя на газовом топливе необходимо
осуществлять при соответствующем обедне-
нии газовоздушной смеси, поступающей в
цилиндры.

3. В электронном блоке управления
показаны особенности алгоритма пуска ДВС
на газовом топливе.

4. Даны предложения по развитию ал-
горитма управления при пусках ДВС на га-
зовом топливе при различных отклонениях
от средних параметров топлив, показаний
датчиков системы управления и техническо-
го состояния двигателя.
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Введение
Достоверность аналого-цифрового

преобразования относится к числу важней-
ших интегральных показателей точности
цифровых преобразователей угла (ЦПУ), ха-
рактеризующих степень соответствия метро-
логических характеристик реального n–раз-
рядного преобразователя метрологическим
характеристикам идеального n–разрядного
квантователя. Задача оценки достоверности
часто возникает как на этапе формирования
прогнозных оценок достоверности вновь
разрабатываемых конструкций ЦПУ, так и на
этапе метрологической аттестации реальных
преобразователей на различных стадиях их
экспериментальной доводки: от макетных
образцов до серийных изделий. С математи-
ческой точки зрения под достоверностью
преобразования понимается вероятность
того, что суммарная погрешность преобра-
зования не выходит за пределы ∆± 5,0  [1]:

Σ

∆+

∆−
Σ ∆∆= ∫ dfP

5,0

5,0

)( , (1)

где ∆  – расчётный шаг квантования ЦПУ,,
)( Σ∆f  – плотность распределения суммар-

ной погрешности на выходе преобразователя.
В общем случае )()()( икв fff ∆∗∆=∆Σ  –
композиция плотности распределения мето-

дической погрешности кантования кв∆  и

инструментальной погрешности и∆ . Из (1)
следует, что достоверность преобразования
по существу определяет значение довери-
тельной вероятности нахождения суммарной
погрешности в доверительном интервале
±∆ .

Для идеального квантователя плот-
ность распределения инструментальной по-
грешности можно представить в виде δ -
функции:

1    0
  

0    0
и

и
и

при ,
f ( )

при ,
∆ =

∆ =  ∆ ≠
(2)

поэтому )()( квff ∆=∆Σ . Из теории анало-
го-цифрового преобразования известно [1,
3], что кв∆ подчинена равномерному закону

на интервале ∆± 5,0 , откуда следует, что дос-
товерность любого идеального квантовате-
ля равна 1. Поэтому основной задачей в про-
цессе теоретической оценки достоверности
является поиск и обоснование аналитичес-
кого выражения для ( )иf ∆ . Ввиду сложно-
сти данной задачи обычно принимают закон
распределения и∆  нормальным [3]. Его чис-
ловые характеристики устанавливают на ос-
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Рассмотрены новый способ контроля достоверности преобразования, основанный на формировании
разностного сигнала поверяемого и эталонного преобразователей, и принципы построения устройств контроля
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допустимой погрешностью контроля, достоверностью эталонного цифрового преобразователя угла и соотно-
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новании априорной информации, приводи-
мой в справочной литературе [1]. Однако
такой подход не отражает в должной мере
особенностей внутренних механизмов фор-
мирования и случайного внешнего проявле-
ния инструментальной погрешности, что
приводит к недостаточной надёжности по-
лучаемых оценок достоверности.

В связи с этим рассмотрим:
- новый подход к оценке достовернос-

ти (способ), основанный на использовании
обобщённой математической модели анало-
го-цифрового преобразования;

- принцип построения (структурная
схема) устройства контроля достоверности,
позволяющего перейти (преобразовать) от
рассмотрения многоразрядного цифрового
сигнала на выходе ЦПУ к анализу аналого-
вого квантованного сигнала с эквивалентны-
ми информационными и метрологическими
свойствами.

Способ оценки достоверности
преобразования ЦПУ с использованием
их обобщённой математической модели

Предлагаемый способ заключается в
последовательном выполнении следующих
операций:

1) формирование функции преобразо-
вания идеального ЦПУ;

2) формирование функции преобразо-
вания реального ЦПУ;

3) нахождения модуля разности этих
характеристик;

4) формирование числового массива
инструментальных погрешностей;

5) вычисление достоверности преобра-
зования как вероятности нахождения по-
грешности преобразования в пределах ±∆ .

Отметим, что реализация рассматрива-
емого способа оценки достоверности воз-
можна как программными, так и аппаратны-
ми средствами.

При моделировании достоверности
ЦПУ необходимо иметь в виду следующие
обстоятельства.

В самом общем случае числовой экви-
валент измеряемого сигнала на выходе лю-
бого АЦП равен:

1

n

i i
i

N( x ) a ( x )q
=

= ∑ , (3)

где ia ( x )  - значения разрядных цифр выход-
ного кода, представляющие собой логичес-
кие функции непрерывного аргумента – из-

меряемой величины x, 0  1ia ( x ) ,= ; iq  - зна-
чение весового коэффициента; n – число раз-
рядов преобразователя.

В состав любого ЦПУ входят аналого-
вые, аналого-цифровые и логические функ-
циональные элементы. В [2] показано, что
обобщённая математическая модель реаль-
ного ЦПУ может быть представлена в виде

0

1
( ) ( , , )

n

р i i
i

N x F V x c c q
=

 = ∆ ∑ , (4)

где 0c  - совокупность номинальных значе-
ний конструктивных параметров, c∆  - сово-
купность отклонений конструктивных пара-
метров (погрешностей) от номинальных зна-
чений, V - совокупность выходных сигналов
реальных компараторов, которые в опреде-
лённых сочетаниях используются в качестве
аргументов функций Fi , отображающих ло-
гический алгоритм формирования i-го раз-
ряда выходного кода.

Для ЦПУ, вырабатывающих выходной
сигнал в двоичном коде, 12i

iq −= . Полагая в

(4) 0c∆ = , 0V V= , получим модель идеаль-
ного ЦПУ:

0 0

1

( ) ( , )
n

и i i
i

N x F V x c qα
=

 =  ∑ , (5)

где 0V  - выходные сигналы идеальных ком-
параторов.

В нормальных условиях для каждого
отдельного кванта инструментальная по-
грешность рассматривается как системати-
ческая, а по всему множеству квантов (во
всём диапазоне измерения) – как случайная
величина. График функции преобразования
идеального квантователя показан на рис. 1,а
сплошной жирной линией, а функция пре-
образования реального ЦПУ, найденная по
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(4) при 0c∆ ≠ , показана пунктиром. На рис.
1,б приведён график суммарной погрешнос-
ти идеального преобразователя, найденный
как

1 иN N ( x ) N( x )∆ = − , (7)

где 
0 иN( x ) lim N ( x )

∆→
=  - линейная функция.

Из графика видно, что она никогда не
выходит за пределы 0 5,±  кванта. Для реаль-
ного преобразователя значение суммарной
погрешности:

2 ( )pN N х х∆ = − (8)

может значительно превышать (для некото-
рых типов ЦПУ в несколько раз) значение
методической погрешности идеального
n-разрядного квантователя (рис. 1,в) [2, 3].

Если максимальное значение суммар-
ной погрешности превышает значение шага
квантования, то это приводит к недостовер-

ности младшего разряда и потере одного
бита информации на выходе ЦПУ. Посколь-
ку суммарная погрешность является случай-
ной величиной, то не все её значения выхо-
дят за границы интервала 0 5,±  кванта.

Числовой массив значений общей по-
грешности преобразования может быть най-
ден путём вычисления разности

3 ( ) ( )р иN N х N х∆ = − , 3 0,1N∆ ∈ . (9)

Она представляет собой последовательность
прямоугольных импульсов с амплитудой,
равной единице, полярность которых опре-
деляет знак инструментальной погрешнос-
ти, а «длительность» – абсолютную величи-
ну (рис. 1,г).

Оценку достоверности 3N∆  можно по-
лучить согласно [2, 3]:

360

01
360

ЗN ( x ) dx
P

∆
= −

∫
. (10)

Рис. 1. Способ определения достоверности аналого-цифрового преобразования
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Числитель выражения (10) представля-
ет собой сумму поддиапазонов, в пределах
которых, суммарная погрешность выходит за
пределы 0 5,±  кванта.

Выражая интеграл через конечные при-
ращения, получим

11
360

m

i
i

x
P =

∆
= −

∑
, (11)

где ix∆  - модуль погрешности воспро-
изведения i-го уровня квантования; m - об-
щее число уровней квантования во всем ди-
апазоне преобразования. Полагая в (11)

i срx const x∆ = = ∆  и учитывая, чтоо

1

1 m

ср i
i

x x
m =

∆ = ∆∑ ,

получим 360 1 ср( P ) m x− = ∆ , откуда, с учетомм

2nm = , следует выражение:

1 360
2ср n

Px −
∆ = , (12)

позволяющее определить допустимое сред-
нее значение инструментальной погрешно-
сти срx∆ , исходя из заданных значений n и P.

Графики, построенные по (12), приведены на
рис. 2.

Представим срx kα∆ = ∆ , где kα  – коэф-ф-
фициент, устанавливающий соотношение
между «средневыпрямленным» значением
инструментальной погрешности и расчет-

ным шагом квантования 360
2n∆ = . Тогда с

учётом (12) получим выражение для расчёта
значения коэффициента kα  при заданной до-
стоверности преобразования:

1срx
k ( P )α

∆
= = −

∆
. (13)

Из последнего выражения видно, что
чем выше требования к достоверности пре-
образования, тем меньше должна быть ве-
личина срx∆ . В частности, при 1P =  значе-

ние срx∆  должно быть равно нулю, что соот-
ветствует идеальному квантователю.

В процессе оценки достоверности по-
грешности воспроизведения уровней кван-
тования значения ix∆  на ЭВМ (11) можно вы-
разить по аналогии с классическим методом
цифрового измерения временных интервалов
через число ti модельных шагов 0x∆ , укла-

дывающихся на интервале ix∆ : 0i ix x t∆ = ∆ .

Рис. 2. Графики допустимой инструментальной погрешности в зависимости
от заданного числа разрядов и достоверности преобразования
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Тогда

0
11

360

m

i
i

x t
P =

∆
= −

∑
. (14)

Выражение (14) определяет принципы
построения технических средств инструмен-
тального контроля достоверности ЦПУ в
ходе их метрологической аттестации.

Устройства контроля
достоверности ЦПУ

Микропроцессорное устройство конт-
роля достоверности ЦПУ, использующее
цифро–аналоговые преобразователи (ЦАП),
представлено на рис. 3. Оно содержит опти-
ческую делительную головку (ОДГ) со сквоз-
ным валом, торцы которого кинематически
жёстко связаны с измерительными валами
эталонного ЦПУЭ и поверяемого ЦПУП. Пе-
ред поверкой показания обоих датчиков вы-
ставляют на ноль. Выходной код ЦПУП в виде
n-разрядного параллельного двоичного кода
подаётся на цифро-аналоговый преобразова-
тель ЦАП 1. На ЦАП 2 подаются k старших
разрядов nэ–разрядного кода с ЦПУЭ (nэ > n).
Выходные сигналы ЦАП вычитаются в диф-
ференциальном усилителе (ДУ). В результа-
те на выходе ДУ формируется последователь-
ность разнополярных импульсов, длительно-
сти которых определяют абсолютную вели-

чину погрешностей воспроизведения i–х
квантов, а полярность определяет знак этих
погрешностей. После выпрямления разно-
стного сигнала с помощью выпрямителя В
формируется последовательность однопо-

лярных импульсов { }i∆ , длительности ко-
торых с помощью логического элемента 2И
и счётчика импульсов (СчИ) измеряются по
числу заполняющих их периодов сигнала,
формируемого в младшем разряде эталонно-
го преобразователя. При повороте вала ОДГ
на 360° в счетчике СчИ формируется сумма

1 1

m m

i СЧ i
i i

T t
= =

∆ =∑ ∑ , (15)

где СЧT  - пространственный период измене-
ния сигнала в младшем разряде эталонного
ЦПУ; it  - число импульсов младшего разря-
да эталонного ЦПУ, соответствующих дли-
тельности импульса i∆ .

Диапазон преобразования можно пред-
ставить в виде 360 СЧN T= • , где N – число
периодов изменения сигнала в младшем раз-
ряде эталонного ЦПУ во всём диапазоне пре-
образования.

Вводя в микропроцессорное устрой-
ство (МПУ) полученные числовые значения

Рис. 3. Устройство контроля достоверности с использованием ЦАП
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1

k

СЧ i
i

T t
=

•∑  и 
СЧTN , вычисляют значение дос-с-

товерности преобразователя ЦПУП по фор-
муле:

11

m

i
i

t
P

N
== −
∑

. (16)

Другой разновидностью микропроцес-
сорных схем контроля достоверности явля-
ется полностью цифровое устройство, пока-
занное на рис. 4. Цифровые коды поверяе-
мого и эталонного ЦПУ параллельно пода-
ются на n-входовую схему сравнения кодов
(ССК) и блок вычитания (БВ). К первой груп-
пе входов (верхней по схеме) подключаются
в порядке возрастания веса разрядные шины
поверяемого ЦПУ. К нижней группе входов
в том же порядке подключаются n старших
разрядов эталонного преобразователя. С по-
мощью ССК в процессе вращения вала ОДГ
выделяются моменты равенства кодов пове-
ряемого и эталонного ЦПУ. На выходе БВ с
помощью младших разрядов эталонного пре-
образователя формируется разность кодов
эталонного и поверяемого ЦПУ, которая в
момент прихода строба из ССК равна коду
инструментальной ошибки в соответствую-
щей точке диапазона преобразования. Знак
этой разности определяет знак ошибки. Зна-
чение и знак погрешности по сигналу ССК
записывается в регистр памяти (РП), после
чего по запросу микропроцессора через ин-
терфейс ввода (ИВв) передаётся в оператив-

ную память МПУ. При повороте вала на 360°
в памяти МПУ формируется числовой мас-
сив погрешностей, после обработки которо-
го определяется искомое значение достовер-
ности по формуле:

1

1 0
2

1

Эn nm
j

j i
i j

a t
P

N

− −

= =

 
 
 = −

∑ ∑
. (17)

Таким образом, рассмотренные устрой-
ства позволяют реализовать способ контро-
ля оценки достоверности преобразования
реальных ЦПУ.

Анализ погрешности контроля
достоверности ЦПУ

Проанализируем погрешность измере-
ния достоверности на примере устройства,
показанного на рис. 3. В соответствии с [3]
для расчёта абсолютной погрешности мож-
но воспользоваться формулой для погреш-
ности косвенных измерений. Тогда с учётом
(16) получим:

1

m

i
i i

P PP t N
t N=

∂ ∂
∆ = ∆ + ∆

∂ ∂∑ . (18)

Нетрудно заметить, что первый член

выражения (18) равен 
1 1

1m m

i i
i ii

P t
t N= =

∂
∆ = ∆

∂∑ ∑ ,

где i∆  - методическая погрешность дискре-
тизации, вызванная возможностью потери
одного импульса на измеряемом интервале

Рис. 4. Устройство контроля достоверности на основе схемы сравнения кодов
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i∆ . Поэтому естественно предположить, чтоо

все i∆  = 1. Отсюда следует, чтоо

1

1 m

i
i

mt
N N=

∆ =∑ , (19)

где 2 Пnm =  – число уровней квантования по-
веряемого преобразователя, 

Пn  - информа-
ционная ёмкость поверяемого преобразова-
теля.

Второй член выражения (18) равен:

2
1

1 m

i
i

P N t
N N =

∂
∆ = −

∂ ∑ . (20)

После преобразований получим:

1

1 1 11 1 1
m

i
i

P N t ( P )
N N N N=

∂  ∆ = − + − = − ∂  
∑ .

(21)

Величина (1–Р) изменяется в диапазо-
не 0...1, поэтому при достаточно больших
значениях N данная погрешность пренебре-
жимо мала. Поэтому выражение для погреш-
ности можно представить простым соотно-

шением mP
N

∆ =  или

2 2
2

П

Э

n
n

nP −∆∆ = = , (22)

где Э Пn n n∆ = − . Отсюда видно, что погреш-
ность контроля достоверности тем меньше,
чем меньше погрешность эталонного преоб-
разователя. Если задано допустимое значе-
ние P∆ , тоо необходимое значение n∆  мо-
жет вычислено по соотношению:

2
1

доп

n log
P

 
∆ =  ∆ 

. (23)

С учётом достоверности эталонного
преобразователя ЭP  выражение для абсолют-
ной погрешности можно записать в виде [1]

Э

kP
P N

∆ = , откуда

2
1

Э доп

n log
P P

∗  
∆ =  ∆ 

. (24)

Последнее выражение определяет не-
обходимое соотношение между информаци-
онными характеристиками эталонного и по-
веряемого преобразователей исходя из тре-
буемой погрешности контроля достоверно-
сти с учётом достоверности выходного кода
эталонного преобразователя. Графики зави-
симости (24) для различных значений ЭP
приведены на рис. 5.

Выводы
1. Предложен и теоретически обосно-

ван способ контроля достоверности преоб-
разования, основанный на вычислении зна-
чения достоверности с использованием фун-
кции разности идеального и реального ЦПУ.

2. Рассмотрены принципы построения
двух вариантов микропроцессорных уст-
ройств контроля достоверности, основанных
на формировании разностных сигналов с
использованием цифро-аналоговых преобра-
зователей и схем сравнения кодов.

3. Показано, что во всех случаях ошиб-
ка контроля достоверности определяется, в
основном, весом младшего разряда кода эта-
лонного ЦПУ.

4. Установлены зависимости между
допустимой погрешностью контроля досто-
верности и соотношением количества разря-
дов эталонного и поверяемого ЦПУ.

Данная статья подготовлена по резуль-
татам проведения поисковой научно-иссле-
довательской работы в рамках реализации
Федеральной целевой программы «Научные
и научно-педагогические кадры инновацион-
ной России» на 2000 – 2013 годы.
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METHOD AND TECHNICAL TOOLS OF ASSESSING THE RELIABILITY
OF DIGITAL ANGLE CONVERTERS

© 2011 V. M. Grechishnikov, A. A. Yudin

Samara State Aerospace University
named after academician S. P. Korolyov (National Research University)

The paper presents a new method to control the reliability of conversion based on the formation of a difference
signal of the converter being verified and the reference converter. The principles of producing reliability control
devices on its basis are also discussed. It is shown that in all cases the reliability control error is determined by the
weight of the least significant digit of the reference digital angle converter. The relation between the permissible
control error, the reliability of the reference digital angle converter and the ratio of the number of digits of the
reference converter and the one being verified is established.

Method of controlling conversion reliability, reliability control device digital angle converter.
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Актуальной задачей косвенных измере-
ний модуля отдельного пассивного комплек-
сного двухполюсника (ПКД) является устра-
нение влияния на результат измерения неиз-
меряемых двухполюсников измерительной
цепи (ИЦ). Например, таких, как внутреннее
комплексное сопротивление источника на-
пряжения и входное комплексное сопротив-
ление преобразователя тока.

Известны измерительные цепи на ос-
нове пассивных делителей тока, реализую-
щих алгоритмический метод измерения, ос-
нованный на изменении конфигурации ИЦ
(рис. 1) [1, 2].

В первом такте измерения (когда кон-
такты 1 и 2 ключа замкнуты) и во втором
такте (когда контакты 2 и 3 ключа замкнуты)
показания преобразователя тока ПТ соответ-
ственно равны:

3
1 1

1 2 3 2 3 4 2 3

EZМ nI
Z ( Z Z ) Z Z Z ( Z Z )

= =
+ + + + ,

(1)

4
2 2

1 2 4 2 4 3 2 4

EZМ nI
Z ( Z Z ) Z Z Z ( Z Z )

= =
+ + + + ,

(2)
где E  – ЭДС источника напряжения; 1М , 2М
– соответственно показания преобразовате-
ля тока в первом и втором такте преобразо-
вания; n  – коэффициент передачи преобра-
зователя тока; 1I , 2I  – соответственно токи
через преобразователь тока  в первом и вто-
ром тактах преобразования.

Модуль измеряемого 3Z  определяется
по формуле

)()(
)()(

32432321

42342421

2

1
43 ZZZZZZZZ

ZZZZZZZZ
I
IZZ

++++
++++

⋅= .

(3)

Очевидно, рассмотренному алгоритми-
ческому методу присуща методическая по-
грешность
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УДК 629.3

АЛГОРИТМИЧЕСКИЙ МЕТОД ИЗМЕРЕНИЯ МОДУЛЯ
СОПРОТИВЛЕНИЯ ПАССИВНОГО КОМПЛЕКСНОГО ДВУХПОЛЮСНИКА

© Г. И. Шаронов, Р. С. Шаманов

Пензенский государственный университет архитектуры и строительства

Предложен алгоритмический метод измерения модуля пассивного комплексного двухполюсника, ис-
ключающий методическую погрешность его измерения.

Алгоритмический метод измерения, пассивный комплексный двухполюсник, методическая погрешность.

Рис. 1. Измерительная цепь:

0E – источник напряжения с внутренним

комплексным сопротивлением 1Z ; ПТ –
преобразователь тока с входным комплексным
сопротивлением 2Z ; 3Z  и 4Z  –исследуемоемое
и образцовое комплексные сопротивления ,

соответственно

ПТ

E

1
2
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обусловленная ненулевым значением внут-
реннего комплексного сопротивления 1Z
источника напряжения и входного комплек-
сного сопротивления 2Z  преобразователя
тока.

Известен алгоритмический метод изме-
рения параметров ПКД на основе итераци-
онного алгоритма [3], при котором в первом
такте измерения производят аналогично из-
мерительному алгоритму, рассмотренному
выше. Затем, на основе полученной инфор-

мации 
1

2

I
I  синтезируется образцовая ветвь,

дополняющая цепь, образованную измеряе-
мым ПКД 3Z  и образцовым ПКД 4Z , напри-
мер, до моста Максвелла-Вина или Оуэна.
Аналогично в третьем и четвёртом тактах из-
меряют значение токов 3I , 4I  через преоб-
разователь тока ПТ, рассчитывают величину
модуля образцового двухполюсника и кор-
ректируют значение измеряемого модуля
ПКД. Данный алгоритм уменьшает рассмот-
ренную выше методическую погрешность,
однако при его реализации используется до-
полнительный набор образцовых комплекс-
ных двухполюсников и затрачивается допол-
нительное время на синтез образцовой вет-

ви и измерение образцового двухполюсни-
ка.

Для устранения рассмотренных выше
недостатков и методической погрешности
рассмотрим измерительные цепи, представ-
ленные на рис. 2.

Для анализа измерительных цепей вос-
пользуемся матричным методом, который ос-
нован на применении алгебры матриц и не-
которых положений топологической теории
графов [4].

Составим ненаправленные графы для
ИЦ (рис. 2).

Известно, что система контурных урав-
нений в матричной форме может быть запи-
сана в виде

[ ][ ] [ ]
••

= EIZ . (5)

Матрица сопротивлений согласно рис.
3,а имеет вид

[ ] 







++−

−++
=








=

4324

4410

2221

1211
1 ZZZZ

ZZZZ
ZZ
ZZ

Z .
(6)

Многомерные векторы контурных то-
ков и напряжений запишем в виде

[ ] [ ]21111 III =
• , [ ] [ ]001 EE =

•
, (6)

Рис. 2. Измерительные цепи: а) источник напряжения 0E  с внутренним комплексным

сопротивлением 0Z  подключен параллельно образцовому ПКД 4Z ; б) источник напряжения 0E

подключен параллельно исследуемому ПКД 3Z ; ПТ1, ПТ2 – преобразователи тока с входными

комплексными сопротивлениями 1Z  и 2Z
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где 11I  и 21I  – соответственно токи черезз
первый и второй измерительный прибор;

0E  – ЭДС источника напряжения.

Найдём вектор контурных токов [ ]1
•

I ,

решив матричное уравнение [ ] [ ] [ ]
•

−
•

= EZI 1  с
обратной матрицей сопротивлений вида

[ ] 1 11 12
1

21 221

2 3 4 4

4 0 1 41

1

1

Z

Z Z Z Z
.

Z Z Z Z

− ∆ ∆ 
= = ∆ ∆∆  

+ + 
=  + +∆  

(7)

Элементами обратной матрицы [ ] 1
1
−Z

являются алгебраические дополнения ij∆ ,

делённые на определитель 1∆  = det [ ]1Z .

С учётом [ ] 1
1
−Z  составляющие вектора

контурных токов имеют вид

1

432
011

∆
++

=
•• ZZZEI , 

1

4
021

∆
=

•• ZEI . (8)

Результат измерения запишем в виде

,)(

42

4321

212

111

21

11

Zn
ZZZn

In
In

M
M ++

== (9)

где 11M  и 11M  – численные значения токовов

на выходах ПТ1 и ПТ2; 1n  и 2n  – значения
коэффициентов передачи ПТ1 и ПТ2.

Очевидно, рассмотренному варианту
измерения присуща методическая погреш-
ность

1213

4242111
nMZ

ZZZnM −−
−=δ , (10)

обусловленная ненулевым значением вход-
ного сопротивления ПТ2 и неравенством
коэффициентов передачи преобразователей
тока.

Матрицу сопротивлений согласно рис.
3,б можно записать в виде

[ ] 







++−

−++
=

4323

3310
2 ZZZZ

ZZZZ
Z , (11)

обратная матрица сопротивлений имеет вид

[ ] 1 11 12
2

21 222

2 3 4 3

3 0 1 32

1

1

Z

Z Z Z Z
.

Z Z Z Z

− ∆ ∆ 
= = ∆ ∆∆  

+ + 
=  + +∆  

(12)

В этом случае, умножив обратную мат-

рицу [ ] 1
2
−Z  на задающий вектор, получим зна-

Рис. 3. Ненаправленный графы ИЦ
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чения составляющих вектора контурных то-

ков 
•

12I  и 
•

22I :

2

432
012

∆
++

=
•• ZZZEI , 

2

3
021

∆
=

•• ZEI . (13)

Результат измерения с учетом значений
токов с выходов ПТ1 и ПТ2 запишем в виде

1 2 3 412 1 12

22 2 22 2 3

n ( Z Z Z )M n I .
M n I n Z

+ +
= = (14)

Очевидно, второму варианту измерения
также присуща методическая погрешность

1213

4242111
nMZ

ZZZnM −−
−=δ , (15)

обусловленная ненулевым значением вход-
ного комплексного сопротивления ПТ2 и
неравенством коэффициентов передачи пре-
образователей тока.

Совместное решение уравнений (9) и
(14) позволяет получить величину модуля
исследуемого комплексного двухполюсника

3Z  в виде

1221

2211
43 MM

MMZZ = , (16)

в котором исключена зависимость результа-
та измерения от неизмеряемых параметров

0Z , 1Z , 2Z , 1n , 2n .

Анализ обратных матриц [ ] 1
1
−Z  и [ ] 1

2
−Z

позволяет сделать вывод, что алгебраичес-

кое дополнение 11∆  должно быть одинаковоо
для обеих ИЦ, т.е. должно содержать любую
сумму одних и тех же двухполюсников. Ал-
гебраические дополнения 12∆  и 21∆  должны

содержать исследуемый двухполюсник 3Z

или образцовый двухполюсник 4Z . В алгеб-

раическое дополнение 22∆  должны входить
любые двухполюсники в любой из ИЦ.

Алгоритмический метод, основанный
на изменении конфигурации измерительной
цепи и измерения общего тока и токов через
измеряемый и образцовый двухполюсники,
позволяет исключить методическую погреш-
ность, обусловленную ненулевыми значени-
ями внутреннего комплексного сопротивле-
ния источника напряжения, входных комп-
лексных сопротивлений измерительных при-
боров, нестабильностью параметров анало-
гового тракта преобразования, и позволяет
существенно расширить функциональные
возможности измерителей параметров пас-
сивных комплексных двухполюсников.
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ALGORITHMIC METHOD OF MEASURING OF THE MODULE
OF A PASSIVE COMPLEX DIPOLE

© 2011 G. I. Sharonov, R. S. Shamanov

Penza State University of Architecture and Construction

The paper presents an algorithmic method of measuring the module of a passive complex dipole, eliminating
the methodological error in measuring the module of a passive complex dipole.

Algorithmic method of measuring, passive complex dipole, methodological error.
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В процессе проектирования агрегатных
отсеков возникают ситуации, требующие ус-
тановки новых элементов или перемещения
уже размещённых. В автоматизированном
проектировании это требует изменения гео-
метрической модели системы. Трансформи-
руемая модель рассчитывается автоматичес-
ки. Варианты трансформированных моделей
предлагаются конструктору для оценки. В его
функции входит выбор подходящего вариан-
та из предложенных системой.

Постановка задачи. Необходимость
трансформации модели возникает в том слу-
чае, когда при перестановке или добавлении
агрегата возникает пересечение элементов
компоновки. В выбранной геометрической
модели элементы описаны R-функциями [1],
причём в точках, принадлежащих элементу,
R-функция принимает отрицательное значе-
ние. Область пересечения элементов описы-
вается R-конъюнкцией всех элементов ком-
поновки. Если существуют точки, переводя-
щие R-конъюнкцию в область отрицатель-
ных значений, то в компоновке есть пересе-
кающиеся элементы (причём выбранные точ-
ки лежат в зоне пересечения). Таким обра-
зом, условие, определяющее необходимость
трансформации, запишется в виде

( ) 0
N

imin X ,Y ,Zα ϑ∧ <   , (1)

где ϑi - R-функция элемента, i - номер эле-
мента, X, Y, Z - координаты проверяемой

точки, N - число элементов в отсеке, α∧  -
операция R- конъюнкции.

Традиционная функция цели при про-
ектировании летательного аппарата - масса
конструкции. В рассматриваемом случае рас-
чёт массы затруднён, но можно с достаточ-
ной уверенностью считать, что масса линей-
но зависит от длины трубопровода, которую
легко рассчитать.

Примем функцию цели в следующем
виде:

F l Ui
i

N

j= ∑ ( ) , (2)

где li - длина элементарного участка трубо-
провода, Uj - вектор, определяющий длину
участка трубопровода.

Переменными при выборе решения яв-
ляются варианты участков трубопровода,
удовлетворяющие условиям функционирова-
ния и непересечения. В общем виде задача
формулируется следующим образом: найти

min
E G

F
⊂

, (3)

где G - множество вариантов прокладки тру-
бопровода, Е - варианты, удовлетворяющие
условиям непересечения.

Число рациональных вариантов про-
кладки трубопровода невелико, и выбор оп-
тимального может быть выполнен простым
перебором.

УДК 621.64 + 004.9

ТРАНСФОРМИРУЕМАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТРУБОПРОВОДА

© 2011 В. Н. Гаврилов

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С. П. Королёва (национальный исследовательский университет)

Разработана геометрическая модель трубопровода для применения в автоматизированном проектирова-
нии топливных систем. Математическое описание построено на применении аппарата R-функций. Функции,
описывающие геометрию трубопровода, включают ряд параметров, позволяющих изменять не только форму
оси, но и форму сечения (при сохранении его площади).

Модель геометрическая трансформируемая, трубопровод.
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Для пространственного описания гео-
метрического тела использован аппарат
R-функций.

Модель использует три вложенные си-
стемы координат:

- собственную систему изменяемого
фрагмента - xyz;

- собственную систему геометрическо-
го элемента - ξψζ;

- систему координат отсека - XYZ.
(Расположение фрагмента определяет-

ся положением его системы координат от-
носительно элемента. В свою очередь, рас-
положение геометрического элемента в от-
секе определяется  положением системы ко-
ординат элемента относительно системы ко-
ординат отсека).

Параметры, определяющие взаимное
положение систем координат:

- координаты центра Uоi (Xi,Yi,Zi);
- матрица направляющих косинусов

осей:

L = 

l m n
l m n
l m n

x x x

y y y

z z z















  или орты i, j, k. (4)

Расчёт R-функций проводится в соб-
ственной системе координат элемента. Все
расчёты, связанные с определением положе-

ния элемента или получением его чертежа,
проводятся в основной системе координат.

В процессе компонования отсека мо-
жет возникнуть ситуация, когда проложен-
ный трубопровод мешает размещению дру-
гих элементов. Конструктору предоставляет-
ся два выхода: обойти препятствие или из-
менить форму сечения трубопровода.

Обход препятствия. Этот вариант
трансформации кажется наиболее очевид-
ным и простым в реализации. Возможны два
способа реализации обхода (рис. 1):

- обход по границе препятствия (вари-
ант 1а);

- обход с минимизацией длины трубо-
провода (вариант 1б).

Первый способ можно рассматривать
как предельный частный случай второго. Он
явно не оптимален по длине трубопровода,
но его реализация требует меньшего числа
участков трубопровода и позволяет эконо-
мить свободное пространство отсека.

Реализация обхода требует определения
узлов прокладки новых участков трубопро-
вода (UН ... и т. д.). Число узлов и их коорди-
наты зависят от формы и размеров препят-
ствия. Первый и последний узлы лежат на
исходной оси трубопровода. Направление
оси нового участка трубопровода совпадает
с направлением исходной оси.

Рис. 1. Параметры трансформации при обходе препятствия
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Изменение сечения трубопровода воз-

можно, когда препятствие незначительно
перекрывает сечение трубопровода (не более
0.2D). Цилиндрический участок трубопрово-
да заменяется участком сложной формы,
плавно переходящим от цилиндрического
сечения к эллиптическому. Принцип транс-
формации с изменением сечения трубопро-
вода (вариант 2) показан на рис. 2.

Параметры эллиптической вставки: ко-
ординаты начального и конечного узлов, ве-
личина малой полуоси эллипса, угол, задаю-
щий направление оси эллипса. Положение
участка с изменяемым сечением определяет-
ся вектором Uпр (радис-вектор препятствия в
основной системе координат). Значение
R-функции, полученной пересечением ком-
понуемых тел, в точке, определяемой этим
вектором, минимально. При этом агрегат пе-
ресекается с участком трубопровода:

ξ2
пр  + ψ2

пр  - D2 /4 < δ2 , (5)

где δ - минимальное допустимое расстояние
между элементами компоновки;  ξпр , ψпр - ко-
ординаты препятствия в системе трубопро-
вода (Ω = (ξ,ψ,ζ) = L·U; L - матрица направ-
ляющих косинусов трубопровода).

Площадь сечения трубопровода долж-
на оставаться постоянной:

S = πD2/4 = π ab, (6)

где a, b - большая и малая полуоси эллипса.
Следовательно, должно выполняться соот-
ношение a = D2/4b. Наименьшее значение
малой полуоси (в районе препятствия) оп-
ределяется расстоянием до препятствия:

2 2
min пр прb ξ ψ δ δ= + − = ∆ − . (7)

Направление малой полуоси определя-
ется углом α:

tg α = ξпр / ζпр . (8)

Положение изменяемого элемента в
системе координат трубопровода определя-
ется началом новой системы координат (xyz)

(ξ = 0, ψ = 0, ζ = ζ пр) (9)

и направляющими косинусами

l = ξпр / ψпр , m = ψпр / ξпр , n =0 . (10)

Общий алгоритм трансформации
строится по следующей схеме:

- анализ пересечения трубопровода с
агрегатами, размещёнными в отсеке;

- если обнаружено пересечение, то оп-
ределение номера агрегата и номера элемен-
та трубопровода, которые пересекаются;

- определение “критической” точки пе-
ресечения;

- анализ границ пересечения;

Рис. 2. Трансформация с изменением формы сечения трубопровода
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- расчёт необходимого смещения оси
трубопровода;

- расчёт минимальной длины переме-
щаемого участка трубопровода;

- расчёт дополнительных точек трасси-
ровки трубопровода;

- трассировка трансформируемого тру-
бопровода и построение его модели.

Центральный алгоритм расчёта транс-
формируемой модели - анализ пересечения
агрегата с трубопроводом. В общем виде ал-
горитм анализа пересечения можно реали-
зовать в следующем виде:

- построить R-функцию области пере-
сечения трубопровода с множеством (объе-
динением) агрегатов в отсеке;

- найти минимальное значение R-функ-
ции в пределах отсека;

- проверить знак полученного значения.
Алгоритм проверки пересечения:
1) выбираем очередной агрегат (n);
2) выбираем участок трубопровода (i) ;
3) выбираем начальную точку участка

трубопровода (Uj);
4)рассчитываем R-функцию агрегата в

выбранной точке (ρi(Uj)). Если её значение
больше расстояния до крайней точки участ-
ка трубопровода ρi(Uj)>δi(Uj) (где δi(Uj)=
= h Di i

2 2 4+  - для цилиндрического участкаа
и (2r+Di)Sin(α /2) - для торового участка), то
переходим к п. 2;

5) если значение R-функции меньше
радиуса трубопровода ρi(Uj) < Di/2, то агре-
гат пересекается с трубопроводом - запоми-
наем номера агрегата и участка трубопрово-
да, а также координаты узла входа в область
пересечения. Переходим к поиску точки на
оси, в которой функция имеет наименьшее
значение (это значение равно расстоянию от
оси до поверхности агрегата);

6) делаем шаг по оси в направлении
конечной точки участка трубопровода
(ζ +∆ζ);  если ζ > hi , то переходим к п. 2;

7) повторяем расчёт: если значение R-
функции уменьшается, то идём дальше;

8) если значение функции увеличива-
ется, то запоминаем значение R-функции и
координаты соответствующего узла;

9) делаем шаг по оси в направлении ко-
нечной точки участка трубопровода (ζ +∆ζ)

-  если ζ > hi , то переходим к п. 2; повторяем
расчёт, пока выполняется условие ρi(Uj) <
< Di/2; запоминаем координаты узла выхода
из области пересечения; переходим к п. 11;

10) если все участки проверены, то пе-
реходим к п. 1; если все агрегаты провере-
ны, то пересечения нет;

11) конец расчёта.
R-функции агрегата рассчитываются в

собственной системе координат. Для перехо-
да от одной системы координат к другой ис-
пользуются следующие соотношения в век-
торной форме:

Ω = L·(U - Uн), U = Ω·Lт + Uн , (11)

где Ω = (ξ,ψ,ζ) - вектор в собственной систе-
ме координат; Lт - транспонированная мат-
рица.

Анализ границ пересечения. В том слу-
чае, когда агрегат пересекает трубопровод,
необходимо определить направление обхода.

Алгоритм проверки пересечения опре-
деляет следующие параметры:

- координату “узкого” места по оси тру-
бопровода (ζk );

- расстояние до поверхности пересека-
ющего агрегата (ρk );

- номер пересекающего агрегата n.
Вводим полярную систему координат

в плоскости, перпендикулярной оси трубо-
провода с центром в точке (ζk). Выбираем
точку с полярными координатами (α0,ρk ) и
рассчитываем значение R-функции агрегата
n в этой точке. Вращая точку с постоянным
радиусом ρk , находим положение α, при ко-
тором  абсолютное значение функции мини-
мально. Это положение определяет направ-
ление обхода агрегата.

Положение “критической” точки в си-
стеме координат трубопровода определяет-
ся соотношениями

ζ=ζk , ψ= ρk Cos α , ξ= ρk Sin α. (12)

Вариант трансформации зависит от ве-
личины ρk. При D/2 > ρk >D/6 возможны лю-
бые варианты. В других случаях - только об-
ход препятствия. Координаты центральной
точки прокладки трубопровода при обходе:

ζ=ζk , ψ=(ρk + D/2 +ε) Cos α,
ξ= (ρk + D/2 +ε) Sin α, (13)
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где ε - допустимый зазор между агрегатами.

Для определения граничных точек про-
кладки трубопровода при обходе применим
следующий алгоритм:

- дадим центральной точке прокладки
приращение ζв = ζk +∆ζ и рассчитаем R-фун-
кцию агрегата n в этой точке;

- если значение R-функции отрицатель-
ное, то повторим операцию;

- если значение R-функции положи-
тельное, то увеличим полученное значение
координаты ζв на D и примем его как значе-
ние верхней границы;

- значение нижней границы получим
аналогично, используя отрицательное при-
ращение координаты ζ.
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Введение трансформируемых участков
в заранее сформированную модель трубопро-
вода проводится в автоматическом или диа-
логовом режиме и позволяет исключить не-
производительные затраты времени конст-
руктора при внесении изменений в проект.

Учёт особенностей объекта проектиро-
вания позволил свести пространственную
задачу к одномерному поиску.
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FLEXIBLE GEOMETRICAL MODEL OF PIPELINE

© 2011 V. N.Gavrilov

Samara State Aerospace University
named after academician S. P. Korolyov (National Research University)

A geometric model of a pipeline has been developed for use in automated design of fuel systems. The
mathematical description is based on the use of R-function apparatus. The functions that describe the pipeline geometry
include a number of parameters which make it possible to change not only the form of the shaft but also that of the
section (while retaining its area).

Flexible geometrical model, pipeline.



205

Управление, вычислительная техника и информатика

1. Введение. Постановка задачи
Есть множество задач, где необходимо

измерять (для физических величин, сигна-
лов) или оценивать (для математических ве-
личин, числовых данных) законы распреде-
ления вероятностей мгновенных значений
величин [1–18]. Если при этом в качестве
исходных (первичных) значений выступают
эмпирические данные (результаты измерения
мгновенных значений сигналов – физичес-
ких параметров (величин) реальных объек-
тов – или значения, полученные в измери-
тельных экспериментах), то, как правило,
полученные законы распределения называ-
ют эмпирическими. Если к тому же исполь-
зуются непараметрические методы, напри-
мер, идентификация по методу «чёрного
ящика», когда параметрическая модель рас-
пределения неизвестна, то зачастую для до-
стижения заданной цели решения поставлен-
ной задачи необходимо или желательно
иметь формализованную модель этого эмпи-
рического распределения, например, его ана-
литическое описание. При этом желательно,
а в ряде случаев необходимо сделать процесс
аналитической аппроксимации автоматичес-
ким или автоматизированным.

Именно решение задачи автоматизации
выбора аналитического описания моделей и
определения их параметров и рассматрива-
ется в настоящей работе.

2. Цели описания
Прежде чем находить эмпирическое

распределение, а тем более его аналитичес-

кое описание, необходимо чётко представить
цель этих действий, согласовать её место в
дереве целей решения той конечной задачи,
для которой отыскивается аналитическое
описание. В качестве таких целей могут быть
[19]: гносеологические, логостические, со-
зидательные, коммуникационные, управлен-
ческие, метрологические, имитационные и
т.п. Помимо целей необходимо учитывать
функции, выполняемые аналитическим опи-
санием в рамках заданной цели [19]: переда-
точные, измерительные, описательные, ин-
терпретаторские, предсказательные, критери-
альные и т.д. Затем выдвигаются требования
и критерии качества описания, определяемые
целью, функциями, приложениями результа-
тов описания. Если есть необходимость, то
надо учесть допустимость при этом управ-
ления качеством результатов [20]. Например,
требования и критерии сильно отличаются,
если нужно как можно более точно описать
наиболее вероятные значения СФ или, наобо-
рот, очень редкие значения, когда описыва-
ются хвосты распределений, а по ним надёж-
ностные характеристики высоконадёжных
объектов.

3. Основные подходы к автоматизации
Рассматривая вопросы автоматизации

аналитического описания эмпирических рас-
пределений, необходимо прежде всего либо
определиться с целью и функциями описа-
ния, либо строить многоцелевые, многофун-
кциональные или адаптивные, самоперест-
раиваемые под конкретные цели, задачи, тре-

УДК 621.372 + 519.24

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

© 2011 В. В. Губарев

Новосибирский государственный технический университет

Рассматриваются методы идентификации распределений случайных сигналов: существующие подходы
и разные методы упорядочения и автоматического выбора аналитических моделей распределений. Приводятся
примеры упорядочения по некоторым методам. Описываются особенности нового многоцелевого метода моде-
летеки идентификации распределений, измерения различных характеристик и имитации случайных сигналов,
их вариативного и вектор-моделирования.

Случайные сигналы, функции, процессы, последовательности, распределения вероятностей, иденти-
фикация, упорядочение, выбор, моделетека, моделирование, измерение характеристик, имитация.
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бования, средства. В настоящей работе рас-
смотрим общие приёмы, характерные для
всех подходов, которые можно положить в
основу автоматизации.

Решение задачи существенно зависит
от априорных сведений о распределении.
Лучшее решение можно получить, если ап-
риори известен вид распределения с учётом
возможных отклонений его из-за условий
получения исходных данных, а также «жиз-
ни» исследуемого объекта. Тогда задача ав-
томатизации сводится к подзадаче оценива-
ния параметров распределения и проверки
априорных гипотез о верности вида модели
распределения исходным данным и услови-
ям их получения. Если же вид модели рас-
пределения априори не известен, т.е. прихо-
дится работать в условиях «чёрного ящика»,
то можно либо найти эмпирическое распре-
деление непараметрическими методами, а
потом осуществлять его идентификацию,
аппроксимацию, либо предварительно выб-
рать вид модели распределения из априори
построенного множества, а затем находить
его параметры и проверять гипотезы. В обе-
их ситуациях, особенно в последнем случае,
задача осложняется тем, что множество воз-
можных распределений континуально. Вы-
ходом из этого является априорное форми-
рование нескольких множеств из различных
моделей, удовлетворяющих определенным
требованиям полноты множеств и их мини-
мальной избыточности [20, 21].

Простейшим вариантом автоматизации
является применение селекции априори на-
бранных моделей путём их перебора, опре-
деления параметров и проверки гипотез [18].
Помимо больших затрат времени этот метод
имеет ещё ряд недостатков, среди которых
необходимость повторного апостериорного
выбора одной модели из совокупности не-
скольких моделей, выдержавших ранее апо-
стериорный тест на адекватность (целям,
функциям, критериям, условиям). Для этого
необходимо привлекать внешние (дополни-
тельные) критерии выбора.

Второй вариант – это априорное фор-
мирование банка моделей – набора (базы)
моделей и систем управления априорным

наполнением его (её) и апостериорным вы-
бором моделей из него (неё). Рассмотрим его
подробнее.

Возможны, по крайней мере, три реа-
лизации этого варианта. Первый, приклад-
ной, специализированный, «физический»,
изначально ориентирован на конкретную
цель, назначение идентификации распреде-
ления. В этом случае априори набор моде-
лей формируется так, чтобы наилучшим об-
разом решалась конкретная прикладная за-
дача. Например, при исследовании надёжно-
сти технических объектов в набор включа-
ются такие модели распределений, для кото-
рых соответствующие им эмпирические ха-
рактеристики надёжности (функция надёж-
ности, интенсивность отказов и т.п.) будут
адекватно (по заданному критерию) описы-
вать исследуемые надёжностные характери-
стики [10], соответствовать ожидаемой по-
лезности [16] или быть оптимальными либо
экстремальными (наилучшими или наихуд-
шими для решения задачи) по какому-либо
критерию.

Вторая реализация – формальная, «ма-
тематическая» (универсальная, многоцеле-
вая, многофункциональная). В этом случае
набор моделей создаётся исходя из формаль-
ных соображений, требований к нему и в
силу этого допускает многоцелевое, много-
функциональное применение на соответству-
ющем этапе технического процесса движе-
ния к конечной цели решения итоговой за-
дачи [3, 6, 20–22]. Одной из идей такой реа-
лизации является применение методов, близ-
ких по сути методам формирования библио-
тек и расположения книг в них (универсаль-
ная десятичная классификация, алфавитный
и систематический каталоги и пр.). Ниже эта
реализация будет рассмотрена подробнее.

Третья реализация – комбинация пер-
вой и второй. Например, на первом этапе
быстро, формально по второму способу от-
бираются модели-претенденты без оценива-
ния их параметров и проверки гипотез, а за-
тем осуществляется селекция среди претен-
дентов с оцениванием параметров, провер-
кой гипотез о распределениях или по крите-
риям качества конечного результата.
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4. Методы упорядочения и выбора
моделей распределений

Рассмотрим некоторые методы априор-
ного упорядочения и автоматического апос-
териорного выбора моделей эмпирических
распределений.

В настоящее время наибольшее распро-
странение получил метод пространства (в
частности, плоскости) идентификаторов [3,
6, 16, 20, 21]). Его суть сводится к тому, что
каждой параметрически заданной модели
(например, одномерной плотности распре-
деления );,;(W αλax , где а – параметр по-

ложения, λ – масштаба, ( )kαα= ,...,1α  –
формы (k – количество параметров формы),
ставится в соответствие идентификатор

( )sββ= ,...,1β , s – размерность пространстваа
идентификаторов. Поскольку форма распре-
деления инвариантна к параметрам а и λ, сле-
дует при упорядочении моделей иметь дело
со стандартизованными моделями, у которых
а = 0, λ = 1, либо идентификаторы sββ ,...,1

строить не зависящими от а и λ. Другие тре-
бования (существования, однозначности,
эффективности оценивания, устойчивости
(робастности), многоцелевости, финитнос-
ти, экономичности /вычислительной, изме-
рительной, конструктивной/, инвариантнос-
ти) описаны в [20, 21]. Там же описывается
метод построения банков моделей µ в виде

моделетеки, предполагающий полноту и ми-
нимальную избыточность моделей, входя-
щих в неё (см. п. 5). Тогда для упорядочения
моделей, не имеющих параметров формы
(т.е. при k = 0), достаточно иметь всего два
идентификатора 1β  и 2β , т.е. s = 2. В этомом
случае одномерные распределения будут рас-
полагаться на плоскости идентификаторов
( )21,ββ  в виде отдельных точек; с одним па-
раметром формы (k = 1) – в виде линий, с
двумя и более(k ≥ 2) в виде зоны ненулевой
площади (рис. 1). Если же ввести три иден-
тификатора 1β , 2β , 3β , то в таком простран-

стве идентификаторов ( )321 ,, βββ  распреде-
ления с k ≤ 1 будут представляться точкой, с
k = 2 – трёхмерной линией, с k ≥ 3 – облас-
тью ненулевого объёма и т. д.

Априорное упорядочение в простран-
стве идентификаторов сводится к определе-
нию по модели µ, например, по модели

);,;(W αλax , конкретных значений (или

зоны значений) идентификаторов sββ ,...,1  и
аналитическому, табличному или графичес-
кому упорядочению расположения значений

sββ ,...,1 , соответствующих конкретным мо-

делям nµµ ,...,1  (рис. 1). Автоматический ап-

риорный выбор модели iµ , ni ,1=  по про-

странству идентификаторов ( )sββ ,...,1  сво-

Рис. 1. Пример апостериорного выбора модели по плоскости идентификаторов (α1, α2):
модели µ1, µ2, µ8, µ9 не имеют параметров формы; модели µ3, µ6 имеют один параметр формы;

модели µ4, µ5, µ7 имеют два или более параметров формы;
по )( 21 ˆ,ˆ αα  выбирается параметрическая модель µ4
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дится к поиску номера i (типа, вида, назва-
ния) модели iµ , которой соответствуют за-

данные значения sββ ,...,1 . Апостериорный
же выбор сводится, во-первых, к нахожде-
нию одним из непараметрических методов

значений оценок sββ ˆ,...,ˆ
1  идентификаторов

sββ ,...,1 , во-вторых, к назначению области

притяжения ( )sββ ˆ,...,ˆV 1 , построенной с учё-
том погрешностей (или доверительных зон)
оценок β̂  идентификаторов β (рис. 1), в-тре-
тьих, к выбору той модели (или соседних
моделей) µ, апостериорное значение иден-
тификаторов β, т.е. оценок β̂ , которой (ко-
торых) попали в зону притяжения V и, нако-
нец, к оценке параметров и проверке гипо-
тез согласия выбранной модели с эмпиричес-
кими данными.

Примеры таких упорядочений приведе-
ны на рис. 2 (дополнительно см. [20, 21],
здесь и далее нумерация распределений взя-
та из [21]).

Как указывалось выше, одним из тре-
бований к идентификаторам β является их
существование для упорядочиваемых моде-
лей. Если же это условие не выполняется

(так, на плоскости моментов не могут быть
отражены распределения, не имеющие мо-
ментов, например, Коши), то либо надо
переходить к другим идентификаторам
(рис. 2 в), либо к другим методам упорядо-
чения. Среди них определённый интерес
представляют методы типа плоскости рас-
пределений (рис. 2 г), плоскости мер, рас-
стояний или близости, канонических пред-
ставлений, разложений в ряд, затянутости
хвостов и другие [11, 20, 21].

В тех случаях, когда необходимо упо-
рядочить семейство моделей (распределе-
ний) или на втором этапе описанных выше
процедур необходима дальнейшая конкрети-
зация выбранной модели в рамках выбран-
ного семейства, следует использовать упо-
рядочение распределений по иерархии, т.е.
по конкретным значениям какого-то или ка-
ких-то параметров формы kαα ,...,1  модели.
Примеры такого упорядочения приведены в
[21].

Наконец, для решения задач имитации,
построения механизма образования случай-
ностей или закона распределения, ожидае-
мого после функционального преобразова-
ния процессов (сигналов) с известным рас-
пределением и т.п., можно использовать упо-

Рис. 2 а. Пример графического упорядочения по методу плоскости моментов:
I-X – Пирсона, 1 – равномерное, 2 – нормальное, 3 – бета-I, 4 – экспоненциальное, 5 – гамма, 6 – Парето,
7 – бета-II (Фишера), 8 – арксинуса, 9 – Симпсона, 10 – логистическое, 11 – Лапласа, 12 – Кэптейна-1;

13 – логнормальное, SL – Джонсона, 14 – Максвелла, 15 – Рэлея, 16 – Вейбулла, 17 – полунормальное,
18 – Колмогорова, 19 – Стьюдента, 20 – Реньи, 21 – двойное показательное (экстремальных значений),

22 – τ-Крамера [21]; β1 – квадрат коэффициента асимметрии; β2 – неприведённый коэффициент эксцесса
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рядочение распределений по видам функци-
ональных преобразований. Пример таких
преобразований приведён в таблице 1 (см.
другие примеры в [21]).

5. Моделетека
Как уже упоминалось, одна из проблем

упорядочения и апостериорного выбора рас-
пределений, в качестве которых, как прави-
ло, рассматриваются дискретные и абсолют-
но непрерывные, заключается в том, что воз-
можное множество распределений является
континуальным, т.е. не представимым взаим-

но-однозначно с помощью конечного (и даже
счётного) набора идентификаторов sββ ,...,1 .
Это приводит к тому, что в одном и том же s-
мерном пространстве идентификаторов β
могут иметь место множественные пересе-
чения моделей, имеющих тот же набор зна-
чений sββ ,...,1 . Во избежание этого можно
использовать идеи моделетеки [20, 21]. Мо-
делетека (от model – модель /фр. – modele,
ит. modello, лат. modulus – способ, образец/ и
древн. греч. τηκη – theka – хранилище) есть
упорядоченное множество моделей, удовлет-

Рис. 2 б. Пример графического упорядочнения распределений по методу плоскости
информационных характеристик (а) и преобразованной плоскости моментов (б):

)}({ln)( xWxh XΜ−=  – дифференциальная энтропия, )(xWX  – плотность распределения

вероятностей, }{⋅M  – оператор математического ожидания

 
 

Рис. 2 в. Пример графического упорядочнения
распределений по методу плоскости квантилей;

хр – квантиль порядка р

Рис. 2 г. Пример графического упорядочнения
распределений по методу плоскости

распределений; γ1 – коэффициент асимметрии
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Таблица 1. Пример упорядочения моделей через функциональные преобразования
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воряющих требованиям полноты, минималь-
ной избыточности, уровня описания и иссле-
дованности в приложении к конкретной
предметной области. Характерные особенно-
сти моделетеки: упорядоченность моделей,
их полнота и отсутствие избыточности; при-
мерно одинаковая сложность моделей; сход-
ство в детализации описания моделей; изу-
ченность свойств всех моделей; наличие для
каждой модели портфолио (все характерис-
тики модели, аттестованные алгоритмы оце-
нивания в разных условиях параметров мо-
делей и параметрического оценивания всех
их характеристик, погрешностей оценива-
ния; аттестованные алгоритмы имитации
выборочных значений (в разных условиях);
иерархическая связь в рамках семейств (пе-
реход в частные случаи при фиксированных
значениях параметров модели) и формул свя-
зи между описываемыми ими случайными
элементами (величинами, векторами, функ-
циями); примеры успешного применения
моделей для решения теоретических и прак-
тических задач; упрощение автоматизации
априорного и апостериорного выбора моде-
лей; упрощение исследования погрешности
классификации (от неправильного выбора
модели); упрощение решения многофункци-
ональных задач, в частности, параметричес-
ким измерением нескольких характеристик;
упрощение робастных измерений; компакт-
ность моделей.

Чтобы избежать неоднозначности или
свести её к ожидаемой, следует априори
оформить несколько моделетек. Например,
типовых надёжностных, наиболее широко
применяемых в приложениях; всех распре-
делений Пирсона либо Джонсона или Боро-
дачева и им подобных [21], а апостериорный
выбор сделать многоэтапным: на первом эта-
пе выбирать моделетеку, на втором – модель-
претендента из выбранной моделетеки, на
третьем – отбор одной из моделей-претен-
дентов по дополнительному критерию селек-
ции. Обратим внимание на упомянутые выше
особенности моделетеки, которые дают ос-
нованным на ее использовании методам оп-
ределённые преимущества при решении мно-
гофункциональных задач идентификации,
измерения характеристик, имитации, прогно-
зирования, распознавания и др. [20].

Особый интерес идея моделетеки пред-
ставляет в вариативном (поливариантном)
моделировании [20] – методе исследования
объектов, основанном на замене исследуемо-
го объекта-оригинала набором разнообраз-
ных моделей его, на одновременной (совме-
стной) работе с ними и переносе получен-
ных результатов на объект-оригинал. При
этом желательно набор моделей формировать
так, чтобы они составляли вектор-модель.
Вектор-модель – это система из минималь-
ного набора родственных по назначению как
можно более простых и близких по сложно-
сти моделей, отражающих в совокупности
всё интересующее исследователя многообра-
зие существа (сути), закономерностей,
свойств и особенностей состояния, строения
и функционирования (поведения, жизни)
объекта-оригинала на требуемом (согласно
её назначению) уровне и обеспечивающих
появление системного свойства эмерджент-
ности (эмергентности).

В [20] перечислены основные причи-
ны, побуждающие применять вариативное
моделирование и основные методы вариа-
тивного моделирования. Это экспертное фор-
мирование множества моделей; последова-
тельный перебор, в том числе с использова-
нием самоперестройки, адаптации; упорядо-
ченный выбор (по типу моделетеки); отбор
заведомо наилучших, хорошо проявивших
себя в собственной практике, и т. д.

При этом рекомендуется использовать
различные формализации типа целевого по-
иска, морфологического анализа, таблиц со-
пряжённости и т. д. Один из вариантов пред-
ставлен в таблице 2.

6. Заключение
В работе рассмотрены формализован-

ные процедуры, облегчающие автоматиза-
цию априорного упорядочения и апостери-
орного выбора модели по имеющимся исход-
ным данным. По аналогии с рассмотренны-
ми методами идентификации одномерных
распределений можно ввести методы упоря-
дочения и выбора многомерных распределе-
ний, спектральных плотностей мощности (а
через них корреляционных функций), функ-
ций регрессии и т. п. [20, 21]. При этом не
следует забывать о следующем: допусти-
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мость и зачастую желательность описания
объекта множеством моделей, связь степени
полезности выбранной модели с решаемы-
ми на её основе задачами, финитность лю-
бой модели и необходимость разной степе-
ни общности или детальности её для разных
целей исследования объекта и решаемых за-
дач; необходимость учёта дерева целей, ус-
ловий и ресурсов для их достижения; зави-
симость вида модели от природы, реальнос-
ти и качества исходных данных и условий их
получения; невозможность идеального соот-
ветствия модели объекту; интерпретируе-
мость параметров модели в терминах реша-
емой на её основе прикладной или исследо-
вательской задачи; неполнота наших апри-
орных знаний об объекте. Следует при этом
всегда помнить, что излишняя формализация
и автоматизация процедур сбора, обработки
и анализа данных, выбора модели приводит
к потере значимости таких факторов, как
опыт, интуиция исследователя, способность
его выявлять и отсеивать абсурдные («нефи-
зические») данные, выделять структуры,
выдвигать и проверять гипотезы и т.д.
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Задачи моделирования или 
требования к моделям 

Свойства моделей 
µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 

Задача 1 (требование 1) – + – + + + 
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Задача 3 (требование 3) + – + – + – 
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Ошибка лётчика как фактор снижения
безопасности полёта на всём протяжении ис-
тории авиации была предметом внимания
лётно-технического и руководящего персо-
нала авиакомпаний, научных работников в
области психологии . Долгое время
признать факт ошибки лётчика означало при-
знать его виновным в невыполнении зада-
ния, в поломке техники и собственной гибе-
ли. Отсюда все мероприятия по борьбе с
ошибками были направлены на профессио-
нальный отбор, обучение и воспитание (на-
казание). Эти меры, очевидно, необходимы,
но недостаточны, поскольку ошибки совер-
шают отобранные многолетней практикой,
квалифицированные лётчики, что позволяет
предположить, что человеческий фактор ава-
рийности не сводится к проблеме професси-
ональной непригодности.

Деятельности лётчика присуща нео-
бычная для других профессий простран-
ственная ориентировка. Оценку положения
самолёта в пространстве лётчик осуществ-
ляет визуально по наземным ориентирам и
по приборам, а при отсутствии видимости
земли в сложных метеоусловиях – только по
приборам. Качество взаимодействия лётчи-
ка с приборами летательного аппарата во
многом определяется его индивидуально–
психологическими особенностями.

Особое место в перечне причин авиа-
катастроф занимают ошибочные действия,
связанные с психологическими свойствами
личности. Представляет интерес роль само-
оценки и стрессовой напряжённости в воз-

никновении ошибочных действий и её влия-
ние на профессиональную эффективность
лётчиков в целом [1].

Исследование проводилось в авиацион-
ной эскадрилье. На основе данных, получен-
ных с помощью психологического тестиро-
вания, был создан диагностический комплекс
прогноза профессиональной эффективности
лётчиков.

Пусть каждый человек описывается
конечным набором признаков [2], в рассмат-
риваемом случае это характеристики, полу-
ченные с помощью психодиагностики:

А={A1, A2,…, An}, где 55,1=n . Каждому
признаку Аi соотносится универсальное мно-
жество Ui , состоящее из лингвистических
переменных и числовых значений {a1i, a2i, …,

anii}, где ni ,1= .
В свою очередь, у каждого элемента

данного множества существует своя функция
принадлежности )( iaji Uµ . Имеется множе-
ство результатов R={R1, R2,…,Rk}, где

4,1=k . R={Не подходит, Частично подходит,,
В основном подходит, Подходит}.

Нечёткая база правил в общем виде бу-
дет иметь следующий вид:

ЕСЛИ  ( 1
111 iaA = , 1

222 iaA = , …, 1
innn aA = ),

ТО ( 1
11 µµ =R , 1

22 µµ =R , …, 1
kRk µµ = );

ЕСЛИ  ( 2
111 iaA = , 2

222 iaA = , …, 2
innn aA = ),
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НЕЙРОСЕТЕВАЯ МОДЕЛЬ ПРОГНОЗА
ОШИБОЧНЫХ ДЕЙСТВИЙ ЛЁТЧИКОВ
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Предлагается модель гибридного нейронечёткого классификатора со встроенной функцией прогноза
ошибочных действий лётчика. Проведено исследование построенной сети на реальных и тестовых выборках.

Прогноз, ошибочные действия лётчика, интеллектуальная поддержка, гибридный нейронечёткий клас-
сификатор, двуслойный персептрон, малые выборки.
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ТО ( 2
11 µµ =R , 2

22 µµ =R , …, 2
kRk µµ = );

…

ЕСЛИ  ( r
iaA 111 = , r

iaA 222 = , …, r
innn aA = ),

ТО ( r
R 11 µµ = , r

R 22 µµ = , …, r
kRk µµ = ),

где Rlµ  - степень принадлежности правила к
классу R1.

Традиционным методом прогнозирова-
ния в психологии выступает регрессионный
анализ. При этом предполагается, что значе-
ния временного ряда представляют собой
случайную функцию времени, и задача зак-
лючается в верной идентификации модели.
Выбор того или иного вида функции не фор-
мализован и целиком зависит от опыта экс-
перта.

В то же время нейронная сеть высту-
пает в качестве универсального аппроксима-
тора обучающих данных, поэтому примене-
ние нейронных сетей для прогнозирования
является весьма перспективным.

Кроме того, нейронную сеть можно
рассматривать как адаптивную модель, по-
скольку она может дообучаться при поступ-
лении новых сведений. Поведение человека
по своей природе является эволюционирую-
щим, и использование статичных моделей
приводит к ухудшению качества прогноза.

Ещё одна проблема заключается в по-
требности большого объёма исходных дан-
ных для обучения сети. Обычно предполага-
ется, что временной ряд содержит, как ми-
нимум, сотни значений. Для рассматривае-
мой задачи такой объём наблюдений невоз-
можен. Однако существуют возможности
обучения нейронной сети и при малых объё-
мах исходных данных. В этом случае исполь-
зуется многократное обучение на одних и тех
же примерах, а также различные приёмы об-
работки временного ряда, позволяющие рас-
ширить обучающую выборку.

Особенность поставленной задачи зак-
лючается в том, что входным вектором для
сети прогноза не могут являться отдельные
значения самооценки лётчика или уровня
стресса. На вход поступает вектор значения

динамики профессиональной пригодности за
период от полугода до двух лет (то есть от 3
до 12 замеров, тестирование проводится не
чаще, чем раз в два месяца). Под динамикой
профессиональной пригодности понимается
степень принадлежности кандидата одному
из четырёх классов: кандидат полностью со-
ответствует требованиям специальности, в
основном соответствует, частично соответ-
ствует и не соответствует, которая, в свою
очередь, получается при анализе 55 психо-
логических характеристик.

Поскольку информация, на основе ко-
торой принимается решение о профпригод-
ности кандидата, является результатами раз-
личных психологических методик, классифи-
цируемые данные являются неточными или
недостаточно определёнными. В связи с этим
возникает необходимость использования не-
чёткой логики и теории нечётких множеств
как эффективных подходов к решению дан-
ной проблемы.

Для решения всех вышеописанных за-
дач была разработана модифицированная
модель гибридного нейронечёткого класси-
фикатора со встроенной функцией прогно-
за.

Архитектура для решения задач нечёт-
кой классификации предложена в [3]. Одна
из возможных структур гибридного нейро-
нечёткого классификатора представлена на
рис. 1.

Нейронечёткая сеть состоит из четырёх
слоёв.

Элементы первого слоя реализуют опе-
рацию фуззификации, т.е. формируют степе-
ни принадлежности входных переменных к
определенным для них нечётким множествам

ijA :
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ijj
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ji σ
µ , (1)

где ijijс σ,  – параметры функции принадлеж-
ности колоколообразного типа.

Начальные значения этих параметров
установлены таким образом, чтобы функции
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принадлежности удовлетворяли свойствам
полноты, нормальности и выпуклости. Зна-

чения ijс должны быть равномерно распре-

делены в области входных векторов x . Зна-
чения данных параметров корректируется в
процессе обучения сети, основанном на гра-
диентном методе.

Каждый элемент второго слоя являет-
ся нейроном «И». Они выполняют агрегиро-
вание степеней истинности предпосылок
каждого правила базы в соответствии с опе-
рацией Т-нормы по формулам

)}(),...,(),(min{ 12121111 nn xAxAxA=α ;

)}(),...,(),(min{ 22221212 nn xAxAxA=α ; (2)
…

)}(),...,(),(min{ 2211 nnnnnn xAxAxA=α .

Элементы третьего слоя выполняют
агрегирование степеней истинности предпо-
сылок каждого правила базы в соответствии
с операцией S-нормы.

Для решения поставленной задачи
классификации соискателей на замещение
вакантных должностей на основе психоди-
агностики объём входной выборки доволь-

но мал и составляет в среднем 50 значений.
С целью ускорения работы алгоритма обу-
чения сети и его упрощения заменим нейро-
ны третьего слоя на нейроны, которые вы-
полняют нормализацию и вычисляют следу-
ющие значения:

nααα
α

β
+++

=
...21

1
1 ;

nααα
α

β
+++

=
...21

2
2 ; (3)

…

n

n
n ααα

α
β

+++
=

...21

.

Элементы четвёртого слоя вычисляют
значения заключений по каждому правилу:
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Рис. 1. Структура гибридного нейронечёткого классификатора
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где ii ba ,  – нелинейные параметры функций

принадлежности )(y
iBµ  нечётких мно-

жеств заключений правил.
Выходы нечёткой сети вычисляются

следующим образом: )(1'
iiii By αβ −= .

Эти выходы трактуются как степени
принадлежности предъявленного объекта
соответствующему классу.

Так как гибридный нейронечёткий
классификатор представляется в виде мно-
гослойной структуры с прямым распростра-
нением сигнала, а значение выходной пере-
менной можно изменять, корректируя пара-
метры элементов слоёв, то для обучения этой
сети можно использовать градиентные алго-
ритмы.

С помощью такой нейросетевой моде-
ли решается задача классификации, резуль-
таты которой являются входным вектором
для сети прогноза.

Далее к модифицированному гибрид-
ному нейронечёткому классификатору добав-
ляем обычный двуслойный персептрон [4] с

помощью дополнительного нейрона, кото-
рый накапливает значения классификации
для входного вектора прогноза и, по сути,
является разновидностью звёзд Гроссберга
[5] (рис. 2). Двуслойный персептрон был ре-
ализован без изменений.

В гибридном нейронечётком классифи-
каторе реализован алгоритм Цукомото, а в
качестве алгоритма обучения – метод обрат-
ного распространения ошибки. Выявлено
влияние параметров гибридного нейронечёт-
кого классификатора. Выбрана оптимальная
структура сети: объём обучающей выборки
– 35 примеров, шаг обучения сети h=0,45,
гауссовская функция фуззификации, метод
дефуззификации на основе среднего квадра-
тичного отклонения.

Проведено исследование качества про-
гнозирования с помощью построенной ней-
ронной сети на тестовых и реальных времен-
ных рядах. Для каждого временного ряда
выбиралась структура сети, обеспечивающая
наилучшее качество прогнозирования. Ре-
зультаты приведены в таблице 1.

 
 
 
 
 
 

 

Гибридный 
нейронечёткий 
классификатор  

 
Двуслойный 
персептрон  ∑ 

Рис. 2. Структура разрабатываемой сети

Таблица 1. Частота использования различных структур для двуслойного персептрона

Число входов 
Kn/s Всего 

1% 5% 10% 15% 
2 12 7 1 2 22 
3 3 8 9 11 31 
4 0 0 3 1 4 
5 0 0 2 1 3 

Число 
нейронов в 
скрытом слое 

1% 5% 10% 15% Всего 

2 13 15 11 10 49 
3 2 0 3 4 9 
4 0 0 1 1 2 
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Считается, что прогноз обладает дос-

таточной точностью, если ошибка прогно-
зирования не превышает 20 %.

На рис. 3 показана зависимость точно-
сти прогноза от воздействия шума при ис-
пользовании различных методов.

 «Идеальный» прогноз – это прогноз,
отклонение которого от значений ряда обус-
ловлено только случайными факторами. Если
ошибка прогноза незначительно отличается
от ошибки «идеального» прогноза, то его
можно считать точным.
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коэффициент несоответствия (второй коэф-
фициент Тейла), оценивающий точность
прогноза.

По результатам исследования сделан
вывод о том, что прогнозы, полученные с
помощью нейронной сети, обладают высо-
кой точностью и для многих типов динами-
ки существенно превосходят по качеству про-
гнозы, полученные с помощью регрессион-
ной модели.

Кроме того, модернизированная струк-
тура гибридного нейронечёткого классифи-
катора и алгоритм его обучения позволяют
решить проблему необходимости множества
замеров индивидуальных показателей, дина-
мика которых позволила бы построить тренд
и решить задачу на малых выборках.

Данный подход даёт возможность с
определённой долей вероятности рассчиты-
вать предрасположенность к ошибочным
действиям в каждом конкретном случае. Ис-
пользуемый в организационно-управленчес-
кой деятельности, такой принцип может по-
мочь в прогнозировании опасности, вызван-
ной человеческим фактором.

Рис. 3. Зависимость точности прогноза от воздействия шума
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Введение
Существующие подходы к решению

задачи маршрутизации, такие, как метод вет-
вей и границ [1], алгоритм «ближайшего со-
седа», алгоритм Дейкстры [2], имеют облас-
ти притяжения (границы которых имеют оди-
наковый штраф) в виде круга или неподвиж-
ного эллипса [3] независимо от направления
движения летательного аппарата (ЛА). До-
полнительную сложность приобретает эта
задача при движении самих объектов, т.к.
необходимо планировать полёт в прогнози-
руемую упреждающую точку встречи.

В данной работе ставится задача мар-
шрутизации полёта с учётом динамики дви-
жения наземных объектов и полёта самого
ЛА, чтобы параметры области притяжения
менялись в зависимости от этого в текущий
момент времени.

Постановка задачи
Рассмотрим решение задачи планиро-

вания маршрута полёта при следующих до-
пущениях:

1. Задано множество контролируемых
точечных подвижных наземных объектов и
их координаты xj, zj в текущий момент вре-
мени. Заданы скорости Vцj и направления αцj
движения этих объектов, что затрудняет или
исключает попадание их части в план. Это
отличает данную постановку от классичес-
кой задачи коммивояжёра при попадании в
каждый объект.

2. Рассматривается движение ЛА толь-
ко в горизонтальной плоскости, когда теку-
щее состояние полёта характеризуется ли-
нейными координатами пути x, z, модулем
скорости V и углом α направления скорости.
Скорость V считается заданной и неизмен-

ной, при этом 1<=
V

V
K Цj

j .

3. Динамика бокового движения ЛА
при перелёте к объекту j может быть при-
ближённо описана дифференциальными
уравнениями, если пренебречь разницей в
длине пути по прямой и по дуге окружности
при перелёте в упрежденную точку:
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4. При боковом манёвре боковая пере-
грузка ЛА ограничена, что определяет задан-
ный минимальный радиус R окружности, по
которой доступен разворот ЛА.

5. Для достижения очередного объек-
та, не лежащего на линии прямолинейного

УДК 004.946

ПРИМЕНЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
ДЛЯ МАРШРУТИЗАЦИИ ОБЛЁТА МОБИЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ

В КОНТРОЛИРУЕМОМ РЕГИОНЕ

© 2011 Г. Н. Лебедев, А. В. Ефимов

Московский авиационный институт (государственный технический университет)

Рассматривается задача облёта беспилотным летательным аппаратом группы мобильных точечных на-
земных объектов. Предложен алгоритм маршрутизации полёта с помощью динамического программирования,
что позволило определить область притяжения в виде «скрученного» эллиптического цилиндра с учётом на-
правлений полёта и наземного движения.

Беспилотный летательный аппарат, маршрутизация полёта, функция Беллмана, динамическое про-
граммирование.
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полёта, осуществляется наведение методом
пропорциональной навигации. Процесс пе-
ресчёта нового угла подробно не рассматри-
вается.

6. В качестве критерия оптимальности
маршрута принято условие максимума чис-
ла контролируемых объектов за заданное
время Т, чему соответствует условие мини-
мума среднего времени перелёта от одного
объекта к другому и критерий

.min
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Предложенное подынтегральное выра-

жение 
tV

r
f j

∆
=0  функционала (2) указывает,,

что в первом приближении при постоянной
скорости V без учёта динамики ЛА лучше
выбрать ближайший очередной объект на
минимальном расстоянии rj.

При перечисленных допущениях требу-
ется сформировать такой алгоритм маршру-
тизации, который с учётом ограничений при
боковом манёвре ЛА обеспечил бы наиболь-
шее число контролируемых объектов, пре-
имущественно расположенных по меняюще-
муся направлению полета.

Предложенный подход к решению
задачи с помощью динамического

программирования
Так как выбираемый маршрут есть ре-

зультат многошагового выбора очередного

объекта, а принятие решения на каждом шаге
кроме текущего штрафа в виде потерянного
времени ещё имеет последствия для будущих
шагов, наиболее подходящим методом опти-
мизации является динамическое программи-
рование [4]. Тогда, учитывая дискретный ха-
рактер альтернативных решений при выбо-
ре «куда лететь», уравнение Беллмана в час-
тных производных можно записать в виде
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где ε – функция Беллмана, Fj – функция теку-
щего риска с учётом последствий в будущем,
j – номер выбираемого объекта в текущий
момент времени. Например, это может быть
либо группа подвижных объектов впереди по
направлению полёта (j = 1.1, 1.2, 1.3, 1.4),
сзади (j = 2.1, 2.2, 2.3, 2.4), слева (j = 3.1, 3.2,
3.3, 3.4) или справа (j = 4.1, 4.2, 4.3, 4.4), как
показано на рис. 1.

Принципиальным отличием решаемой
задачи от принятого в методе аналитическо-

Рис. 1. Расположение 16 подвижных объектов в окрестности ЛА,
имеющих примерно одинаковую длину достигаемого пути
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го конструирования оптимальных регулято-
ров допущения о непрерывности управления
является то, что управление является альтер-
нативным (в частности, согласно рис. 1,
j = 1.1,1.2,…,4.4). Поэтому для приближён-
ного синтеза закона управления воспользу-
емся подходом [5], основанным на вычисле-
нии функции минимального риска Fj для раз-
личных альтернатив в ситуациях, близких к
границам переключения при отклонениях
«влево и вправо» от рабочей точки, в кото-
рой нельзя отдать предпочтения ни одной
альтернативе. Согласно этому подходу вы-
числение этих функций риска, называемых
ординатами риска Ci, осуществляется внача-
ле путём представления функции Беллмана
степенным рядом

1
2 1
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Затем, независимо от значений исход-
ных данных решаемой задачи, функции рис-
ка ),( τnj xF  представляются степенными по-
линомами того же порядка, что и функция
Беллмана ),( τε nx , а ординаты рискаа
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и коэффициенты βi, γi, ψik вычисляются в
предположении очевидного предпочтения
одной альтернативы перед другими в отдель-
ных точках пространства состояния, напри-
мер, в середине интервала в рабочей точке
xpi, а также на левой и правой границах ин-
тервала возможных значений переменных xi.
Это позволяет определить установившееся
значение этих коэффициентов при асимпто-
тическом поведении оптимальной системы
и довести решение задачи до конца, если при-
равнять ординаты риска друг другу:

.0
−+−+ === ikii ÑÑÑÑ (5)

Вычисление ординат минимального
риска в различных полётных ситуациях

Предварительные исследования показа-
ли, что применительно к данной задаче пред-
ставление функции Беллмана ε в квадратич-
ной форме недостаточно для получения адек-
ватного описания. Поэтому была взята сле-
дующая аппроксимация:
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где βi, γi, ψik, λ – искомые коэффициенты, а
последнее слагаемое λxzα содержит произ-
ведение трёх переменных. Тогда, найдя зна-
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zx  из (6) и подставив их в (3),

получим в общем виде формулу для вычис-
ления функций риска Fj(x,z,α):
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где ∆xj = xj – x, ∆zj = zj – z, ∆αj = αj – α –
приращения координат вектора текущего со-
стояния динамической системы.

Теперь можно приступить к вычисле-
нию ординат риска, задав в качестве рабо-
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чей точки положение ЛА, представленное на
рис. 1, когда расстояние до движущихся
объектов выбрано таким образом, что время
их достижения примерно одинаково, и
нельзя отдать предпочтение ни одной из аль-
тернатив. При этих допущениях координаты
рабочей точки равны x = x0; z = z0; α = 0, а
расстояния rj между ЛА и объектами взяты
кратными минимальному радиусу R и рав-
ными r1 = 8R, r2 = R, r3 = r4 = 4R. Это позволя-
ет вычислить первую ординату С0 как сред-
нее значение из 16 функций риска, возника-
ющих при перелёте ЛА в различных направ-
лениях:
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Нужно подчеркнуть, что при определе-
нии ординаты C0, как и последующих орди-
нат, вычисление пути в упреждённую точку
встречи с выбранным подвижным объектом
проводилось при гипотезе управления полё-

том с помощью метода пропорциональной
навигации.

Теперь рассмотрим полётные ситуации
при отклонениях от рабочей точки.

При x = x0 + ∆x1 = x0 + R минимальный
штраф будет при полёте ЛА к объекту 1.1, а
при x = x0 - ∆x2 = x0 - 9R лучше лететь к объек-
ту 2.4. Поэтому
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Различные по модулю отклонения ∆x1
и ∆x2 были взяты для того, чтобы направле-
ние полёта ЛА было одинаково – вперёд. Ил-
люстрация полётных ситуаций представле-
на на рис. 2.

Зададимся теперь отклонениями ∆z по
второй координате z. При z = z0 + ∆z мини-
мальный путь ЛА будет при полёте к объек-
ту 3.2, а при z = z0 – ∆z – при полёте к объекту
4.2. Поэтому при ∆z = R получим

Рис. 2. Иллюстрация полётных ситуаций при поочерёдных отклонениях по x и z от рабочей точки
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Иллюстрация для оценок ординат +
2С

и −
2С  представлена на рис. 3.
Рассуждая аналогичным образом, мож-

но вычислить остальные ординаты C3, C12,
C13, C23, C123, которые после приравнивания

друг другу позволяют вычислить коэффици-
енты функции Беллмана:

tV
K

∆
γ

21
)1(1,0 −

= ; ;6,44,1
22 tV

K
∆

−
=γ

tV
RK

∆
γ 2

2

3
)47,2( −

= ;

;0;
)435,0()6,53,1(

122
0

13 ≅
+−−

= ψ
∆

ψ
tV

KRKz

tV
xKKR

∆
ψ 2

0
23

)63,1()1(9,0 −++
= ; (11)

;
)1(1,0)1(65,1

2
0

1
tV

xKKR
∆

β
−++

−=

;4,16,4
22 tV

K
∆

β
−

−= ;4,63,1
2 tV

K
∆

+−
=λ

.)6,53,1()1(9,0)435,0(
2

0000
3 tV

KzxKRzKRx
∆

−−+−+
=β

Нужно подчеркнуть, что во все эти фор-
мулы входят параметры V и R, характеризу-
ющие свойства ЛА, и характеризующие вне-
шнюю среду параметры: x0 – среднее значе-
ние координат xj (j = 1,…,M) подвижных

Рис. 3. Геометрическая интерпретация области притяжения в виде
«скрученного» эллиптического цилиндра
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объектов, z0 – среднее значение координат zj
(j = 1,…,M) этих объектов, ∆t – среднее вре-
мя перелёта из одного объекта в другой как
фактор насыщенности контролируемого ре-

гиона, 
V

V
K Цj

j = – параметры относительной

скорости движения объектов.
Наконец, если подставить найденные

коэффициенты в выражение (7) функции
риска Fj и приравнять эту функцию некото-
рой константе, то можно получить границу
области притяжения, на которой значение
риска одинаково. Полученная геометричес-
кая интерпретация, представленная на
рис. 3, указывает на то, что найденная фигу-
ра весьма похожа на «скрученный» эллипти-
ческий цилиндр, сечение которого есть эл-
липс, повёрнутый на угол, равный α+∆αjK,
где α характеризует полёт ЛА, ∆αj – движе-
ние объекта. Поэтому при выборе очередно-
го объекта явное предпочтение отдаётся тем
объектам, которые находятся по пути направ-
ления полёта и, во вторую очередь, объек-
там, движение которых соответствует сбли-
жению с ЛА. Объекты слева и справа менее
предпочтительны, а последней по приорите-
ту является часть региона в задней полусфе-

ре, что полностью соответствует физическо-
му смыслу решаемой задачи. Поэтому в об-
щем случае область притяжения – это «скру-
ченный» эллиптический цилиндр, показан-
ный на рис. 3.

Аппроксимация функции Беллмана
и пример работы полученного
алгоритма маршрутизации

Полученный аналитический результат
предполагается использовать на каждом шаге
выбора очередного наземного объекта, на-
значая включённым в маршрут тот, у кото-
рого значение Fj минимально. Пример рабо-
ты полученного алгоритма приведён на
рис. 4.

Таким образом, вычисление функций
риска происходит многократно. Поэтому эту
процедуру целесообразно упростить. С этой
целью воспользуемся тригонометрической
формулой для описания границы одинаково-
го значения риска в виде эллипса:
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где a и b – координаты центра, M – коэффи-
циент «сжатия» его главных осей, ϕ – угол

Рис. 4. Пример последовательного выбора наблюдаемых объектов

X

Z

1
2

3

4



228

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета             № 6 (30) 2011 г.
приращения, ∆xj, ∆zj – приращения коорди-
нат местоположения ЛА при перелёте в

объект j. Если функцию *
jF  упростить, то при

её разложении в ряд Тейлора можно полу-
чить следующую аппроксимацию
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Формула (12) удобна для сопоставле-
ния с выражением (7), в результате чего па-
раметры «повёрнутого» эллипса оказывают-
ся равными

.6,44,1;
;);1(1,0)1(65,1 00

KMK
zbKxKRa

j −≈∆+=
=−++=

ααϕ
(13)

Зависимость параметров эллипса a, b,
ϕ, M от x0, z0 также соответствует характеру
предпочтения в принятии решений. В фор-
мулах (13) угол поворота эллипса скоррек-
тирован на значение K∆αj, нацеливающее в
упреждённую точку встречи с подвижным
объектом.

Выводы
1. Показано, что область притяжения в

выборе альтернативы маршрутного полёта
есть «скрученный» эллиптический цилиндр,
главная ось которого повёрнута в основном
в направлении полёта ЛА с коррекцией на

упреждённую точку встречи, а центр сдви-
нут вперёд. При выборе очередного объекта
предпочтение отдаётся тем, которые лежат
по пути движения ЛА.

2. Среди объектов, находящихся в сто-
роне от линии пути ЛА и имеющих значи-
тельный пеленг, более предпочтительны те,
которые движутся на сближение, тем самым
имея минимальную поперечную скорость по
отношению к линии визирования между кон-
тролируемым объектом и ЛА.

Работа выполнена при финансовой
поддержке Минобрнауки по проекту
НК-528П/58ФЦП, контракт П-787.
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Введение. Постоянное существование
задач сверхвысокой сложности: задачи про-
ектирования сложных систем; задачи опти-
мизационного плана развития экономики
страны или отдельного региона, сооружений,
технологических процессов; задачи эффек-
тивного использования спутников Земли для
развития народного хозяйства и др., харак-
теризуются большой размерностью, десятка-
ми сотен и миллионов независимых перемен-
ных и соответствующих ограничений. Ука-
занные задачи можно эффективно решать,
используя идеи распараллеливания сложных
вычислительных процессов и обработки
больших объёмов данных и знаний с помо-
щью параллельных многопроцессорных си-
стем (МС) и вычислительных комплексов
(ВК), “объединяя в единое целое сведения из
таких областей, как архитектура компьюте-
ров и вычислительных систем, системное
программирование и языки программирова-
ния, различные методы обработки информа-
ции” [1]. Принципы параллельной органи-
зации сложных процессов являются не толь-
ко одним из универсальных способов дос-
тижения высокой производительности и на-
дёжности вычислительных средств, они при-
сущи системам управления, операционным
системам, системам автоматизированного
проектирования, промышленным процес-
сам, конвейерным линиям и т. д. В этой свя-
зи возникает необходимость новых принци-
пов организации вычислений и распределе-
ния ресурсов, создания эффективного аппа-

ратного и программного обеспечения, опти-
мального планирования и распределения
вычислительных процессов [2]. При этом
особую актуальность приобретают задачи
эффективного управления множеством про-
цессов, имеющих доступ к общим ресурсам,
в том числе к программным. Математичес-
кая постановка такого рода задач была пред-
ложена и исследована ранее в работах [2–5].

В настоящей статье решена задача оп-
ределения временных характеристик процес-
сов вычислений, конкурирующих за про-
граммный ресурс при параллельной распре-
делённой обработке в случае ограниченного
параллелизма [2], и предложен метод нахож-
дения минимального числа процессоров,
обеспечивающих директивное время выпол-
нения заданных объемов вычислений. Вви-
ду дискретного и комбинаторного характера
математических задач параллельного про-
граммирования определённый прогресс на
пути их решения был достигнут за счёт при-
менения математического аппарата и мето-
дов дискретных систем и дискретной опти-
мизации, теории расписаний и сетевых гра-
фов, теории алгоритмов и множеств, алгеб-
ры матриц и др.

1. Основные понятия и определения.
Как и в [2–4], процесс будем рассматривать
как последовательность блоков s,...,Q,QQ 21 ,
для выполнения которых используется мно-
жество процессоров. При этом процесс бу-
дем считать распределённым, если все бло-

УДК 004.4

ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ ЧИСЛА ПРОЦЕССОРОВ
ПРИ РАСПРЕДЕЛЁННОЙ ОБРАБОТКЕ

© 2011 П. А. Павлов
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Решена задача определения временных характеристик распределённых процессов, конкурирующих за
программный ресурс, и предложен метод нахождения оптимального числа процессоров, обеспечивающих ди-
рективное время выполнения заданных объемов вычислений.
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ки или часть из них выполняются на разных
процессорах. Процессы, которые для уско-
рения выполнения обрабатываются парал-
лельно, взаимодействуя путём обмена инфор-
мацией, будем называть кооперативными или
взаимодействующими процессами. Последо-
вательность программных блоков, которую
процессорам необходимо выполнять много-
кратно, будем называть программным ресур-
сом PR, а множество соответствующих про-
цессов – конкурирующими.

Математическая модель системы рас-
пределённой обработки конкурирующих про-

цессов включает в себя [4]: 2, ≥ss  – число
блоков линейно-структурированного про-
граммного ресурса ),...,,( 21 sQQQPR = ;

2, ≥nn  – число распределённых относи-
тельно PR конкурирующих процессов;

2, ≥pp  – число процессоров многопроцес-

сорной системы; матрицу ][ ijtT =  времен вы-
полнения j–х блоков i–ми конкурирующими

процессами ni ,1= , sj ,1= ; ε  – время, ха-а-
рактеризующее дополнительные системные
расходы по организации структурирования и
параллельного использования блоков PR.

Определение 1. Распределённая систе-
ма n взаимодействующих конкурирующих
процессов называется неоднородной, если
времена выполнения блоков PR зависят от
объёмов обрабатываемых данных и/или их
структуры, т.е. разные для разных процессов.

Так же, как и в [3, 4], будем считать,
что взаимодействие процессов, процессоров
и блоков линейно-структурированного про-
граммного ресурса подчинено следующим
условиям: 1) ни один из блоков PR не может
обрабатываться одновременно более чем од-
ним процессором; 2) ни один из процессо-
ров не может обрабатывать одновременно
более одного блока; 3) обработка каждого
блока осуществляется без прерываний;
4) распределение блоков программного ре-
сурса по процессорам МС для каждого из
процессов осуществляется циклически по

правилу: блок с номером ikpj += , sj ,1= ,

pi ,1= , 0≥k  распределяется на процессор

с номером i; 5) отсутствуют простои процес-
соров при условии готовности блоков, а так-
же невыполнение блоков при наличии про-
цессоров; 6) для каждого из n процессов
момент завершения выполнения j–го блока
на i–м процессоре совпадает с моментом
начала выполнения следующего )1( +j –гоо

блока на )1( +i –м процессоре, 1,1 −= pi ,

1,1 −= sj ; 7) для каждого из блоков структу-
рированного программного ресурса момент
завершения его выполнения l–м процессом
совпадает с моментом начала его выполне-
ния )1( +l –м процессом на том же процес-

соре, 1,1 −= nl .
Асинхронный режим взаимодействия

процессоров, процессов и блоков предпола-
гает отсутствие простоев процессоров МС
при условии готовности блоков, а также не-
выполнение блоков при наличии процессо-
ров и определяется условиями 1–5.

Условия 1–4, 6 определяют первый син-
хронный режим, обеспечивающий непрерыв-
ное выполнение блоков PR внутри каждого
из процессов.

Второй синхронный режим, определя-
емый условиями 1–4, 7, обеспечивает непре-
рывное выполнение каждого блока всеми
процессами.

2. Неоднородные распределённые
конкурирующие процессы в асинхронном
режиме. В [5] для вычисления минимально-
го общего времени ),,,( εsnpT ас

н  выполнения

2≥n  неоднородных распределенных конку-
рирующих процессов, использующих струк-
турированный на 2≥s  блоков программный
ресурс в многопроцессорной системе с 2≥p
процессорами с учётом параметра 0>ε  в
случае неограниченного параллелизма
( ps ≤≤2 ), был использован функционалл
задачи Беллмана–Джонсона, который имеет
вид:

1 2

1 2 1
1 1

1 21 ... 1

( , , , )

max ... ,
s

s

ас
н

u u n

i i isu u u n i i u i u
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t t tε ε ε

ε

−
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=
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где εε += ijij tt , ni ,1= , sj ,1= ,

а 121 ...,,, −suuu  – целые положительные чис-
ла.

Было также предложено графоаналити-
ческое решение задачи определения

),,,( εsnpT ас
н . По заданным n, s и матрице
времён выполнения блоков программного

ресурса с учётом параметра ε  ][ εε
ijtT = ,

ij ijt tε ε= + , 1i ,n= , 1j ,s=  построен сетевойой

вершинно-взвешенный граф 1
acG , который

содержит ns вершин, расположенных в уз-
лах прямоугольной n s× –решетки (рис. 1).
Каждой вершине графа 1

acG  соответствует

значение ijtε , 1i ,n= , 1j ,s= , причём 11tε  – на-

чальная вершина, nst ε  – конечная. Дуги в гра-

фе 1
acG  отражают линейный порядок выпол-

нения блоков jQ , 1j ,s=  программного ре-
сурса каждым из процессов, а также линей-
ный порядок использования одних и тех же
блоков разными процессами.

Теорема 1. Минимальное общее время
выполнения n ( 2n ≥ ) неоднородных распре-

делённых конкурирующих процессов, исполь-
зующих структурированный на s ( 2s ≥ ) бло-
ков программный ресурс с временами выпол-
нения блоков, задаваемыми матрицей

ijT [ t ]ε ε= , 1i ,n= , 1j ,s= , в многопроцессор-ор-

ной системе с p ( 2p ≥ ), процессорами в
асинхронном режиме в случае 2 s p≤ ≤  оп-
ределяется длиной критического пути в се-
тевом вершинно–взвешенном графе 1

acG  из

начальной вершины 11tε  в конечную nst ε .
Рассмотрим случай ограниченного па-

раллелизма, т.е. когда s p> , s kp r= + , 1k ≥ ,
1 r p≤ < . Для вычисления общего времени
выполнения множества распределённых нео-
днородных конкурирующих процессов в
асинхронном режиме всё множество блоков
разобьём на 1k +  группу по p блоков в каж-
дой, за исключением 1k + –й группы, кото-
рая будет содержать r блоков. На рис. 2 пред-
ставлен пример диаграммы Ганта, которая
отражает выполнение n = 4 неоднородных
распределённых конкурирующих процессов,
использующих структурированный на s = 8
блоков PR в МС с p = 3 процессорами. Вре-
мена выполнения блоков линейно–структу-

Рис. 1. Сетевой вершинно–взвешенный граф 1
acG
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рированного программного ресурса простав-
лены над соответствующими блоками. Оче-
видно, что если выполнение очередной груп-
пы из p блоков начинать только после пол-
ного завершения выполнения предыдущей
группы, то общее суммарное время выпол-
нения всех n процессов в этом случае будет
определяться как сумма длин критических
путей в каждой из подряд идущих несовме-
щенных диаграмм Ганта, задаваемых прямой

суммой матриц lT ε , 1 1l ,k= + . Однако этоо
время можно существенно сократить, если
воспользоваться приёмом совмещения пос-
ледовательных диаграмм Ганта по оси вре-
мени справа налево. Причём совмещение
осуществляется поблочно, начиная со второй
диаграммы, на максимально возможную ве-
личину таким образом, чтобы не нарушались
технологические условия, определяющие
асинхронный режим взаимодействия процес-

сов, процессоров и блоков. В результате со-
вмещения получим результирующую совме-
щённую диаграмму Ганта (рис. 3).

Полученная структура результирующей
совмещённой диаграммы Ганта будет полно-
стью определяться матрицей *T  (1) и состо-
ять из подматриц 1 2 1kT ,T ,...,Tε ε ε

+  размерностью

n p×  каждая. При этом подматрицы lT ε ,

1 1l ,k= +  в результирующей матрице *T  рас-
полагаются таким образом, чтобы не нару-
шался характер взаимодействия как блоков
PR, выполняемых одним и тем же процес-
сом, так и блоков, выполняемых на одном и
том же процессоре. Первая строка матрицы

*T  будет состоять из подматриц lT ε ,

1 1l ,k= + , что отражает характер  взаимодей-
ствия блоков программного ресурса внутри
каждого из n процессов:
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Рис. 3. Совмещенная диаграмма Ганта

Рис. 2. Несовмещенная диаграмма Ганта
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В матрице (1) очередная строка полу-
чается соответствующим смещением подмат-

риц lT ε , 2 1l ,k= +  справа налево на макси-
мальную величину, сохраняющую линейный
порядок выполнения блоков программного
ресурса на одном и том же процессоре.

С учётом того, что все подматрицы lT ε ,

2 1l ,k= +  имеют одну и ту же размерность
n p× , величина смещения на каждом шагее
будет равна p. Элементы смещённой на каж-
дом шаге матрицы заполняются нулями. Вы-
полнив таким образом k шагов смещений,
получим структуру результирующей матри-
цы *T . Отметим, что результирующая
матрица *T  будет иметь размерность

1 1( k )n ( k )p+ × + . Матрица *T  будет блоч-ч-
ной, симметричной, верхне-диагональной
относительно второй диагонали типа Ганке-
левой порядка k+1 [2]. По весам, задаваемым
матрицей *T , строится сетевой вершинно–

взвешенный граф 2
асG . Вершины этого гра-

фа расположены в узлах прямоугольной
1 1( k )n ( k )p+ × + –решётки. Как и в случае

s p≤ , общее время ас
нT ( p,n,s kp r , )ε= + вы-

полнения n неоднородных распределённых
конкурирующих процессов определяется
длиной критического пути из начальной вер-

шины 11tε  в конечную 1 1( k )n,( k ) ptε
+ + . Имеет мес-с-

то теорема.
Теорема 2. Минимальное общее время

ас
нT ( p,n,s, )ε  выполнения n ( 2n ≥ ) неодно-

родных распределённых конкурирующих про-
цессов, использующих линейно структуриро-
ванный на s ( 2s ≥ ) блоков программный
ресурс с временами выполнения блоков,

задаваемыми матрицей ijT [ t ]ε ε= , 1i ,n= ,

1j ,s= , в многопроцессорной системе с
p ( 2p ≥ ) процессорами и дополнительными
системными расходами 0ε >  в асинхронномм
режиме в случае s kp r= + , 1k ≥ , 1 r p≤ <
определяется длиной критического пути из
начальной вершины 11tε  в конечную вершину

1 1( k )n ,( k ) ptε
+ +  сетевого вершинно–взвешенного

графа 2
асG .

3. Задача оптимизации числа процес-
соров при распределённой обработке. Не-
сомненно, время выполнения всех распреде-
лённых конкурирующих процессов

ас
нT ( p,n,s, )ε  будет существенно зависеть отт
количества имеющихся процессоров. Зада-
ча состоит в том, чтобы при заданных n, s, ε,

ij[ t ] , 1i ,n= , 1j ,s=  и заданного директив-
ного времени выполнения всех распределён-
ных конкурирующих процессов d найти ми-

нимальное число процессоров *p , обеспе-
чивающих директивное время выполнения.
Решение данной задачи рассмотрим для об-
щего случая асинхронного режима, т.е. ког-
да процессы являются неоднородными.

Введём в рассмотрение двумерный мас-
сив qM  переменной длины, составленный
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специальным образом из элементов матри-

цы ij[ t ]ε , где ij ijt tε ε= + , 1i ,n= , 1j ,s= , а

q, q N∈  – порядковый номер результирую-
щей матрицы времен выполнения блоков
(двумерного массива переменной длины

qM ).
Определение 2. Число процессоров МС

будем называть достаточным и обозначать
sp  при заданных n, s, если sp s= .

Обозначим через ас s
нT ( p ,n,s, )ε  мини-

мальное общее время выполнения множе-
ства конкурирующих  процессов при
достаточном числе процессоров sp , а

ас
нT ( p,n,s, )ε  – минимальное общее время
при исходном числе процессоров p. Имеет
место теорема.

Теорема 3. При заданных n, s, ε, ij[ t ] ,

1i ,n= , 1j ,s=  в случае достаточного

( sp s= ) и ограниченного ( p s< ) числа про-
цессоров МС имеет место соотношение

ас s ас
н нT ( p ,n,s, ) T ( p,n,s, )ε ε≤ .

Доказательство следует из того, что при
достаточном числе процессоров ( sp s= ) ми-

нимальное общее время ас s
нT ( p ,n,s, )ε  вы-

числяется как длина критического пути в се-
тевом вершинно–взвешенном графе 1

acG . А

при s p> , s kp r= + , 1k ≥ , 1 r p≤ <  мини-
мальное общее время T( p s,n,s, )ε< , со-
гласно теореме 2, определяется длиной кри-
тического пути в сетевом вершинно–взве-
шенном графе 2

асG , задаваемом матрицей
*T  специального вида (1) размерности

1 1( k )n ( k )p+ × + .
Ввиду того, что исходная матрица

ijT [ t ]ε ε= , 1i ,n= , 1j ,s=  входит в качествее
подматрицы в первую строку матрицы (1),
сетевой вершинно–взвешенный граф 1

acG ,

определяемый  матрицей ij[ t ]ε , 1i ,n= ,

1j ,s= , будет подграфом сетевого вершин-

но–взвешенного графа 2
асG , определяемогоо

матрицей (1). Так как длина критического
пути в сетевом подграфе 1

acG  данного графа
не может превышать длину критического
пути в самом сетевом графе 2

асG , то спра-
ведливо неравенство

ас s ас
н нT ( p ,n,s, ) T ( p,n,s, )ε ε≤ ,

что и требовалось доказать.
Следует также заметить, что в случае

s p< , согласно принятой модели, достаточ-
но использовать только s процессоров, а ос-
тальные p s−  не будут задействованы.

Теорема 3 является отправной точкой
для построения метода нахождения опти-
мального числа процессоров *p , обеспечи-
вающих директивное время d выполнения
неоднородных конкурирующих процессов
при распределённой обработке в условиях
асинхронного режима их взаимодействия.

Входные данные:
- 2p, p ≥  – заданное (исходное) чис-

ло процессоров;
- 2n, n ≥  – число конкурирующих нео-

днородных распределённых процессов;
- 2s, s ≥  – число блоков линейно-

структурированного программного ресурса;
- M – двумерный массив, содержащий

элементы исходной матрицы с учётом до-

полнительных системных расходов ε ij[ t ]ε ,

1i ,n= , 1j ,s= ;
- d – заданное (директивное) время

выполнения конкурирующих процессов.
Выходные данные:
- *p  – минимальное (оптимальное)

число процессоров, обеспечивающих выпол-
нение конкурирующих процессов за дирек-
тивное время d;

- qM  – двумерный массив, содержащий
результирующую матрицу времён выполне-
ния блоков программного ресурса вида (1);
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- q – порядковый номер результирую-
щей матрицы времён выполнения блоков
программного ресурса PR.

Метод.
Если ас s

нd T ( p ,n,s, )ε< , то полагаем

0*p = , т.е. директивное время выполнения
конкурирующих процессов d не может быть
реализовано в заданных условиях ни для ка-
кого числа процессоров.

Пусть ас s
нd T ( p ,n,s, )ε≥  и число про-

цессоров МС является ограниченным,
т.е. s p> . Тогда между d, ас s

нT ( p ,n,s, )ε ,
ас
нT ( p s,n,s, )ε<  возможны следующие слу-
чаи:

- если ас s ас
н нT ( p ,n,s, ) d T ( p,n,s, )ε ε≤ =

или ас
нd T ( p,n,s, )ε> , то нахождение *p  осу-у-

ществляется методом деления пополам от-
резка 2[ , p ] ;

- если ас * ас
н нT ( p ,n,s , ) d T ( p ,n,s , )ε ε≤ < ,

то нахождение *p  осуществляется методомм

деления пополам отрезка s[ p, p ] .

Пусть s p≤ . Тогда нахождение *p  осу-у-
ществляется методом деления отрезка

2 s[ , p ]  пополам.
Нетрудно подсчитать, что сложность

алгоритма нахождения оптимального числа
процессоров *p , базирующегося на пред-
ложенном методе, составляет величину

21O(( k )np log p )+  операций в худшем слу-
чае.

На рис. 4 приводится графическая
интерпретация зависимости величины

ас
нT ( p,n,s, )ε  от числа процессоров p, а так-

же указаны величины d, ас s
нT ( p ,n,s, )ε , *p  и

sp . Из рисунка видно, что величина *p  оп-
ределяется либо как точка пересечения пря-
мой d с дискретной линией, определяющей
зависимость ас

нT ( p,n,s, )ε  от p, либо как бли-
жайшая точка, которая находится ниже пря-
мой d.

Пример. Пусть p = 3, n = 3, s = 9, d =
= 48, а исходная матрица времён выполне-
ния блоков с учётом дополнительных систем-
ных расходов по организации структуриро-

Рис. 4. Зависимости ас
нT ( p,n,s, )ε  от числа процессоров
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вания и параллельного использования бло-
ков PR ε имеет вид

4 1 3 5 2 4 7 3 1
2 6 4 1 5 3 4 2 8
5 3 1 7 4 2 6 4 5

T Mε

 
 = =  
  

.

В данном случае достаточное число
процессоров 9sp = .

1. По исходной матрице M строим вер-
шинно-взвешенный граф 1

асG  (рис. 5) и на-

ходим величину 9 45ас s
нT ( p ,n,s, )ε= = .

По исходным данным p, n, s и M стро-
им результирующую матрицу *T  вида (1):

4 1 3 5 2 4 7 3 1
2 6 4 1 5 3 4 2 8
5 3 1 6 4 57 4 2

7 3 15 2 4 0 0 0
1 5 3 4 2 8 0 0 0
7 4 2 0 0 06 4 5

7 3 1 0 0 0 0 0 0
4 2 8 0 0 0 0 0 0
6 4 5 0 0 0 0 0 0

*

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆT
ˆ ˆ ˆ

                        


        =              
     
     
     
          














 
 
 
 
 
 

.

С помощью этой матрицы находим ве-
личину 3 50ас

нT ( p ,n,s, )ε= = , которая и бу-
дет определять минимальное общее время
выполнения неоднородных распределённых
конкурирующих процессов в асинхронном
режиме на p = 3 процессорах. Оно совпадает
со значением времени выполнения процес-
сов в совмещенной диаграмме Ганта (рис. 6).

Учитывая, что

( 9, , , ) 45

48 ( 3, , , ) 50,

ас s
н

ас
н

T p n s d
T p n s

ε

ε

= = ≤ =

= < = =

рассмотрим отрезок [3,9].
2. Делением отрезка [3,9] пополам на-

ходим 1 6p =  и строим по заданным n, s и

полученному 1 6p =  результирующую матри-

цу 1M  вида (1):

1

4 1 3 5 2 4 7 7 1 0 0 0
2 6 4 1 5 3 4 2 8 0 0 0

5 3 1 7 4 2 6 4 5 0 0 0

7 7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 2 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 4 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
M

    
    
    
    

    =  
    
    
    
        

.

С помощью матрицы 1M  вычисляем

величину 1 6 45ас
нT ( p ,n,s, )ε= = . Так как

Рис. 5. Вершинно-взвешенный граф 1
асG
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1 6 45 48ас
нT ( p ,n,s, ) dε= = ≤ = , то рассмат-
риваем отрезок [3,6].

3. Находим величину 2 4p = , которая
является наименьшим целым полусуммы
чисел 3 и 6. Далее по заданным n, s и полу-
ченному значению 2 4p =  строим результи-

рующую матрицу 2M  вида (1):

2

4 1 3 5 2 4 7 7 1 0 0 0
2 6 4 1 5 3 4 2 8 0 0 0

5 3 1 7 5 0 0 04 2 6 4

2 4 7 7 1 0 0 0 0 0 0 0
5 3 4 2 8 0 0 0 0 0 0 0
4 2 6 4 5 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

M

     
     
     
         
     
     =      
          
   
   
   
       0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
   

 

.

С помощью матрицы 2M  вычисляем

величину 2 4 45ас
нT ( p ,n,s, )ε= =  (рис. 7). Та-

ким образом, директивное время d = 48 вы-
полнения n = 3 процессов реализуется при

2 4p = , т.к. 248 4 45ас
нd T ( p ,n,s, )ε= > = = ,

и не реализуется при p = 3, т. к. d = 48 <
< 3 50ас

нT ( p ,n,s, )ε= = . Следовательно, 4*p = .
Заключение. Предложенный метод

нахождения минимального числа процессо-
ров, обеспечивающих директивное время
выполнения заданных объёмов вычислений
в асинхронном режиме взаимодействия про-
цессоров, процессов и блоков программно-
го ресурса, является отправной точкой для
решения подобных задач для первого и вто-
рого синхронного режимов. Результаты, по-
лученные для одного структурированного
РR, могут быть использованы при решении
оптимизационных задач и в случае ограни-
ченного числа программных ресурсов, что
позволит установить взаимосвязи мульти-
конвейерной обработки с аналогичной обра-
боткой при одном программном конвейере,
провести математическое исследование эф-
фективности и оптимальности мультикон-
вейерной организации конкурирующих про-
цессов, вскрыть потенциальные возможно-
сти роста ускорения вычислений, выполнить
сравнительный анализ различных режимов
такой обработки.

Рис. 6. Совмещенная диаграмма Ганта
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Назначение и состав имитационной
модели аэропорта

Решение широкого круга задач, связан-
ных с оптимизацией производственной дея-
тельности аэропорта и технологических па-
раметров его комплексов, базируется на при-
менении методов имитационного компью-
терного моделирования, предполагающих
формирование и использование для анализа
и оптимизации характеристик исследуемой
системы её вероятностной модели. Такая
модель даёт возможность осуществить мно-
гократное воспроизведение (прогон) на ЭВМ
процесса функционирования изучаемой си-
стемы с сохранением его логической струк-
туры и последовательности протекания во
времени и учётом воздействия случайных
факторов. Получаемые в результате имита-
ционных экспериментов статистические дан-
ные и служат для решения задач анализа и
оптимизации исследуемой системы. Изложе-
нию принципов имитационного моделиро-
вания посвящена обширная литература, на-
пример, [1, 2].

Поскольку основная производственная
деятельность аэропорта состоит в реализа-
ции технологических процессов обслужива-
ния рейсов, включающих определённый на-
бор операций, состав, длительность и тру-
доёмкость которых зависит от параметров
рейса, то в качестве единичного прогона
модели принимается процесс обслуживания

одного рейса. Упрощённо блок-схему ими-
тационной модели аэропорта можно предста-
вить в составе двух блоков, один из которых
отвечает за имитацию «появления» в аэро-
порту рейсов, которые необходимо обслужи-
вать, а другой - за имитацию собственно про-
цесса обслуживания этих рейсов. Поток рей-
сов аэропорта является первичным, опреде-
ляющим свойства всех остальных поступа-
ющих в аэропорт потоков, таких, как потоки
пассажиров, багажа, грузов, почты и др.
Итак, имитационная модель аэропорта дол-
жна содержать два основных компонента:

1) вероятностную модель потока рей-
сов аэропорта;

2) вероятностную модель аэропорто-
вых технологических процессов наземного
обслуживания рейсов, в свою очередь вклю-
чающую:

- универсальный алгоритм осуществле-
ния процесса, содержащий описание после-
довательности и взаимосвязи формирующих
его операций;

- вероятностные модели отдельных тех-
нологических операций, содержащие стати-
стические распределения ключевых парамет-
ров операций, таких, как временная продол-
жительность, численность привлекаемого
персонала, количество используемых техни-
ческих средств и т.п.

Имитационное моделирование, осно-
вывающееся на использовании вероятност-

УДК 629.7:656.71

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СМЕСЕЙ ВЕРОЯТНОСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
В ИМИТАЦИОННОЙ МОДЕЛИ АЭРОПОРТА

© 2011 В. А. Романенко

Самарский государственный аэрокосмический университет
имени академика С.П.Королёва (национальный исследовательский университет)

С целью формирования имитационной модели производственных процессов аэропорта, обладающей
детальностью, точностью и быстродействием, достаточными для решения прикладных и исследовательских
задач, предлагается использовать смеси вероятностных распределений для описания потоков рейсов и процес-
са их обслуживания в аэропорту. Описана методика формирования смесей распределений и примеры их ис-
пользования в модели реального аэропорта.

Аэропорт, имитационная модель, смесь законов распределения вероятностей.
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ной модели исследуемых процессов или
объектов, предполагает наличие статистичес-
ких данных, описывающих эти процессы или
объекты. В частности, статистические дан-
ные служат исходным «сырьём» для постро-
ения вероятностных распределений времен-
ных отклонений прилётов и вылетов рейсов
от расписания, необходимых для формиро-
вания модели потока рейсов, а также распре-
делений длительности технологических опе-
раций, используемых в их статистических
моделях. Использование широко известных
методов математической статистики позво-
ляет, обработав имеющуюся выборку резуль-
татов наблюдений, получить сначала эмпи-
рическое, а затем и сглаженное, теоретичес-
кое распределение случайных величин.

Обязательной необходимости в получе-
нии сглаженных распределений для решения
задач имитационного моделирования нет.
Современные компьютерные системы моде-
лирования позволяют реализовать произ-
вольное эмпирическое распределение сколь
угодно сложного вида, для программного
задания которого может быть использована,
например, табличная форма. Однако получе-
ние сглаженных распределений очень жела-
тельно по следующим причинам:

1) функции эмпирического распределе-
ния могут содержать определённые «искаже-
ния», особенно если они получены на осно-
ве выборки малого объёма. Теоретическое
распределение «сглаживает» данные и пре-
доставляет информацию об общем распре-
делении, лежащем в их основе;

2) изменение эмпирического распреде-
ления с целью изучения работы системы с
изменившимися параметрами или в изменив-
шихся условиях очень затруднительно.
Трансформирование же теоретического рас-
пределения достигается изменением малого
числа его параметров;

3) применение эмпирического распре-
деления делает невозможным получение зна-
чений вне области данной выборки наблю-
дений;

4) использование достаточно простых
сглаженных теоретических распределений
значительно упрощает имитационную мо-
дель и заметно сокращает затраты машин-

ного времени на проведение имитационных
экспериментов;

5) некоторые теоретические распреде-
ления широко используются в простых ана-
литических моделях теории массового обслу-
живания. Другие из них могут быть исполь-
зованы ценой некоторого усложнения и до-
работки этих моделей. Всё это невозможно
для эмпирических распределений.

Требования по работоспособности,
предъявляемые к модели, обусловливают
необходимость использования возможно
более простых вероятностных распределе-
ний, таких, как, например, нормальное или
логарифмически нормальное распределение,
гамма-распределение или распределение
Вейбулла. Однако сравнительная сложность
аэропортовых процессов служит причиной
значительных погрешностей, к которым при-
водят попытки использования в модели толь-
ко простых теоретических распределений.

Повышает точность модели замена те-
оретических распределений на эмпирические
в тех компонентах модели, где первые не
обеспечивают удовлетворительной точности.
Такой подход приводит к усложнению моде-
ли и, следовательно, к увеличению затрат
машинного времени, которые могут стать
неприемлемыми, особенно в случае модели-
рования на персональных компьютерах. Кро-
ме того, все перечисленные выше недостат-
ки непосредственного использования эмпи-
рических распределений приводят лишь к
ограниченному повышению точности модели.

Выход из описанной ситуации может
состоять в использовании смесей вероятно-
стных распределений. Методы теории веро-
ятностей позволяют путём использования
смесей нескольких простых теоретических
распределений получить распределение, со-
ответствующее едва ли не любому сколь угод-
но сложному эмпирическому распределению.
Применение смесей распределений ослож-
няет качественный анализ поведения рас-
сматриваемых систем, но может быть оправ-
дано, если простые теоретические законы не
позволяют обеспечить удовлетворительного
сглаживания, а эмпирические распределения
– приемлемых затрат машинного времени на
имитационное моделирование.
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Ниже рассмотрены примеры использо-
вания комбинаций не более двух теоретичес-
ких законов для сглаживания вероятностных
распределений отклонений времени прибы-
тия рейсов от расписания, используемых в
модели потока рейсов и распределений дли-
тельности технологических операций в их
статистических моделях.

Исходные данные для формирования
имитационной модели аэропорта
Точность модели аэропорта зависит от

объёма накопленной статистики, используе-
мой при её построении. Внедрение в ряде
аэропортов автоматизированных информа-
ционных систем (ИС) управления их произ-
водственной деятельностью позволяет избе-
жать длительных и трудоёмких процедур сбо-
ра статистики путём использования матери-
алов, хранящихся в компьютерных базах дан-
ных (БД) этих систем.

В БД ИС накапливается информация,
подробно и всесторонне описывающая тех-
нологические процессы аэропорта, а именно:

- характеристики обслуженных аэро-
портом рейсов – тип и модификация воздуш-
ного судна (ВС), выполнявшего рейс; вид
воздушной перевозки (внутренняя, междуна-
родная); категория рейса (начальный, конеч-
ный, обратный, транзитный) и т.п.;

- регулярность выполнения рейсов,
определяемая плановыми, расчётными и фак-
тическими значениями времён вылета и по-
садки ВС, выполнявших рейсы;

- параметры коммерческой загрузки ВС
– число пассажиров и их распределение по
категориям и классам обслуживания; вес за-
регистрированного багажа и груза и т.п.;

- временные характеристики техноло-
гических операций по обслуживанию пасса-
жиров, грузов и ВС – плановые и фактичес-
кие значения времени начала и окончания
операций;

- ресурсы аэропорта, задействованные
в обслуживании рейса – численность персо-
нала, число и виды средств механизации;

- количество заправляемого авиатопли-
ва и спецжидкостей и другая информация.

В БД ИС фиксируется и сохраняется
информация практически о каждом рейсе,
обслуженном в аэропорту, что делает их цен-

ным источником исходных данных для фор-
мирования математических моделей движе-
ния рейсов и процессов их аэропортового
обслуживания.

Смесь вероятностных распределений
в имитационной модели потоков рейсов

Как было сказано выше, один из ком-
понентов имитационной модели аэропорта
выполняет функции источника потоков рей-
сов, генерируя значения моментов времени
прибытия или отправления и других парамет-
ров рейсов.

Моделирование работы аэропорта на
длительных промежутках времени зачастую
проводится при допущении о том, что ин-
тервалы времени между моментами поступ-
ления рейсов являются случайными величи-
нами, подчиняющимися вероятностному рас-
пределению Пуассона. В этом случае для
моделирования потока рейсов достаточно
знания только одного параметра – его интен-
сивности. Причём, если поток является ста-
ционарным, то его интенсивность выража-
ется одним числом, а если нестационарным,
то интенсивность задаётся как функция вре-
мени. Использование пуассоновского пото-
ка рейсов существенно упрощает модель,
однако особенности конкретного расписания
аэропорта учитываются этой моделью лишь
в самых общих чертах. Это не позволяет ис-
пользовать её в исследованиях, предполага-
ющих высокий уровень детализации процес-
са поступления рейсов.

При решении ряда задач анализа и оп-
тимизации функционирования аэропорта
нельзя ограничиваться предположением о
пуассоновском характере потока рейсов. Сле-
дует принимать во внимание привязку мо-
ментов их поступления к расписанию дви-
жения самолётов рассматриваемого аэропор-
та. В этом случае под влиянием отклонений
прилётов и вылетов от расписания поток так-
же будет носить вероятностный характер.
Расписание и распределение отклонений от
него определят эмпирическую модель пото-
ка требований. Отклонения вылетов обуслов-
ливаются отклонениями прилётов и продол-
жительностью обслуживания, поэтому ана-
лиз отклонения прилётов представляет боль-
шую значимость.
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Исходными для статистического анали-

за служат накопленные данные о фактичес-
ких отклонениях прилётов от расписания,
которые могут считаться независимыми слу-
чайными величинами. Необходимо подо-
брать вероятностное распределение, хорошо
сглаживающее эмпирические данные. При
этом может быть использована стандартная
методика проверки статистической гипоте-
зы.

Проведённый анализ выявил значи-
тельные погрешности, к которым приводят
попытки использования для сглаживания
таких известных распределений, как гамма-
распределение, логарифмически нормальное
распределение и распределение Вейбулла.

Продуктивным оказался подход, опи-
санный в одной из ранних работ, посвящён-
ных рассматриваемой проблеме [3]. В ней
предложено случайную величину отклонения
от расписания Z аппроксимировать компо-
зицией нормального и логарифмически нор-
мального законов, т.е. представлять в виде

YeXZ += , (1)

где X и Y – нормально распределённые слу-
чайные величины.

Распределение (1) хорошо согласуется
со статистическими данными. Трудность его
использования, состоящая в значительной
трудоёмкости определения оценок парамет-
ров нормального и логарифмически нор-
мального компонентов по статистическим
данным, привела к тому, что авторами [4]
было предложено в композиции (1) логариф-
мически нормальный закон заменить экспо-
ненциальным. Такая замена позволила упро-
стить процедуру сглаживания, однако при-
вела к снижению его качества. В настоящее
время, благодаря использованию персональ-
ных ЭВМ, описанная выше трудность сни-
мается. Задача решается с помощью широко
распространённого программного обеспече-
ния, такого, как, например, табличный про-
цессор Microsoft Excel.

Ниже для аппроксимации статистичес-
ких данных использовано несколько моди-
фицированное распределение (1). Компози-
ция двух случайных величин, участвующих
в распределении, может быть интерпретиро-

вана следующим образом. Самолёт, выпол-
няющий данный рейс, фактически может
прилететь как несколько раньше планового
момента времени, указанного в расписании,
так и позже. В большинстве случаев откло-
нения Z от расписания в ту или иную сторо-
ну невелики и обусловлены такими причи-
нами, как колебания лётного времени, не-
большие отклонения от момента вылета са-
молёта из аэропорта отправления и т.п. Та-
ким отклонениям соответствует нормально
распределённая случайная величина, кото-

рую обозначим ( )1Z .
Значительные отклонения от расписа-

ния, главным образом опоздания, выражает-
ся логарифмически нормальной случайной

величиной ( )2Z . Вероятность возникновения
таких отклонений равна р0.

Таким образом, отклонение прилёта

( )
( )
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11  σ,m  – математическое ожидание и среднее
квадратическое отклонение величины откло-

нения от времени прилёта ( )1Z , соответ-
ственно; 22  σ,m  – параметры масштаба и

формы величины ( )2Z , соответственно; 2s  –
параметр положения, т.е. величина сдвига по
оси абсцисс для определения местоположе-
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ния логарифмически нормального распреде-

ления величины ( )2Z .
Функция распределения величины от-

клонения Z определяется по формуле

( ) ( )
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∫

(2)

С целью определения оценок неизвес-
тных параметров р0, 1m , 1σ , 2m , 2σ  и 2s  по
выборке из n зафиксированных значений от-
клонений прилётов nZ,...,Z,Z 21   использует-
ся алгоритм проверки статистической гипо-

тезы по критерию согласия Пирсона 2χ ,
включающий следующие этапы.

Весь временной диапазон, содержащий
отклонения от расписания, разбивается на
интервалы одинаковой ширины t∆ . Для каж-
дого (j-го) интервала подсчитывается эмпи-
рическая частота аj, представляющая собой
зарегистрированное количество значений
отклонений, попавших в j-ый интервал.

Для корректности использования кри-

терия 2χ  необходимо, чтобы число наблю-
дений в интервале было не менее 7-10, по-
этому ряд интервалов, как правило, объеди-
няются.

Для заданных определённым образом
значений параметров р0, 1m , 1σ , 2m , 2σ , 2s
по формуле (2) рассчитываются величины
оценки функции сглаживающего распреде-
ления F*(tj).

Определяются величины p*(j) – оценки
вероятности попадания случайной величины
в j-ый интервал:

( ) ( )
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где m - число интервалов (с учётом объеди-
нения).

Находятся оценки ожидаемого числа
наблюдений в соответствующих интервалах
– выравнивающие (теоретические) частоты,
при условии, что гипотеза о распределении
(2) верна:

( ) ( )* *а j np j= .

Производится подсчёт величин δ(j),
используемых при определении значения
критерия χ2:

( )
( )( )
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j
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a a j
j

a j
δ

−
= . (3)

Величина статистики критерия χ2 оп-
ределяется как сумма:

( )2

1

m

j
jχ δ

=

= ∑ . (4)

Неизвестные параметры сглаживающе-
го распределения предлагается определять в
ходе решения задачи математического про-
граммирования из условия обеспечения ми-
нимума целевой функции, в роли которой

выступает 2χ :

( )
( )

0 1 1 2 2 2

2
0 1 1 2 2 2

p ,m , ,m , ,s

arg min p ,m , ,m , ,s ,

σ σ

χ σ σ

′ =

=

где ( )0 1 1 2 2 2p ,m , ,m , ,sσ σ ′  - совокупность ис-

комых параметров сглаживающего распре-
деления.

Используются очевидные ограничения:

00 1p≤ < ,  10 σ< ,  20 σ< .
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Решение осуществляется с использова-

нием соответствующих функций стандартно-
го табличного программного обеспечения
для ПЭВМ.

Результаты описанных выше этапов
алгоритма проверки статистической гипоте-
зы не отвечают на вопрос, правомерно ли
использование смеси распределений (2) с

параметрами ( )0 1 1 2 2 2p ,m , ,m , ,sσ σ ′  для сгла-

живания наблюдений. Ответ на данный воп-
рос даёт заключительный шаг алгоритма,
состоящий в сравнении подсчитанной по
формулам (3), (4) величины χ2  с критичес-

ким значением ( )2 ;χ ρ ν , определяемым по
таблице квантилей χ2-распределения Пирсо-
на в зависимости от критического уровня
значимости ρ и числа степеней свободы v.

Табулированные значения ( )2 ;χ ρ ν  широко-
доступны, содержатся в многочисленных
источниках, например, [4], а также реализо-
ваны в виде статистической функции таблич-
ных процессоров. Величина ρ, как правило,
задаётся в пределах 0.01-0.1. Число степеней
свободы определяется по формуле:

1m rν = − − ,

где r – число оцениваемых параметров рас-

пределения. Если ( )2 2 ;χ χ ρ ν< , то гипоте-

за о возможности сглаживания эмпиричес-
кого распределения смесью (2) с параметра-

ми ( )0 1 1 2 2 2p ,m , ,m , ,sσ σ ′  принимается, в про-

тивном случае отвергается.
В соответствии с описанной методикой

был проведён анализ статистических данных
по отклонениям прилётов рейсов в ряде аэро-
портов, подтвердивший правомерность ис-
пользования распределения (2) для аппрок-
симации наблюдений. Наиболее детальное
исследование выполнено для аэропорта Ку-
румоч (г. Самара), работа которого характе-
ризовалась самым полным набором имев-
шихся статистических данных. Первоначаль-
ный анализ проводился по отдельным (дос-
таточно многочисленным) рейсам за опре-
делённые интервалы времени. Это позволи-
ло объединить рейсы в группы по направле-
ниям. Результаты статистической обработки
для одного из рейсов представлены на рис. 1
и в табл. 1.

По результатам расчётов, представлен-
ным в табл. 1, 2 8 3.χ = . Для принятого кри-
тического уровня значимости ρ=0.05, коли-
чества интервалов (с учётом объединения)
m = 12 и числа параметров смеси распреде-
лений r = 6 критическое значение квантили

2χ -распределения составляет

( )2 0 05 6 11 1. ; .χ = .

Рис. 1. Распределение величин отклонений времени прилёта рейсов Москва-Самара
одной из авиакомпаний в аэропорту Курумоч за летний период 2008 г.
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Таким образом, условие ( )2 2 ;χ χ ρ ν<

выполняется, что позволяет в рассматривае-
мом случае принять гипотезу о соответствии
теоретического распределения (2) эмпири-
ческому. Полученные оценки искомых пара-
метров имеют величины:

0 0 60p .= , 1 13 85m .= − , 1 4 99.σ = , 2 2 35m .= ,

2 0 91.σ =  и 2 9 85s .= − .

Результаты статистического анализа
отклонений времени прилётов рейсов, сгруп-
пированных по важнейшим для аэропорта
Курумоч направлениям, сведены в табл. 2.

Как следует из табл. 2, предложенная
смесь распределений даёт удовлетворитель-
ное сглаживание для всех выборок, посколь-

ку во всех случаях условие ( )2 2 ;χ χ ρ ν<

выполняется. Данные таблиц 1 и 2, а также
не представленные в статье результаты об-
работки статистики ряда других аэропортов
свидетельствуют об определённой универ-
сальности рассмотренной смеси распределе-
ний, позволяющей использовать её в имита-
ционных моделях различных аэропортов.

Смесь вероятностных распределений
в имитационной модели
технологических операций

наземного обслуживания перевозок
Как показано в [5], распределения про-

должительности большинства важнейших
операций модельного технологического гра-
фика наземного обслуживания перевозок,
таких, как посадка и высадка пассажиров,
погрузка и разгрузка багажа, уборка салона
и техническое обслуживание ВС, установка
и уборка трапа и целого ряда других удов-
летворительно сглаживаются одним из трёх
простых асимметричных законов – гамма- и
логарифмически нормального распределе-
ний, а также распределения Вейбулла, соот-
ветствующих особенностям исследуемых
здесь процессов. Однако имеется несколько
технологических операций, продолжитель-
ности которых не могут быть аппроксими-
рованы одним простым законом. К таким
операциям относятся, в первую очередь, ре-
гистрация и предполётный досмотр пассажи-
ров. Их сглаживание требует использования
смеси нескольких распределений.

Таблица 1. Анализ статистических данных по отклонениям прилётов рейсов
Москва-Самара одной из авиакомпаний в аэропорту Курумоч за летний период 2008 г.
№  

интервала, 
j 

Границы 
интервала, 

tj-1 – tj, 
мин 

Ширина 
интервала, 

jt∆ , мин 

Эмпири-
ческая 
частота, 

аj 

Оценка  
функции  

распределения
F*(tj) 

Оценка 
вероятности 
попадания в 
интервал, 

*
jp  

Оценка 
среднего 
числа 

наблюдений,
*
jа  

δ(j) 

        
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

-25 – -20 
-20 – -15 
-15 – -10 
-10 – -5 
-5 – 0 
0 – 5 

5 – 10 
10 – 15 
15 – 20 
20 – 30 
30 – 45 
45 – 95 
95 – +∞ 

5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 

10 
15 
50 

4 
13    17 
48 
58 
76 
74 
36 
28 
11 
18 
10 
8 
8 

- 
0.0435 
0.1630 
0.3107 
0.5034 
0.6823 
0.7891 
0.8548 
0.8968 
0.9247 
0.9571 
0.9791 
0.9965 

- 
0.0435 
0.1195 
0.1477 
0.1928 
0.1789 
0.1068 
0.0657 
0.0420 
0.0278 
0.0324 
0.0221 
0.0209 

- 
17.04 
46.85 
57.89 
75.57 
70.127 
41.87 
25.75 
16.46 
10.91 
12.71 
8.64 
8.18 

- 
0.0000 
0.0283 
0.0002 
0.0025 
0.2139 
0.8230 
0.1964 
1.8130 
4.6137 
0.5770 
0.0480 
0.0040 

Сумма   392  1 392 χ2=8.3400 
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Ниже детально рассматривается опера-
ция регистрации пассажиров и оформления
их багажа. Фактическая продолжительность
регистрации пассажиров определённого рей-
са зависит от нормативной её длительности,
установленной технологическим графиком
обслуживания ВС, выполняющего рейс.

При порейсовом методе, используемом
в большинстве аэропортов РФ, на норматив-
ную продолжительность регистрации  ока-
зывает влияние ряд факторов, среди которых
наиболее значимыми являются следующие:

- пассажировместимость ВС. Рекомен-
дуется устанавливать время начала регист-
рации для ВС 1 и 2 класса не менее чем за
1 ч., время окончания – за 40 мин. до време-
ни отправления, указанного в билете. Для ВС
3 и 4 класса –  соответственно за 35 и 20 мин.
до времени отправления. Для Ил-86 и Ил-96
регистрация должна начинаться за
1 ч. 40 мин. и заканчиваться за 40 мин. до от-
правления самолета;

- категория перевозки (внутренняя или
международная). Регистрация пассажиров
международных рейсов требует больших зат-
рат времени по сравнению с внутрироссийс-
кими рейсами;

- категория рейса. Нормативная про-
должительность регистрации пассажиров,
вылетающих транзитным рейсом, может
быть меньше, чем для рейсов других катего-
рий;

- требования авиакомпании-перевозчи-
ка, устанавливающей индивидуальные пара-
метры для процедуры регистрации на соб-
ственные рейсы и др.

Фактические параметры регистрации
могут существенно отличаться от плановых
в силу широкого ряда причин, таких, как:

- задержка отправления ВС. При пере-
носе расчётного времени отправления ВС
смещаются и деформируются временные
рамки операций технологического графика
подготовки ВС к вылету, в том числе регист-
рации;

- наличие опаздывающих пассажиров.
В общем случае, пассажиры, опоздавшие на
регистрацию, принимаются к перевозке при
наличии свободных ресурсов аэропорта,
если их оформление не приведёт к длитель-
ной задержке вылета. Тем не менее, авиаком-
пании-перевозчики зачастую намеренно идут
на задержку вылета и продление регистра-
ции, чтобы дать возможность опаздываю-

Таблица 2. Аппроксимация данных об отклонениях прилётов рейсов в аэропорт
Курумоч за летний период 2008 г.

Направление 
Объем 
выбор-
ки, n 

Оценки параметров Число 
степе-
ней  
сво-

боды, v 

Значе-
ние 
крите-
рия 
 χ2-

Пирсона 

Крити-
ческое 
значе-
ние 0p  1m  1σ  2m  2σ  2s  

Сибирь,  
Дальний Восток 374 0.726 -17.16 5.657 2.964 0.791 -16.518 6 7.6902 12.5915 

Курорты Юга РФ 221 0.085 -9.05 11.913 1.868 1.288 17.216 5 2.8592 11.0705 

Ср.Азия  
(СНГ) 283 0.488 -5.878 13.367 3.073 0.745 -2.895 8 7.7366 15.5073 

Зарубежная 
Европа 898 0.256 -16.629 9.796 3.231 0.578 -13.548 10 11.8639 18.307 

Москва, 
С.Петербург 951 0.253 -10.999 13.501 3.397 1.231 -9.076 12 20.3091 21.026 

Прочие 
направления РФ 353 0.638 -9.597 8.787 2.937 0.962 -11.33 9 4.7165 16.9189 
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щим пассажирам прибыть на рейс. Это име-
ет место при наличии на вылетающем рейсе
«особо важных персон», либо большого чис-
ла трансферных пассажиров, прибытие ко-
торых ожидается опаздывающим стыковоч-
ным рейсом, и в ряде других случаев;

- продление регистрации по причине
допосадки пассажиров, приобретших билет
непосредственно перед вылетом самолета;

- особенности контингента пассажи-
ров. Регистрация, как правило, требует мень-
ших затрат времени на авиалиниях, где пас-
сажиры следуют без большого количества
багажа и др.

Влияние описанных выше факторов
вызывает значительные отклонения време-
ни регистрации от плана как в меньшую, так
и в большую сторону, хотя для большинства
рейсов фактическая продолжительность ре-
гистрации близка к плановой.

Ниже в качестве примера рассмотрены
результаты сглаживания вероятностного рас-
пределения продолжительности регистрации
пассажиров и оформления багажа в Между-
народном аэропорту Курумоч. Гистограмма
эмпирического и полигон сглаженного рас-
пределений с сохранением введённых ранее
обозначений приведены на рис. 2. В приме-
ре использованы данные о 599 внутрирос-
сийских начальных рейсах, выполненных

самолётами Ту-154, Як-42 и Boeing-737 раз-
личных модификаций в январе-июне 2007 г.

Учитывая сложный характер фактичес-
кого распределения, для его сглаживания
используется смесь из двух распределений,
которые подбирались таким образом, чтобы

обеспечить минимум значению критерия 2χ .
Рассматривались различные сочетания нор-
мального, логарифмически нормального рас-
пределений, распределения Вейбулла, а так-
же гамма-распределения. В каждом сочета-
нии распределения могли повторяться. На-
пример, неплохое сглаживание обеспечила
смесь двух распределений Вейбулла с различ-
ными параметрами.

Как и в предыдущем случае, наимень-
шую величину 2 14 05.χ =  доставила смесь
нормального и логарифмически нормально-
го распределений с оценками параметров

0 0 50p .= , 1 59 00m .= , 1 18 72.σ = , 2 3 93m .= ,

2 0 06.σ =  и 2 0 00s .= . Для принятого крити-
ческого уровня значимости ρ=0.05, коли-
чества интервалов m = 15 и числа парамет-
ров распределения r = 6 критическое значе-

ние квантили 2χ -распределения составляет

( )2 0 05 8 15 51. ; .χ = , что позволяет принять
гипотезу о соответствии теоретического рас-
пределения эмпирическому.

Рис. 2. Распределение длительности регистрации пассажиров в аэропорту Курумоч
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Заключение

Использование в имитационной моде-
ли аэропорта лишь широко известных про-
стых теоретических вероятностных распре-
делений повышает её работоспособность, но
негативно сказывается на точности резуль-
татов моделирования. Замена сглаживающих
распределений на эмпирические в тех бло-
ках модели, где первые дают высокую по-
грешность, приводит к усложнению модели
при ограниченном повышении точности.
Компромисс состоит в использовании в мо-
дели вместо эмпирических распределений
смесей теоретических законов, позволяющих
сохранить лучшие качества первых двух ими-
тационных моделей.

Эффективным инструментом формиро-
вания смесей является стандартное про-
граммное обеспечение персональных компь-
ютеров, расширенное специализированной
функцией решения задач математического
программирования.

Сформированные стохастические моде-
ли учёта отклонений моментов прилёта са-
молётов от расписания и продолжительнос-
тей технологических операций в настоящее

время включены в состав общей имитаци-
онной модели функционирования узлового
аэропорта, реализованной на базе системы
имитационного моделирования GPSS World.
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Введение
Рассматривается многоканальная сис-

тема массового обслуживания (СМО) с ожи-
данием в очереди ограниченной длины. Осо-
бенностью рассматриваемой СМО является
частичная взаимопомощь между каналами,
выражающаяся в возможности одновремен-
ного использования двух каналов для обслу-
живания одной заявки. Объединение усилий
каналов приводит в общем случае к сокра-
щению среднего времени обслуживания.
Предполагается, что в СМО поступает неста-
ционарный пуассоновский поток заявок.
Продолжительность обслуживания заявки
зависит от времени.

Характерным примером СМО, облада-
ющей перечисленными особенностями, яв-
ляется система обслуживания перевозок
аэропорта. Одновременное использование
нескольких (как правило, двух) средств (сто-
ек регистрации, авиатопливозаправщиков,
спецмашин и т.п.) для обслуживания одного
рейса предусматривается технологическими
графиками аэропортового обслуживания
больших воздушных судов (ВС). При этом
необходимость повышения качества и сокра-
щения продолжительности наземного обслу-
живания перевозок, особенно актуальная для
крупных аэропортов, приводит к тому, что
доля операций, выполняемых не одним, а
несколькими (двумя) средствами, возраста-

ет с увеличением масштаба аэропорта. Опи-
санная в статье модель разработана для ре-
шения задач анализа и оптимизации функ-
ционирования производственных комплек-
сов узловых аэропортов (хабов), характери-
зующихся насыщенностью средств наземно-
го обслуживания перевозок при ярко выра-
женной нестационарности потоков пассажи-
ров, ВС и грузов и колебаниях интенсивнос-
ти их обслуживания.

Общее описание модели
Модель предназначена для определения

временных зависимостей вероятностных ха-
рактеристик СМО, содержащей N обслужи-
вающих каналов. Число заявок, находящих-
ся в СМО, не должно превышать К, что мо-
жет быть обусловлено техническими огра-
ничениями по числу обустроенных в аэро-
порту мест стоянки ВС, вместимости аэро-
вокзального или грузового комплекса и т.п.
Число выделяемых для обслуживания одной
заявки каналов а может составлять как 1, так
и 2. В случае наличия не менее двух свобод-
ных каналов поступившая заявка с заданной
вероятностью v1 занимает для обслуживания
один из них и - с вероятностью 12 1 vv −=  -
оба канала. Если же в момент поступления
на обслуживание заявки СМО располагает
только одним свободным каналом, то эта за-
явка в любом случае занимает имеющийся

УДК 519.248:656.71
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единственный канал. В случае отсутствия
незанятых каналов вновь поступившая заяв-
ка «становится в очередь» и ожидает обслу-
живания. Если число заявок, находящихся в
очереди, составляет К-N, то вновь прибыв-
шая заявка покидает СМО необслуженной.
Вероятность такого события должна быть
малой.

На вход СМО поступает пуассоновский
(не обязательно стационарный) поток заявок
с интенсивностью ( )tλ . Предполагается, чтоо
продолжительности обслуживания заявки
как одним каналом ( )tTобсл1 , так и двумя -

( )tTобсл 2  являются показательно распределён-
ными случайными функциями времени (слу-
чайными процессами).

Интенсивности обслуживания заявки
одним каналом ( )t1µ  и одновременно двумя

каналами ( )t2µ  определяются как

( ) ( )[ ] 1
11

−
=µ tТt обсл , ( ) ( )[ ] 1

22
−

=µ tТt обсл ,

где ( ) ( )[ ]tTMtТ обслобсл 11 = , ( ) ( )[ ]tTMtТ обслобсл 22 =
- среднее время обслуживания заявки одним
каналом и двумя каналами соответственно.

Связь между величинами ( )t1µ  и ( )t2µ
задаётся соотношением

( ) ( )2 1t tµ θµ= ,

где θ - коэффициент, учитывающий относи-
тельное увеличение интенсивности обслу-
живания при использовании двух каналов.

На практике связь между числом при-
влекаемых средств и интенсивностью обслу-
живания имеет довольно сложный характер,
определяемый особенностями рассматрива-
емой операции обслуживания. Для операций,
продолжительность которых связана с объё-
мом выполняемых работ (например, заправ-
ка ВС авиатопливом посредством авиатоп-
ливозаправщиков, посадка в ВС или высад-
ка из ВС пассажиров и др.), зависимость
интенсивности обслуживания от числа кана-
лов приближается к прямо пропорциональ-
ной, не являясь, однако, строго таковой из-
за наличия затрат времени на подготовитель-

но-заключительные операции, на которые
число средств не влияет. Для таких опера-
ций 2θ ≤ . Для ряда операций зависимость
продолжительности выполнения от числа
средств или исполнителей менее выражена
(например, регистрация или предполётный
досмотр пассажиров). В этом случае 1θ ≈ .

В произвольный момент времени t рас-
сматриваемая СМО может находиться в од-
ном из b+1 дискретных состояний - S0, S1, ...,
Sb. Переход из состояния в состояние может
осуществляться в любой момент времени.
Вероятность того, что в момент времени
t СМО будет находиться в состоянии

( )0 1iS i , ,...,b= , обозначена далее как ( )iP t .
В любой момент времени t должно выпол-

няться условие нормировки ( )
0

1
b

i
i

P t
=

=∑ . Зна-

ние вероятностей ( ) ( ) ( )0 1 bP t ,P t ,...,P t  позво-
ляет определять такие важные виртуальные
(мгновенные) характеристики СМО, как
средняя длина очереди, среднее число заня-
тых каналов, среднее число заявок, находя-
щихся в СМО, и др.

Вероятности состояний ( )iP t  находят-
ся путём решения системы дифференциаль-
ных уравнений Колмогорова, в общем виде
записываемой как [1]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

n n
i

ji ijj i
j j

dP t
t P t P t t

dt
ϕ ϕ

= =

= −∑ ∑ ,

0 1i , ,...,b,=

где ( )ij tϕ  - плотности (интенсивности) веро-
ятностей перехода из состояния с порядко-
вым номером i в состояние с порядковым но-

мером j. Величины ( )ij tϕ  определяются по
формуле

( ) ( )
0

ij
ij t

P t; t
t lim

t
ϕ

∆ →

∆
=

∆
,

где Pij(t; ∆t) — вероятность того, что СМО,
пребывавшая в момент t в состоянии Si, за
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время ∆t перейдёт из него в состояние
Sj (i ≠ j).

Для составления уравнений Колмого-
рова используется размеченный граф состо-
яний СМО. В нём над стрелками, ведущими
из Si в Sj, проставляют соответствующие ин-
тенсивности ϕij. Производная вероятности
каждого состояния определяется как сумма
всех потоков вероятности, идущих из дру-
гих состояний в данное состояние, за выче-
том суммы всех потоков вероятности, иду-
щих из данного состояния в другие.

Чтобы составить граф, вводится трё-
хиндексная система обозначений, в которой
состояние рассматриваемой СМО в произ-
вольный момент времени характеризуется
тремя параметрами: числом занятых каналов
n 0 1( n , ,...,N )= , числом заявок, обслужива-
емых k 0 1( k , ,...,K )=  и ожидающих обслу-
живания m 0 1( m , ,...,K N )= − .

На рис. 1 представлен размеченный
граф состояний, составленный с использо-
ванием описанных выше правил и введён-
ных обозначений, для СМО, выбранной в
качестве простого примера.

На графе и в приводимой ниже соот-
ветствующей системе уравнений Колмогоро-
ва в целях экономии места опущены обозна-
чения функциональной зависимости от вре-
мени интенсивностей λ, 1µ , 2µ  и вероятно-
стей состояний.

( )
( )

( )

( )

000 1 2 000 1 110 2 210

110 1 1 2 110 1 000

1 220 2 320

210 2 1 2 210 2 000

1 320 2 420

220 1 1 2 220 1 110

1 330 2 430

320 2 1 1

2

2
2

3

dP dt v v P P P ,

dP dt v v P v P
P P ,

dP dt v v P v P
P P ,

dP dt v v P v P
P P ,

dP dt v v

λ λ µ µ

µ λ λ λ

µ µ

µ λ λ λ

µ µ

µ λ λ λ

µ µ

µ µ λ

= − + + +

= − + + + +

+ +

= − + + + +

+ +

= − + + + +

+ +

= − + + +( )2 320

1 210 2 110 1 430

2 530

2
2

P
v P v P P

P ,

λ

λ λ µ
µ

+

+ + + +
+

( )
( )

( )

( )

420 2 420 2 210 1 530

330 1 1 2 330 1 220

1 440 2 540

430 1 2 430 1 320

2 220 1 540 2 531

530 1 2 530 420

2 320 1 531

2

3
4

2
3 2

2

dP dt P v P P ,

dP dt v v P v P
v P P ,

dP dt P v P
v P P P ,

dP dt P P
v P P ,

λ µ λ µ

µ λ λ λ

µ

µ µ λ λ

λ µ µ

µ µ λ λ

λ µ

= − + + +

= − + + + +

+ +

= − + + + +

+ + +

= − + + + +

+ + (1)

( )

( )

( )

( )

( )

440 1 440 1 330

1 550 2 541

540 2 1 540 430

2 330 1 541 2 532

531 1 2 531 530

1 532

550 1 550 440

1 551 2 542

541 2 1 541 540

4
5

3
3 2

2

5
5

3

dP dt P v P
P P ,

dP dt P P
v P P P ,

dP dt P P
P ,

dP dt P P
P P ,

dP dt P P

µ λ λ

µ µ

µ µ λ λ

λ µ µ

µ µ λ λ

µ

µ λ λ

µ µ

µ µ λ λ

= − + + +

+ +

= − + + + +

+ + +

= − + + + +

+

= − + + +

+ +

= − + + +

( )
( )
( )

1 542

532 1 2 532 531

551 1 551 550 1 552

542 1 2 542 541

552 1 552 551

3
2

5 5

3
5

P ,
dP dt P P ,

dP dt P P P ,

dP dt P P ,
dP dt P P .

µ

µ µ λ

µ λ λ µ

µ µ λ

µ λ

+

+

= − + +

= − + + +

= − + +

= − +

Если в момент 0t =  в СМО нет заявок,
то начальные условия запишутся в виде

( )000 0 1P = ,

( ) ( ) ( ) ( )110 210 220 5520 0 0 0 0P P P ... P= = = = = .
(2)

Решение систем большой размерности,
подобных (1), (2), с переменными величина-
ми λ(t), µ1(t), µ2(t) возможно только числен-
ными методами с использованием ЭВМ.
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Построение модели СМО
В соответствии с алгоритмическим

подходом [1] рассмотрим методику преобра-
зования системы уравнений Колмогорова
произвольной размерности к виду, пригод-
ному для компьютерных вычислений. С це-
лью упрощения записи используем вместо
тройной двойную систему обозначений со-
стояний СМО, в которой i – число занятых
обслуживанием каналов плюс длина очере-
ди, j – число заявок в СМО. Связь между
системами обозначений выражают зависимо-
сти:

i n m,
j k m,
= +
= +           

0 1
0 1

i , ,...,K ;
j , ,...,K .
=
=

Реализовано может быть не любое
состояние из формальной совокупности

( )  0 1   0 1ijS i , ,...,K; j , ,...,K= = . В частности,
в рамках описываемой модели невозможны
состояния, при которых две или более зая-
вок одновременно обслуживаются одном

каналом, т.е. ( ) 0ijP t = , если j i> . Обозна-
чим символом S множество допустимых со-
стояний СМО. Состояние ijS  существует, и

соответствующая ему вероятность ( )ijP t
может быть ненулевой, если выполняется
одно из условий:

1) 2 если 2
2

2) 1 если   
1

3) если 1
0 1    0 1

j i j , j N ,
j N ,

j i j q ,
j q K ,

j i K , j q K ,
i , ,...,K ; j , ,...,K ,

≤ ≤ ≤

>
≤ ≤ + −  + − <
≤ ≤ + − ≥

= =

где q – максимальное число состояний с раз-
личным количеством обслуживающих кана-
лов для заданного числа заявок, определяе-
мое по формуле

[ ]2q N N= − .

Здесь скобки обозначают операцию
отбрасывания дробной части. Так, например,

Рис. 1. Граф состояний СМО
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судя по графу состояний, изображённому на
рис. 1, две заявки могут обслуживаться дву-
мя, тремя или четырьмя каналами. Поэтому
в рассмотренном выше примере

[ ]5 5 2 5 2 3q = − = − = .
Для реализации компьютерных вычис-

лений с использованием системы уравнений
Колмогорова произвольной размерности её
уравнения должны быть приведены к неко-
торой универсальной форме, допускающей
запись любого уравнения. С целью выработ-
ки такой формы рассмотрим фрагмент гра-
фа состояний, отображающий одно произ-
вольное состояние ijS  с ведущими из негоо
стрелками интенсивностей. Обозначим рим-
скими цифрами соседние состояния, непос-
редственно связанные с ijS , так, как это по-
казано на рис. 2.

С учётом наличия соседних по отноше-
нию к ijS  состояний уравнение для ijS  запи-
шется следующим образом:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

2 1 2 1

2 1 2 1

ij I II III
ij ij ij

IV I
ij ij i j i j

II
i j i j

III
i j i j

IV
i j i j

dP
t t t

dt
t P t t P t

t P t

t P t

t P t .

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

+ + + +

− − − −

+ + + +

− − − −

= − + + +

+ + +
+ +

+ +

+

(3)

Для каждого состояния

( )  0 1   0 1ijS i , ,...,K; j , ,...,K= = , такого, чтоо

ijS ∈S , в момент времени t величины

( ) ( ) ( ) ( )   I II III IV
ij ij ij ijt , t , t , tϕ ϕ ϕ ϕ  принимаютт

различные значения (в том числе равные
нулю). Однако при этом структура уравнения
(3) сохраняется неизменной, что позволяет
использовать его для компьютерной реали-
зации системы уравнений Колмогорова про-
извольной размерности.

Интенсивности ( ) ( )   II IV
ij ijt , tϕ ϕ , стре-

мящиеся перевести СМО в состояния с боль-
шими значениями i и j, если наличие таких
состояний является возможным, определя-
ются исходя из ряда условий следующим
образом:

( )

( )( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1 1

1 1

1
2 1

1 1 1 1

2 1

   или
0        если  

  если  

2

1   если  или 

II
ij

ij

i j

ij

i j

i j

ij ij

i j i j

i j

t

S
, S ,

S ,
S ,

v t ,
S ,

i N ,

S , S ,
, S , S ,

S , i N A,

ϕ

λ

+ +

+ +

+ +

+ + + +

+ +

=

 ∉


∉
 ∈

 ∈ =   ∈ 
  ≤ −
  ∈ ∈   ∈ ∈  

 
∉ > −

S
S

S
S

S

S S
S S

S

( )

( )( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

1 1

1 1

2
2 1

1 1

2 1

   или 
0        если   или 2

  если  

2

1   если  

2

IV
ij

ij

i j

ij

i j

i j

ij

i j

i j

t

S
, S i N ,

S ,
S ,

v t ,
S ,

i N ,

S ,
S ,

,
S ,

i N ,

ϕ

λ

+ +

+ +

+ +

+ +
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 ∉


∉ > −
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Рис. 2. Фрагмент графа состояний СМО
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0 1      0 1i , ,...,K , j , ,...,K .= =

Интенсивности ( ) ( )   I III
ij ijt , tϕ ϕ , пере-

водящие СМО из состояния ijS  в состояния
с меньшими значениями i и j (если наличие
таких состояний возможно), прямо пропор-
циональны задействованному числу каналов,
обслуживающих находящиеся в СМО заяв-
ки различного типа (занимающие для обслу-
живания один или два канала). Группу из двух
каналов, занятых обслуживанием одной за-
явки соответствующего типа, можно рас-
сматривать в качестве одного канала. Поэто-
му в общем случае

( ) ( )1 1
I
ij ijt k t ,ϕ µ=  ( ) ( )2 2

III
ij ijt k t ,ϕ µ=

где kij1 – число заявок, занимающих один ка-
нал, обслуживаемых СМО в состоянии ijS ;
kij2 – число заявок, занимающих по два кана-
ла, обслуживаемых СМО в состоянии ijS .

Через i и j указанные величины опре-
деляются следующим образом:

( )1

2 если  
2 если  ij

j i, i N ,
k

N i j , i N ,
− ≤

=  − − >
(4)

2ijk i j= − .
С учётом ограничений по возможнос-

ти существования состояний выражения для

( ) ( )   I III
ij ijt , tϕ ϕ  имеют вид

( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1

1 1
1 1

 или
0 если   

если  

ij

i jI
ij

ij
ij

i j

S
, S ,

t
S ,

k t , S ,

ϕ

µ

− −

− −

∉
 ∉=  ∈

 ∈

S
S

S
S

( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1

2 2
1 1

 или
0 если   

если  

ij

i jIII
ij

ij
ij

i j

S
, S ,

t
S ,

k t , S ,

ϕ

µ

− −

− −

∉
 ∉=  ∈

 ∈

S
S

S
S

0 1      0 1i , ,...,K , j , ,...,K .= =

Показатели эффективности
функционирования СМО

Описанная модель позволяет опреде-
лить временные зависимости следующих
показателей эффективности функционирова-
ния рассматриваемой СМО.

Средняя длина очереди:

( ) ( ) ( )
1 0

K K

ож ij
i n j

M t i n P t
= + =

= −∑ ∑ .

Среднее число занятых каналов:

( ) ( )
0 0

N K

з ij
i j

N t iP t
= =

= ∑∑ .

Среднее число заявок в СМО:

( ) ( )
0 0

K K

З ij
i j

M t jP t
= =

= ∑∑ .

Вероятность отказа в обслуживании:

( ) ( )
1

K

отк Кj
j K q

Р t P t
= − +

= ∑ .

Может быть получено распределение
виртуального времени ожидания заявкой

обслуживания ( ) ( )( )ожW x,t P t t x= < , по-
зволяющее характеризовать качество обслу-
живания рассматриваемой СМО. Поступив-
шая в систему заявка вынуждена ожидать
обслуживания в случае, если все каналы за-
няты обслуживанием заявок, поступивших

ранее. Существует вероятность ( )0wР t=  не-
медленного обслуживания поступившей за-
явки при наличии свободного канала (или не-
скольких свободных каналов)

( ) ( )
1 1

0
0 0

N K

w ij
i j

Р t P t
− −

=
= =

= ∑∑ ,

( ) 0ijP t ≡ , если ijS ∉S .

С учётом возможности отказа искомая

величина функции распределения ( )W x,t
определится как
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( ) ( ) ( )(

( )( ) ( )

0

1 1

0

1
1 w

отк

K K

ij
i N j

W x,t P t
P t

W x,t i, j P t ,

=

− −

= =

= +
−


+ 


∑∑

( ) 0ijP t ≡ , если ijS ∉S .

Здесь ( )( )W x,t i, j  - условная функция
распределения времени ожидания некоторой
заявки при условии, что в момент своего
поступления t она застала СМО в состоянии
ij.

В рассматриваемой СМО длительность
ожидания обслуживания входящей заявкой
зависит не только от числа заявок, уже нахо-
дящихся в СМО, но и от распределения ка-
налов между групповым и индивидуальным
обслуживанием имеющихся заявок. Если бы
взаимопомощи между каналами не суще-
ствовало, то рассматриваемая СМО пред-
ставляла бы собой традиционную СМО с
ожиданием в очереди ограниченной длины,
для которой общее время ожидания начала
обслуживания заявкой, заставшей в момент
поступления m других заявок в очереди, име-

ло бы распределение Эрланга ( ) ( )1
N t
mЕ xµ

+  [1].
Здесь верхний индекс содержит интенсив-
ность обслуживания заявок всеми N канала-
ми, действующими при наличии очереди;
нижний индекс – порядок распределения по
закону Эрланга. В рассматриваемой здесь
СМО описанный закон справедлив только в
отношении заявок, вошедших в СМО в со-
стояниях, когда заняты все каналы, причём
все они обслуживают по одной заявке. Для
этих состояний можно записать

( )( ) ( ) ( )1
1

N t
mW x,t N m,N m E xµ

++ + = . (5)

Обозначим как ( )1 2

1 2

n

n

y ,y ,...,y
, ,...,Е xα α α  функцию

распределения обобщённого закона Эрлан-

га, имеющего порядок 
1

1
n

i
i

α
=

−∑ , где iα  - чис-

ло случайных величин, распределённых по

показательному закону с параметром iy . С
использованием введённого обозначения за-
пишем выражения для функции распределе-
ния времени ожидания в других состояниях.
По сравнению с (5) эти выражения имеют
более сложный вид, что не мешает их про-
граммной реализации. Далее, в качестве при-
мера они приводятся только для трёх первых
состояний полной занятости каналов с ис-
пользованием введённой ранее трёхсимволь-
ной индексации:

- к моменту входа заявки очереди нет,
однако все каналы заняты:

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )1

0

    0N , N gН

W x,t n,k ,m W x,t N ,N g,

E x ,  g q,−

= − =

= ≤ ≤

где ( ) ( )1 1 2 2ij ij ijН k t k tµ µ= + ;
- к моменту входа заявки в очереди на-

ходится одна заявка:

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1

1 1
2

1

N , N g

N , N g

Нij

N , N g

Нij

N , N g

W x,t n,k ,m W x,t N ,N g,

k t
E x

Н

k t
E x ;

Н

µ

µ

−

−

−

−

= − =

= +

+

- к моменту входа заявки в очереди на-
ходятся две заявки:

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

12 2
11

1 1 2 2
2

1 1
3

2

N , N g N , N g

N , N g

N , N g

Н ,Нij
,

N , N g

Нij ij

N , N g N , N g

Нij

N , N g

W x,t N ,N g,

k t
E x

Н

k t k t
E x

Н Н

k t
E x .

Н

µ

µ µ

µ

− − +

−

−

−

− −

−

− =

= +


+ +




+ 


Среднее виртуальное время ожида-

ния заявки ( )ожT t  определяется численно
как
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( ) ( )
0

ожT t xdW x,t
∞

= ∫ .

Может быть также определено распре-
деление виртуального времени обслужива-

ния произвольно выбранной заявки ( )обслT t .

Поскольку изменение ( )обслT t  в рассматри-
ваемой СМО является случайным процессом,
представляющим собой смесь двух показа-
тельно распределённых случайных процес-

сов ( )1обслT t  и ( )2обслT t , то распределение

( ) ( )( )обслV x,t P T t x= <  не будет показатель-
ным. С учётом возможности отказа выраже-

ние для функции распределения ( )V x,t  за-
пишется в виде

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

0

1
1

K K

ij
i N jотк

V x,t V x,t i, j P t ,
P t

− −

= =

 
=  −  

∑∑

( ) 0ijP t ≡ , если ijS ∉S .

Здесь ( )( )V x,t i, j  - условная функция рас-

пределения времени обслуживания некото-
рой заявки при условии, что в момент свое-
го поступления она застала СМО в состоя-
нии ij.

Если в момент начала обслуживания
заявки СМО находится в состоянии, при ко-
тором возможно как групповое, так и инди-
видуальное обслуживание, то время обслу-
живания представляет собой смесь двух про-

должительностей: ( )1обслT t  и ( )2обслT t , рас-
пределённых показательно с параметрами

( )1 tµ  и ( )2 tµ , соответственно. Если же в
этот момент нет возможности выделения
двух каналов, то время обслуживания заяв-
ки распределено показательно с параметром

( )1 tµ . При подходе заявки к обслуживаю-

щим каналам в состоянии ijS  переход к ин-
дивидуальному обслуживанию допустим при
наличии возможности состояния ( )( )1 1i jS + + ,

переход к групповому обслуживанию – при
наличии возможности состояния ( )( )2 1i jS + +

(рис.2). Таким образом, имеем:
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Поскольку при отсутствии двух свобод-
ных каналов любая заявка обслуживается
одним каналом, то фактическая вероят-

ность ( )1
Ф tν  выделения одного канала бу-

дет больше заданной v1. Функция ( )1
Ф tν  оп-

ределяется как

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
0

1
1

K K
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P t
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− −
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( ) 0ijP t ≡ , если ijS ∉S .

Здесь ( )1ν i, j  - вероятность выделения од-
ного аппарата для обслуживания заявки, по-
ступившей в СМО в состоянии ij:

( ) ( )( ) ( )( )
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Средняя продолжительность обслу-
живания заявки, вошедшей в СМО в момент

t, может быть через ( )1
Ф tν  определена как

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 21Ф Ф
обсл обсл обслT t t T t t T tν ν = + −  .

Распределение виртуального времени
пребывания заявки в СМО

( ) ( )( )пребU x,t P T t x= <
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определяется с использованием полученных
ранее выражений для функций распределе-
ния времени ожидания и времени обслужи-
вания как

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

0

1
1

K K

ij
i N jотк

U x,t U x,t i, j P t ,
P t

− −

= =

 
=  −  

∑∑

( ) 0ijP t ≡ , если ijS ∉S .

Здесь ( )( )U x,t i, j  - условная функция рас-

пределения времени пребывания в СМО не-
которой заявки при условии, что в момент
своего поступления t она застала систему в
состоянии ij.

Для состояний со свободными канала-
ми время пребывания в СМО совпадает со
временем обслуживания:
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Для других состояний формулы ус-
ловной функции распределения записы-
ваются по аналогии с формулами для

( )( )W x,t n,k ,m  с использованием трёхсим-
вольной индексации. Ниже они приведены
для трёх первых состояний полной занятос-
ти каналов:

- к моменту входа заявки очереди нет,
однако все каналы заняты:
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- к моменту входа заявки в очереди на-
ходится одна заявка:
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- к моменту входа заявки в очереди на-
ходятся две заявки:
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Среднее виртуальное время пребыва-
ния заявки в СМО определяется как

( ) ( ) ( )преб обсл ожT t T t T t= + .

Пример использования модели СМО
Моделируется функционирование в те-

чение суток производственного комплекса
одного из восточноевропейских региональ-
ных узловых аэропортов при выполнении
отдельной технологической операции обслу-
живания прибывающих ВС. В качестве ис-
ходных данных для моделирования исполь-
зованы временные зависимости усреднённой
интенсивности потока ВС, поступающих

на обслуживание, ( )tλ  и интенсивности

обслуживания ВС одним средством ( )1 tµ .
Как следует из построенного по данным

сайта аэропорта графика зависимости ( )tλ
(рис. 3а), поступление ВС характеризуется су-
щественной неравномерностью: в течение
суток наблюдаются четыре максимума интен-
сивности, соответствующие четырём «вол-
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нам» прибытия-отправления рейсов. Пико-

вые значения ( )tλ  для основных «волн» до-
стигают 25-30 ВС/ч.

На рис. 3а также отображён график за-

висимости ( )1 tµ . Предполагается, что не
только интенсивность потока ВС, но и ин-
тенсивность их обслуживания является фун-
кцией времени и зависит от фазы «волны».
Дело в том, что для сокращения среднего
времени трансфера пассажиров расписание
узлового аэропорта строится таким образом,
чтобы «волну» инициировали прилёты само-
лётов большой пассажировместимости, об-
служивание которых требует больших затрат
времени, а завершали прилёты малых само-
лётов. В примере принимается, что средняя
длительность выполнения операции одним
средством, составляющая для большей час-
ти продолжительности суток 20 мин., на на-
чальном этапе «волны» возрастает до 25 мин.
и сокращается на заключительном этапе до
15 мин. Таким образом, четыре интервала с

пониженным уровнем ( )1 tµ  на рис. 3а соот-
ветствуют начальным фазам «волн», когда
преобладают прилёты больших самолётов. В
свою очередь, четыре интервала повышения

уровня ( )1 tµ  выпадают на завершающие
фазы «волн» с преобладанием малых само-
лётов.

Ниже описаны результаты моделирова-
ния, позволяющие оценить эффективность
функционирования системы. На рис. 3б–3г
представлены временные зависимости сред-

них величин числа занятых каналов ( )зN t ,

общего числа заявок в системе ( )ЗM t  и

длины очереди ( )ожM t , полученные для
двух предельных значений вероятности

1 10  и  1ν ν= =  при следующих расчётных ха-

рактеристиках: 10N = ; 40K = ; 1 75.θ = .

Судя по графику зависимости ( )зN t
(рис. 3б), в течение большей части суточно-
го интервала времени занятость обслужива-
ющих каналов системы остаётся низкой, что
является следствием нестационарности вхо-

дящего потока самолётов. Высокая загрузка
(60-80 %) достигается только в течение вто-
рой «волны» прилётов-вылетов, причём ва-

риант 1 0ν =  при больших значениях ( )tλ
вызывает большую загруженность системы,

а при малых значениях ( )tλ  – меньшую по

сравнению с вариантом 1 1ν = . При этом, как
показало моделирование, вероятность отка-
за в рассматриваемой системе для обоих ва-
риантов пренебрежимо мала.

Сравнение графиков зависимостей

( )ЗM t  и ( )ожM t  (рис. 3в и 3г соответствен-
но) позволяет сделать вывод о том, что в
СМО при 1 0ν =  находится заявок в среднем
меньше, а ожидают обслуживания заявок
больше, чем при 1 1ν = . Противоречие этоо
объясняется тем, что каждая поступившая в
СМО заявка, занимающая в случае 1 0ν =  дваа
канала, оставляет меньше свободных кана-
лов следующим за ней заявкам, вынуждая их
создавать большую очередь, чем в случае

1 1ν = . В то же время групповое использова-
ние каналов, сокращая время обслуживания,
служит причиной снижения общего числа об-
служиваемых и ожидающих обслуживания
заявок. Так, в рассматриваемом примере
среднее в течение суток время обслуживания
для варианта 1 1ν =  составляет 20 мин., а для

варианта 1 0ν =  - 11.7 мин.
Рассмотренная выше модель даёт воз-

можность решать задачи, связанные с поис-
ком оптимального управления качеством
обслуживания перевозок. На рис. 3д, 3е при-
ведены некоторые результаты решения по-
добного рода задачи, смысл которой пояс-
нён далее на примере рассматриваемого аэро-
порта.

Небольшая даже в течение пиковых
нагрузок средняя длина очереди, не превы-
шающая в рассматриваемом примере 0.6 ВС
(рис. 3г), не даёт гарантии, что для подавля-
ющего числа ВС время ожидания в очереди
будет приемлемым. Малое среднее время
ожидания при удовлетворительном среднем
времени выполнения операции обслужива-
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ния также не исключает возможности недо-
пустимо длительных простоев на обслужи-
вании отдельных ВС. Рассмотрим пример,
когда к качеству аэропортового обслужива-
ния предъявляются требования как по обес-
печению удовлетворительных значений вре-
мени ожидания обслуживания, так и по вре-
мени пребывания в системе. Будем считать,
что более 90 % ВС должны простаивать на
обслуживании меньше 40 мин., причём вре-
мя ожидания обслуживания для такой же
доли самолётов должно быть меньше 5 мин.
С использованием введённых выше обозна-
чений эти требования к качеству аэропорто-
вого обслуживания запишутся в виде нера-
венств:

( )( )40 0 9пребP T t мин .< > ,

( )( )5 0 9ожP Т t мин .< > .

На рис. 3д, 3е приведены временные
зависимости вероятностей ( )( )40пребP T t мин<

и ( )( )5ожP Т t мин<  для интервала времени
460-640 мин. от начала модельных суток,
соответствующего второй «волне» прилётов.
Как видно из рисунков, вариант 1 1ν =  не
обеспечивает расчётной надёжности по
времени обслуживания: требование к време-
ни обслуживания, задаваемое условием

( )( )40 0 9пребP T t мин .< > , выполняется толь-
ко в течение краткого промежутка 530-
560 мин., соответствующего прилётам малых
ВС. В свою очередь, вариант 1 0ν =  не обес-
печивает расчётной надёжности по времени
ожидания в очереди: в течение промежутка
прилётов больших ВС (500-510 мин.) не вы-

Рис. 3. Результаты моделирования
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полняется условие ( )( )5 0 9ожP Т t мин .< > .
Как показало моделирование, выходом из
сложившейся ситуации может явиться выбор
компромиссного варианта 1 0 2.ν ≈ . На прак-
тике этот вариант означает, что службам аэро-
порта следует направлять по два средства на
обслуживание не всех ВС, а только выбран-
ных по определённому признаку, например,
пассажировместимости. Здесь 1ν  играет роль
параметра, позволяющего управлять показа-
телями функционирования СМО: временем
ожидания заявки в очереди и временем пре-
бывания заявки в СМО или временем обслу-
живания.

Итак, рассмотренная система, исполь-
зующая для обслуживания заявки один или
одновременно два канала, является частным,
но практически значимым случаем СМО с
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взаимопомощью каналов. Использование
динамической модели такой СМО позволя-
ет ставить и решать различные оптимизаци-
онные, в том числе многокритериальные,
задачи, связанные с управлением не только
общей численностью средств, но и их взаи-
мопомощью. Такого рода задачи особенно
актуальны для насыщенных средствами об-
служивания узловых аэропортов с их неста-
ционарными потоками рейсов и колеблю-
щейся интенсивностью обслуживания. Та-
ким образом, модель рассмотренной СМО
является инструментом анализа и оптимиза-
ции параметров такого перспективного клас-
са аэропортов, как хабы.
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Введение
Рассматривается задача оптимизации

параметров системы массового обслужива-
ния (СМО) с частичной взаимопомощью
между каналами, которая выражается в воз-
можности одновременного использования
двух каналов для обслуживания одной заяв-
ки. Предполагается, что в СМО поступает
стационарный пуассоновский поток заявок.
Длительности обслуживания заявок одним
каналом или группой из двух каналов пред-
ставляют собой показательно распределён-
ные случайные величины. Объединение уси-
лий каналов приводит в общем случае к со-
кращению средней продолжительности об-
служивания. В качестве примера СМО, об-
ладающей перечисленными особенностями,
рассматривается система обслуживания пе-
ревозок аэропорта на этапе выполнения выб-
ранной технологической операции. Необхо-
димость решения рассматриваемой задачи
может возникнуть при проектировании но-
вого аэропорта, реконструкции или модер-
низации действующего, оптимизации аэро-
портовых производственных процессов, вы-
боре аэропортом новой бизнес-модели и т.п.

Формирование системы
критериев оптимальности

Формирование совокупности критери-
ев оптимальности рассматриваемой СМО
производится с использованием несколько
модифицированной модели эффективности

сложной авиатранспортной системы, пред-
ложенной в работе [1]. Эффективность рас-
сматривается как свойство системы выпол-
нять заданные функции с заданными каче-
ством и производительностью при мини-
мальных затратах ресурсов. В формализован-
ном виде модель записывается как

( )КЭП W,W,WW = ,

где W – обобщённый показатель эффектив-
ности системы; ПW  - комплексный показа-

тель производительности системы; ЭW  - ком-
плексный показатель экономичности систе-
мы; КW  - комплексный показатель качестваа
работы системы.

Основное преимущество воздушной
перевозки с точки зрения пользователей воз-
душного транспорта состоит в малых затра-
тах времени на её выполнение. Важная роль
в сокращении этих затрат принадлежит аэро-
порту. Аэропортовое предприятие, способ-
ное обеспечить наземное обслуживание пас-
сажиров, грузов и воздушных судов (ВС) за
сравнительно короткое время, обладает се-
рьёзным преимуществом в конкурентной
борьбе за привлечение клиентуры. Особое
значение фактор затрат наземного времени
имеет в случае узловых аэропортов, для ко-
торых малая величина гарантированного
стыковочного времени является одним из
главных критериев их привлекательности с
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точки зрения пассажиров, грузоотправителей
и авиаперевозчиков. Сокращение затрат на-
земного времени в узловом аэропорту слу-
жит непосредственной причиной повышения
числа отправок рейсов, уровня пассажиро-
и грузопотоков, обеспечивающего рост до-
ходов аэропорта от авиационной и неавиа-
ционной деятельности.

Таким образом, в рамках целей иссле-
дования СМО предполагается, что произ-
водительность системы на выбранном этапе
обслуживания непосредственно связана с
затратами времени на пребывание заявки в
СМО, возрастая с уменьшением этих затрат:

( )1−= пребПП TfW ,

где [ ]пребпреб ТМТ =  - среднее время пребы-
вания заявки в СМО.

Время, в течение которого заявка на-
ходится в системе, включает время обслужи-
вания заявки обслT  и время ожидания заяв-

кой обслуживания ожТ :

ожобслпреб ТТТ +=

и

ожобслпреб ТТТ += , (1)

где [ ]обслобсл ТМТ = , [ ]ожож ТМТ =  - средние
значения времени обслуживания и времени
ожидания соответственно. Как показано в
[2], перераспределение каналов между инди-
видуальным и групповым обслуживанием
приводит к изменению соотношения между
временем обслуживания и временем ожида-
ния. Так, увеличение доли заявок, обслужи-
ваемых парами каналов, приводит в общем
случае к сокращению затрат времени на об-
служивание и росту времени ожидания. Уве-
личение доли заявок, обслуживаемых инди-
видуальными каналами, приводит к проти-
воположному эффекту.

Под показателем экономичности систе-
мы понимается числовая характеристика рас-
хода ресурсов на получение заданного конеч-
ного результата функционирования системы.

Чтобы упростить задачу с целью обеспече-
ния возможности её решения методами тео-
рии массового обслуживания, далее предпо-
лагается, что экономичность производствен-
ных комплексов аэропорта зависит только от
их насыщенности техническими средствами
обслуживания перевозок. Действительно,
численность аэропортовых технических
средств влияет на уровень расходов аэропор-
та по целому ряду основных статей [3], та-
ких, как расходы на эксплуатацию и техни-
ческое обслуживание, в том числе на персо-
нал и материалы; капитальные затраты, в том
числе износ и/или амортизацию и др. Таким
образом, правомерна следующая запись, оз-
начающая, что увеличение числа обслужи-
вающих каналов на выбранном этапе обслу-
живания отрицательно влияет на степень
экономичности СМО:

( )1−= NfW ЭЭ ,

где N – численность средств обслуживания
на выбранном этапе.

Показатель качества работы СМО дол-
жен учитывать два аспекта. Первый связан с
необходимостью обеспечения заданного ка-
чества обслуживания клиентуры аэропорта
- авиакомпаний, пассажиров, грузоотправи-
телей и т.д.; второй – с качеством использо-
вания трудовых, материальных и финансо-
вых ресурсов аэропортового предприятия.
Поскольку очевидно, что качество обслужи-
вания тем выше, чем меньшее время тратит-
ся клиентом аэропорта на непроизводитель-
ное ожидание, то количественный показатель
качества обслуживания заявки в модели СМО
должен быть определённым образом связан
с временем ожидания обслуживания. Учиты-
вая стохастичность как потока заявок, так и
процесса обслуживания, невозможно полно-
стью исключить вероятность образования
очереди ни при каком уровне производитель-
ности системы, однако длительность ожида-
ния начала обслуживания для большинства
заявок должна быть достаточно мала. Таким
образом, для описания качества обслужива-
ния заявки введены два параметра, а имен-
но: Pt  - расчётное время ожидания заявкой
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обслуживания в очереди и PP  - вероятность
превышения расчётного времени фактичес-
ким временем ожидания.

В рамках рассматриваемой модели
СМО качество использования ресурсов вы-
ражает коэффициент загрузки системы

N
NК З

З = , (2)

где [ ]ЗЗ NМN =  - среднее число занятых об-
служиванием каналов.

Перечисленные показатели качества
обслуживания представляется целесообраз-
ным использовать в качестве ограничений
при решении формулируемой задачи опти-
мизации. В этом случае, как следует из изло-
женного выше, «претендентами» на роль
критериев оптимальности выступают мини-
мальное число обслуживающих каналов и
минимальные затраты времени на пребыва-
ние в системе. Выбор единственного гло-
бального критерия, включающего оба на-
званных критерия, или их свёртка весьма зат-
руднительны. В качестве такого единствен-
ного критерия могут выступать экономичес-
кие результаты работы аэропорта (например,
прибыль), влияние на которые оказывают как
численность аэропортовых средств, так и
затраты времени на пребывание в аэропор-
ту. Однако оценить такое влияние, особенно
со стороны второго фактора, без существен-
ного усложнения модели невозможно. Таким
образом, задачу необходимо решать в мно-
гокритериальной постановке.

Постановка проблемы
векторной оптимизации

Рассматривается задача оптимизации
параметров полнодоступной СМО, содержа-
щей N обслуживающих каналов. Исследуе-
мая СМО описана в работе [2]. Для обслу-
живания одной заявки СМО могут быть вы-
делены как 1, так и 2 канала. В случае нали-
чия не менее двух свободных каналов посту-
пившая заявка с заданной вероятностью v1
занимает для обслуживания один канал и с
вероятностью 12 1 vv −=  - два канала. Если
же в момент поступления на обслуживание
заявки СМО располагает только одним сво-

бодным каналом, то эта заявка в любом слу-
чае занимает имеющийся единственный ка-
нал. Продолжительности обслуживания за-
явки одним каналом 1обслT  и двумя каналами

2обслT  распределены по показательному за-
кону. В случае отсутствия незанятых кана-
лов вновь поступившая заявка «становится
в очередь» и ожидает обслуживания. Общее
число обслуживаемых и ожидающих обслу-
живания заявок, находящихся в СМО, огра-
ничено величиной К. Если число заявок, уже
находящихся в очереди, составляет К-N, то
вновь прибывшая заявка покидает СМО не-
обслуженной – «теряется». В отличие от [2],
здесь предполагается, что в СМО поступает
стационарный пуассоновский поток заявок
интенсивностью λ.

Для решения задачи оптимизации па-
раметров СМО должна иметься математичес-
кая модель, связывающая её входные пере-
менные через переменные состояния с вы-
ходными переменными. Вектор входных пе-
ременных х в модели рассматриваемой СМО
включает характеристики входящего потока
заявок (λ) и процесса обслуживания ( 1обслT ,

2обслT , v1), а также численность каналов N и
мест К в СМО:

( )1 2 1          обсл обсл, Т , Т , , N , Kλ ν=х .

Компонентами вектора переменных
состояний P являются вероятности состоя-

ний СМО  1iP , i ,M= , зависящие в общем
случае от начального состояния СМО, её
входных переменных и времени. Таким об-
разом, сам P является вектор-функцией и
может быть определён как

( ) ( ) ( )(
( ))

0 0 0
0 1

0

     

M

, ,t P , ,t , P , ,t , ... ,

P , ,t ,

=Р Р x Р x Р x

Р x

где M+1 – максимально возможное число

состояний СМО; ( )0 0 0 0
0 1 МP ,P ,...,P=Р  - вектор

вероятностей состояний СМО в начальный
момент времени 0t = .
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Вероятности, составляющие вектор-

функцию ( )0 , ,tР Р x , определяются путём
численного интегрирования системы диффе-
ренциальных уравнений Колмогорова, полу-
ченной в [2] на базе алгоритмического под-
хода.

Число аргументов вектор-функции

( )0 , ,tР Р x  может быть сокращено благода-
ря предположению о постоянстве величин
всех входных переменных в течение работы
СМО. В этом случае [4] по прошествии оп-
ределённого времени в СМО устанавливает-
ся стационарный режим, характеризующий-
ся постоянством во времени всех её вероят-
ностных показателей. Кроме того, стацио-
нарное распределение вероятностей состоя-
ний СМО не зависит от исходного распреде-
ления вероятностей, т.е. от компонентов век-
тора 0Р . Таким образом, вектор-функция для
стационарного режима, которую обозначим

CР , имеет сравнительно простой вид:

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1      C MP , P ,..., P=Р х х х х ,

где ( ) ( )0
0 0t

P lim P , ,t
→∞

=x P x ,

( ) ( )0
1 1t

P lim P , ,t
→∞

=x P x , …,

( ) ( )0
M Mt

P lim P , ,t
→∞

=x P x  - вероятности состо-

яний системы в стационарном режиме, оп-
ределяемые численным интегрированием
системы уравнений Колмогорова [2].

В состав компонентов вектора выход-
ных переменных z должны быть включены
основные стационарные вероятностно-вре-
менные характеристики СМО, необходимые
для решения формулируемой оптимизацион-
ной задачи:

( )( )        обсл ож ож З откT , Т , P t , N , Рτ= <z ,

где ( )ожP Т τ<  - функция распределения вре-
мени ожидания (вероятность того, что вре-
мя ожидания заявкой обслуживания ожТ  не

превысит величины τ); откР  - вероятность
отказа очередной заявке в обслуживании.

Связи перечисленных выходных пере-
менных с переменными состояния предста-
вим в виде

( )( )обслобсл CTТ Z= P x ,

( )( )ожож CTТ Z= P x ,

( ) ( )( )ожож P CР t Z ,τ τ< = P x , (3)

( )( )зЗ CNN Z= P x ,

( )( )откотк Р CР Z= P x ,

где ( )( )обсл CTZ P x , ( )( )ож CTZ P x ,

( )( )ожР CZ ,τP x , ( )( )з CNZ P x , ( )( )откР CZ P x  -
функциональные зависимости соответству-
ющих выходных переменных от переменных
состояния. Расчётные формулы для опреде-
ления перечисленных зависимостей, за ис-
ключением ожТ , получены в [2]. Для после-
дней переменной в стационарном режиме
справедлива формула

1
1ож ож

отк

Т М
Р

λ
 

=  − 
,

где ожМ  - средняя длина очереди, определя-

емая как функция CР  [2].
Считая зависимости (3) компонентами

векторной функции ( )( )CZ P х , выразим
связь выходных и входных переменных в
векторном виде:

( )( )C=z Z P x , (4)

где

( )( ) ( )( ) ( )( )(
( )( ) ( )( ) ( )( ))

обсл ож

ож откз

   

      

C C CT T

Р C C Р CN

Z , Z ,

Z , , Z , Z .τ

=Z P x P x P x

P x P x P x

Наличие второго аргумента τ функции

( )( )ожP CZ ,τP x , несущественное для форму-
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лировки задачи оптимизации, в обозначении

вектор-функции ( )( )CZ P х  не учтено, чтобы
не усложнять запись.

Выделим из состава компонентов век-
тора х переменные, значения которых мож-
но задавать по своему усмотрению, – управ-
ляемые переменные. К их числу отнесём 1ν
и N. В рамках накладываемых на задачу ог-
раничений можно задавать различные целые
неотрицательные N. Величина 1ν  может за-

даваться в пределах 10 1ν≤ ≤ . Остальные
компоненты х будем считать неуправляемы-
ми независимыми переменными и объеди-

ним их в вектор ( )1 2обсл обсл,Т ,Т ,Кλ′ =х . Век-
тор управляемых переменных обозначим как

( )1 ,Nν′′ =х . В этом случае зависимость (4)
запишем в виде

( )( )′ ′′Cz = Z P x , x .

Сформулируем ограничения на вектор
управляемых переменных и критерий.

Задача решается при следующих огра-
ничениях.

1. Ограничение на нижнюю границу
уровня качества обслуживания заявок. При
заданных расчётном времени ожидания за-
явкой обслуживания в очереди Pt  и вероят-
ности превышения расчётного времени фак-
тическим временем ожидания PP  это огра-
ничение формулируется как

( ) ( )( )ожож P P C P PP t t Z , ,t P′ ′′< = >P x x . (5)

2. Ограничение на нижнюю границу
уровня качества использования ресурсов с
учетом (2) записывается в виде

( )( )З
З C ЗРNз

NК Z , N K
N

′ ′′= = >P x x , (6)

где ЗРK  - расчётный коэффициент занятос-
ти системы, задаваемый таким образом, что-
бы непроизводительные простои каналов об-
служивания были достаточно малыми.

3. Ограничение на верхнюю границу
вероятности отказов в обслуживании заявки

( )( )откотк P C откPP Z , P′ ′′= <P x x , (7)

где откPP  - расчётная вероятность отказа, ко-
торая с учётом специфики объекта оптими-
зации должна задаваться весьма малой.

Кроме перечисленных используются
естественные ограничения на значения уп-
равляемых переменных:

N – целое, 0N >  и 10 1ν≤ ≤ . (8)

Соотношения (5)-(8) определяют допу-
стимую область значения управляемых пе-
ременных - X.

Введём векторную целевую функцию,
компонентами которой являются два пока-

зателя: N и пребТ . Принимая во внимание сум-
му (1), второй показатель определим как фун-
кцию входных переменных:

( )( ) ( )( )обсл ожпреб С СT TТ Z , Z ,′ ′′ ′ ′′= +Р х х Р х х

или в сокращённом виде

( )преб пребТ Т ,′ ′′= х х .

Учитывая последнее выражение, век-
торную целевую функцию запишем в виде

( ) ( )( )  пребF , N , T ,′ ′′ ′ ′′=x х x x .

Ставится следующая задача оптимиза-
ции: при фиксированных fix′ =х  найти мно-

жество ПX Х⊂  Парето-оптимальных точек

П ПX′′ ∈х  по векторному критерию

( ) ( )
   

 
 

П

пребП преб

N min N ,
opt F ,

T min T ,
= 

′ ′′ =   ′ ′′= 
x х

x х .

При решении сформулированной зада-
чи координаты Парето-оптимальных точек
( 1  П П, Nν ) определяются традиционным спо-
собом, предполагающим решение для задан-
ного 1 2ПN , ,...=   с учётом ограничений (5)-
(8) однокритериальной задачи оптимизации
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( )
1

1 1
0 1

П преб Пarg minT , ,N
ν

ν ν
≤ ≤

′= x .

Целочисленность параметра ПN  суще-
ственно упрощает процедуру решения.

Пример результатов оптимизации
Рассмотрим пример результатов реше-

ния векторной задачи оптимизации парамет-
ров СМО со следующими временными ха-
рактеристиками обслуживания, соответству-
ющими ряду наземных технологических опе-
раций аэропорта:

1 0 25 чобслТ .= ; 2 1
1 0 13 ч.

1 9обсл обслТ Т .
.

= ⋅ = (9)

Коэффициент при 1обслТ  в последней
формуле учитывает снижение среднего вре-
мени обслуживания заявки благодаря парал-
лельному использованию двух каналов.

Чтобы продемонстрировать влияние на
Парето-оптимальное решение ограничений
по качеству обслуживания и использования
ресурсов, рассмотрены два набора ограни-
чений. Первый набор (набор А) предусмат-
ривает довольно жёсткие требования как к
качеству обслуживания заявок, так и степе-
ни использования ресурсов. Так, ожидать в

очереди дольше 5 мин. должны менее 5 %
заявок. Загрузка каналов должна быть дос-
таточно высокой – в любой произвольно
выбранный момент времени должны быть
заняты более 50 % из имеющихся в системе
каналов. Для второго набора (набор Б) тре-
бования и к качеству обслуживания, и к за-
нятости каналов значительно ослаблены. В
данном случае находиться в очереди дольше
5 мин. могут до 30 % заявок. При этом дол-
жны быть заняты более 20 % каналов. Та-
ким образом, в формализованном виде па-
раметры наборов запишутся в виде:

набор А: 5 минPt = ; 0 95PP .= ; 0 5ЗРK .= ;

набор Б: 5 минPt = ; 0 7PP .= ; 0 2ЗРK .= .

Для обоих наборов расчётная вероят-
ность отказа в обслуживании задана сравни-
тельно малой: 0 005откPP .= .

Результаты оптимизации в виде ряда
множеств Парето-оптимальных точек в ко-

ординатах ( )  пребN , T  представлены на рис.
1, 2. Для придания результатам большей на-
глядности Парето-оптимальные точки, со-
ставляющие одно множество, соединены на

Рис. 1. Результаты оптимизации для набора ограничений А
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рисунках линиями. Каждое множество полу-
чено для фиксированной величины интен-
сивности потока заявок λ. Расчёт произве-

дён для целых величин λ в пределах от 11 
ч

до 130
ч

.

В тех случаях, когда оптимальному ре-
шению отвечает отличная от нуля величина

1Пν , она указывается на рисунках рядом с со-
ответствующей точкой в рамке. Всем осталь-
ным точкам соответствует 1 0Пν = , которая
на рисунках не приведена.

Рис. 1, 2 могут использоваться в каче-
стве номограмм для определения неулучша-
емых значений потребного числа аэропорто-
вых средств обслуживания перевозок и сред-
него времени пребывания заявки в системе.
Если рассматривать в качестве заявки ВС,
требующее технического или коммерческо-
го обслуживания, то время пребывания за-
явки в системе будет соответствовать време-
ни простоя ВС на обслуживании, которое
складывается из времени ожидания и време-
ни обслуживания. Проиллюстрируем мето-

дику использования номограмм следующим
примером.

Пусть на обслуживание с временными
характеристиками (9) поступает пуассонов-
ский поток ВС, имеющий интенсивность

14
ч

λ = . Как следует из рис. 1, в случае жёс-

тких требований к качеству обслуживания и
загрузке средств, соответствующих набору
ограничений А, аэропорту доступны два ва-
рианта неулучшаемых решений.

Первый вариант (точка А1 на рис. 1)
предусматривает использование четырёх
средств, которые должны выделяться попар-
но для обслуживания каждого ВС. В этом
случае среднее время простоя ВС на обслу-

живании составляет  0 15 чпребТ .= . Дальней-
шее сокращение времени простоя невозмож-
но даже ценой привлечения дополнительных
обслуживающих средств, поскольку в этом
случае нарушается ограничение по занятос-
ти каналов – загрузка становится ниже до-
пустимых 50 %.

Второй вариант решения (точка А2 на
рис. 1) приемлем, если аэропорт в ходе вы-
полнения технологической операции допус-

Рис. 2. Результаты оптимизации для набора ограничений Б
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кает возможность существенного увеличения

времени простоя (до 0 26 чпребТ .= ). Компен-
сацией за длительный простой является со-
кращение до трёх единиц числа обслужива-
ющих средств. Как следует из рис. 1, для об-
служивания большинства (92 %) ВС средства
должны использоваться индивидуально.
Последующее сокращение числа средств не-
возможно из-за нарушения ограничения по
длительности ожидания в очереди – доля ВС,
ожидающих обслуживания более 5 мин., в
этом случае превысит 5 %.

В случае принятия менее «жёсткого»
набора ограничений Б совокупность неулуч-
шаемых решений значительно расширяется.

В рассматриваемом примере для 14
ч

λ =  она

включает шесть решений (точки В1-В6 на
рис. 2) с числом средств, возрастающим
от двух до семи единиц, и временем простоя,
соответственно снижающимся с

0 29 чпребТ .=  до 0 14 чпребТ .= . При уже име-
ющемся большом числе обслуживающих
средств добавление дополнительных средств
слабо сказывается на Парето-оптимальном
времени простоя. В рассматриваемом при-

мере неулучшаемые значения пребТ  при 6N =

(точка В2) и 7N =  (точка В1) различаются
менее, чем на 0.7%. Дальнейшее наращива-
ние числа средств, если бы оно не было ог-
раничено требованием к загрузке каналов,
привело бы к тому, что все заявки обслужи-
вались парами каналов, очередь отсутство-
вала и, следовательно, время пребывания
заявки в системе совпало бы с 2 0 13 ч.обслТ .=
Уместно отметить, что в этом состоит объяс-
нение «асимптотического» приближения
множества Парето-оптимальных точек к зна-
чению 0.13 ч, особенно заметного на рис. 2.

Анализ множеств Парето-оптимальных
решений для набора значений λ, представ-
ленных на рис. 1 и 2, позволяет сделать сле-
дующие выводы. Большинство Парето-опти-
мальных решений достигается в случае пар-
ного использования каналов ( 1 0Пν = ). При-
менение схем обслуживания с большой до-

лей индивидуальных каналов позволяет рас-
ширить множество Парето-оптимальных
решений, включив в него точки, соответству-
ющие заметно меньшему числу каналов при
больших временных потерях.

Параллельное ужесточение ограниче-
ний как по качеству обслуживания, так и по
качеству использования ресурсов приводит
к тому, что для некоторых малых значений λ
множество Парето-оптимальных решений
становится пустым. Так, например, ни при

каком сочетании   П пребПN , T  не может быть
обеспечен набор ограничений А, если

11  
ч

λ =  и 12
ч

λ =  (рис. 1). Набор ограниче-

ний Б невыполним при 11  
ч

λ =  (рис. 2). В

целом необходимость обеспечения жёстких
требований по качеству обслуживания при-
водит к относительно низкой загрузке кана-
лов.

Благодаря целочисленности параметра
N в исключительных случаях возможно со-
кращение Парето-оптимального множества
до единственного решения. Такому случаю
соответствует решение 3ПN = , 0 18 чпребПT .=

для 13
ч

λ =  и набора ограничений Б (рис. 1).

Приведённые результаты подтвержда-
ют правомерность постановки сформулиро-
ванной оптимизационной задачи и работос-
пособность алгоритма её решения. Получе-
ние набора результатов в широком диапазо-
не исходных данных, таких как интенсив-
ность потока ВС, продолжительность их об-
служивания, параметры качества обслужива-
ния и загрузки обслуживающих средств, по-
зволит сформировать серию номограмм,
пригодных для использования в условиях
производственного процесса аэропорта. Та-
кого рода материалы, позволяющие опера-
тивно оценивать оптимальные параметры
аэропортовых технологических процессов,
особенно важны для крупных, в частности
узловых, аэропортов, насыщаемых техничес-
кими средствами с целью сокращения назем-
ного времени авиаперевозки.



272

Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета             № 6 (30) 2011 г.
Отметим, что рассмотренная задача

может решаться и в несколько изменённых
постановках. Так, например, если с точки
зрения аэропорта длительность пребывания
в нём менее важна по сравнению с качеством
обслуживания, то одним из критериев может
стать время ожидания в очереди, и тогда об-
щая длительность может быть задана как
ограничение.
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Введение
Необходимость в разработке моделей

сложных систем возникает в различных об-
ластях науки и техники: математика, эконо-
мика, медицина, управление космическими
аппаратами и др. При разработке моделей
часто возникают задачи оптимизации, кото-
рые обладают такими свойствами, как мно-
гоэкстремальность, алгоритмическое задание
функций, сложная конфигурация допустимой
области, наличие нескольких типов перемен-
ных и т.д. Более того, в реальных задачах
решение редко оценивается по единственно-
му критерию, поэтому важно не только най-
ти допустимое парето-оптимальное решение,
но и аппроксимировать множество, чтобы
предложить лицу, принимающему решение
(ЛПР) объективный выбор. Такие задачи не
решаются с помощью классических проце-
дур оптимизации, что приводит к необходи-
мости разрабатывать и применять более эф-
фективные и универсальные методы. К та-
ким методам относятся, в частности, эволю-
ционные алгоритмы (ЭА), доказавшие свою
эффективность при решении многих слож-
ных задач [1, 2].

Эффективность ЭА определяется тща-
тельной настройкой и контролем их парамет-
ров, что затрудняет применение ЭА, особен-
но неподготовленными пользователями. В
последние годы наблюдается тенденция раз-

вития эволюционных подходов, способных
к самонастройке параметров за счёт исполь-
зования сложных гибридных схем, а также
эффективных алгоритмов с меньшим числом
параметров.

Одним из подходов, позволяющих
уменьшить число настраиваемых параметров
эволюционных алгоритмов, является исполь-
зование вероятностных генетических алго-
ритмов (ВГА) [3, 4]. Их отличие от стандар-
тного генетического алгоритма (ГА), в част-
ности, состоит в том, что в них отсутствует
оператор скрещивания, а новые решения
получаются на основе статистической ин-
формации о поисковом пространстве. Таким
образом, накапливая и используя эту инфор-
мацию, данные алгоритмы самостоятельно
могут адаптироваться к решаемой задаче.
ВГА показали свою эффективность и приме-
нимость к некоторым сложным задачам оп-
тимизации [5, 6] и являются перспективны-
ми для дальнейшего изучения и совершен-
ствования. Данная работа посвящена иссле-
дованию эффективности ВГА в сложных за-
дачах многокритериальной оптимизации.

1. Многокритериальная оптимизация
генетическими алгоритмами
В самом общем виде задача условной

многокритериальной оптимизации включа-
ет набор из N параметров (переменных),
множество K целевых функций этих пере-
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В статье представлен новый алгоритм решения сложных задач условной многокритериальной оптими-
зации, построенный на базе вероятностного генетического алгоритма. Предложена эффективная модификация
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менных и множество M ограничений типа
равенств и неравенств. При решении много-
критериальной задачи необходимо найти
оптимум по совокупности K критериев, а
сама задача формально записывается следу-
ющим образом:

optxfxfxfxfy K →== ))(),...,(),(()( 21 ,
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где Xxxxx N ∈= ),...,,( 21  – вектор решений,

fK Yxfxfxfy ∈= ))(),...,(),(( 21  –  вектор це-
левых функций. При этом X называется про-
странством решений (или альтернатив), а
Yf  – пространством целей (или критериаль-
ным пространством).

В наиболее общей постановке задачи
условной многокритериальной оптимизации
от функций fi(x), gj(x), hj(x) не требуется ни-
каких дополнительных свойств, удобных с
точки зрения оптимизации (выпуклость,
дифференцируемость, непрерывность и т.д.).
Функции и ограничения могут быть заданы
алгоритмически, а переменные могут быть
непрерывными, дискретными, бинарными
или смешанными.

Введём следующие определения.
Допустимое множество D определя-

ется как множество векторов , которые
удовлетворяют ограничениям gj(x) и hj(x):

{ | ( ) 0,

1, ; ( ) 0, 1, }.
j

j

D x X g x

j r h x j r M

= ∈ ≤

= = = +

Образ допустимой области D в про-
странстве целей обозначается как

{ }DxxfyYD ∈== |)( .
Будем считать, что решается задача мак-

симизации. Тогда понятие Парето-домини-
рования для двух любых векторов опреде-
ляется тремя возможными вариантами:

- решение a доминирует решение b:
ba f , если )()( bfaf > ;

- решение a слабо доминирует решение
b: baf , если )()( bfaf ≥ ;

- решения a и b несравнимы: ba ≈ ,
если )()()()( bfafbfaf ≥/∧≤/ .

Таким образом, Da ∈  называется па-
рето-оптимальным, если не существует

abDb f:∈ . При этом вектор Dx∈ , назы-
вается недоминируемым относительно не-
которого множества DA ⊆ , если не суще-
ствует xaAa f:∈ .

Определим оператор )(Ap , который
даёт множество недоминируемых решений
в A:

 }{ }( ) |p A a A D а недоминируемотносительно A= ∈ ⊆ − .

Множество )(DpX p =  называется
множеством Парето, а множество

)( pp XfY =  определяет фронт Паретоо.
Для решения задач многокритериаль-

ной оптимизации генетические алгоритмы
должны быть оснащены методами учета мно-
гих целевых функций. В многокритериаль-
ных ГА за основу берется стандартный ГА,
однако при разработке конкретных методов
решения многокритериальных задач упор
делается на модификацию этапов назначения
пригодности и селекции с поддержанием
разнообразия популяции.

Наиболее распространенными много-
критериальными схемами сегодня являются:
VEGA (генетический алгоритм векторных
оценок) [7], FFGA (генетический алгоритм
Фонсеки и Флеминга) [8], NPGA (паретовс-
кий генетический алгоритм с нишами) [9],
SPEA (усиленный по Парето эволюционный
алгоритм) [10].

Метод VEGA, который впервые был
предложен в 1984 году Шаффером [7], отно-
сится к категории методов селекции по пе-
реключающимся целевым функциям. Здесь
селекция производится по пригодности ин-
дивидов для каждого из K критериев в от-
дельности. Таким образом, промежуточная
популяция заполняется равными порциями
индивидов, отобранных по каждому из час-
тных критериев.
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Метод FFGA (1993) использует осно-
ванную на Парето-доминировании процеду-
ру ранжирования индивидов, где ранг каж-
дого индивида определяется числом доми-
нирующих его индивидов [8]. Метод FFGA
реализует лишь схему назначения пригодно-
сти, а для отбора индивидов в следующее
поколение используется процедура селекции
ГА.

Метод NPGA принципиально отлича-
ется от двух предыдущих, так как в нём за-
ложен механизм поддержания разнообразия
[9]. Метод NPGA представляет собой комби-
нацию турнирной селекции и концепции до-
минирования по Парето. В NPGA этап на-
значения пригодности заменяется модифи-
цированной схемой деления пригодности с
использованием понятия ниши, которая оп-
ределяется для индивидов в пространстве це-
левых функций и обеспечивает возможность
поддержания разнообразия, позволяя полу-
чить представительное множество Парето.

Метод SPEA (Zitzler and Thiele, 1998)
кардинально отличается от рассмотренных
ранее методов, так как в нем [10]:

- для назначения индивидам скалярно-
го значения пригодности используется кон-
цепция Парето-доминирования;

- индивиды, недоминируемые относи-
тельно других членов популяции, хранятся
отдельно в специальном внешнем множе-
стве;

- для уменьшения количества индиви-
дов, хранящихся во внешнем множестве,
выполняется кластеризация, что, в свою оче-
редь, никак не влияет на приобретенные в
процессе поиска свойства индивидов.

Уникальность и преимущества метода
SPEA заключаются в том, что:

- он сочетает вышеперечисленные под-
ходы в одном алгоритме;

- пригодность каждого индивида попу-
ляции определяется только относительно
индивидов внешнего множества, независи-
мо от того, доминируют ли индивиды попу-
ляции друг друга;

- несмотря на то, что «лучшие» инди-
виды, полученные в предыдущих поколени-
ях, хранятся во внешнем множестве, все они
принимают участие в селекции;

- для предотвращения преждевремен-
ной сходимости используется особый меха-
низм образования ниш, где деление общей
пригодности осуществляется не в смысле
расстояния между индивидами, а на основе
Парето-доминирования.

Одним из недостатков SPEA может
быть признано то, что большая часть ресур-
сов и времени тратится на процедуру клас-
теризации, которая обеспечивает поддержа-
ние разнообразие популяции.

2. Вероятностный генетический
алгоритм многокритериальной

оптимизации
Как отмечалось выше, в многокрите-

риальных схемах ГА в основе лежит стан-
дартный ГА, а многокритериальность реали-
зуется за счёт модификации процедур селек-
ции и назначения пригодности. В [3, 4] был
предложен оригинальный ГА, в котором на-
копленная информация о пространстве по-
иска фиксируется в виде оценки распределе-
ния единичных компонентов векторов-реше-
ний. Это распределение используется для
формирования новых индивидов (заменяет
оператор скрещивания) и переоценивается
после отбора индивидов. ВГА содержит
меньшее число настраиваемых параметров,
а за счёт использования дополнительной
статистической информации о пространстве
поиска – в среднем превосходит стандартный
ГА по надёжности и трудоёмкости.

Общая схема ВГА имеет следующий
вид:

1. Инициализировать случайным обра-
зом популяцию решений.

2. С помощью оператора селекции выб-
рать r наиболее пригодных индивидов теку-
щей популяции (родителей). Вычислить век-
тор вероятностей по формуле:

( )nppP ,,1 …= ,

{ } njx
r

xPp
r

i

i
jjj ,1,11

1
==== ∑

=
,

где n – длина хромосомы, i
jx  – j-й бит i-гоо

индивида.

3. В соответствии с распределением P
сформировать популяцию потомков.
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4. Из популяции родителей и потомков

сформировать новую рабочую популяцию.
5. Новую популяцию подвергнуть му-

тации.
6. Повторять шаги 2 – 5 пока не выпол-

нится условие остановки.
ВГА с адаптивной мутацией. При ре-

шении задач многокритериальной оптими-
зации основной упор делается на получение
репрезентативного множества ответов. Это
означает, что решения, полученные алгорит-
мом, должны быть достаточно широко рас-
пределены в поисковом пространстве и да-
вать реальное представление об истинном
множестве Парето.

В эволюционных алгоритмах оператор
мутации отвечает за «широкий» поиск и зах-
ват новых областей поискового простран-
ства. Для его настройки пользователю допол-
нительно приходится принимать решение о
том, какое значение вероятности мутации
следует использовать. При низкой мутации
алгоритм будет редко захватывать новые об-
ласти поискового пространства и быстрее
сходиться к локальным экстремумам. При
высокой мутации алгоритм будет чаще об-
следовать различные области поискового
пространства, но при этом не будет локали-
зовать перспективные области пространства
поиска. Таким образом, выбор оператора
мутации напрямую влияет на качество рабо-
ты алгоритма и получаемых им решений.

В данной работе предложена модифи-
кация ВГА, в котором отсутствует необходи-
мость настраивать оператор мутации вруч-
ную (впервые подобная схема была предло-
жена в [11]). На каждом шаге работы алго-
ритма вероятность мутации рассчитывается
автоматически по следующей формуле:

( ) 1

1

,

, 0
2 2 2

,иначе,
2

m

k
k

k

k

k

SP
n

Xn nX
X

S
X

X

−

−

=

  
= ∨ ≥  ⋅  = 


 ⋅

где n – длина хромосомы; Xk-1 – разброс то-
чек в пространстве решений на (k-1)-м по-

колении; Xk – разброс точек в пространстве
решений на k-м поколении; функция S опре-
деляет силу мутации.

При этом разброс точек в пространстве
решений определяется по формуле

∑
= −

∆
=

N

n nn

n

mM
d

N
X

1

1
,

где 
,

1 N
n n n

ij
i j

d d d
N

′

∆ = −
′ ∑  – среднее отклоне-

ние расстояний между индивидами i и j от
среднего расстояния dn в пространстве реше-
ний по каждой из n переменных;

,

1 N
n n

ij
i j

d d
N

′

=
′ ∑  – среднее расстояние между

индивидами i и j по каждой из n переменных

в пространстве решений; n
j

n
i

n
ij ddd −=  –

расстояние между индивидами i и j по каж-
дой из n переменных в пространстве реше-
ний; i, j – номера индивидов в популяции;
N ′  – количество всех возможных пар инди-

видов; N  – количество переменных (альтер-
натив) в решаемой задаче; Mn – максималь-
но возможное значение n-й переменной во
всей допустимой области; mn – минимально
возможное значение n-й переменной во всей
допустимой области.

Таким образом, вероятность мутации
увеличивается, если решения-индивиды на-
чинают группироваться около какого-либо
локального оптимума, и уменьшается, когда
решения распределяются в пространстве бо-
лее широко.

ВГА с прогнозом множества Парето.
Изменение значений вектора вероятностей
единичных компонентов в ВГА можно пред-
ставить в виде графиков [3, 4]. При этом
можно наблюдать следующее свойство:

1,если 1,
0,если 0,

opt
i i

opt
i i

p x
p x

 → =


→ =

где opt
ix  - значение i-го бита оптимальногоо

решения. Т. е. если значения вектора вероят-
ностей стремятся к единице, то вероятнее
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всего соответствующее значение в векторе
оптимального решения равно единице и если
стремятся к нулю, то – ноль.

Последнее свойство можно использо-
вать для прогноза оптимального значения и,
в частности, для прогнозирования множества
Парето в задачах многокритериальной опти-
мизации. В [4] предложен алгоритм прогно-
за для задач безусловной однокритериальной
оптимизации, однако данный алгоритм тре-
бует модификации, т.к. в исходной постанов-
ке алгоритм прогнозирует единственное ре-
шение, а в многокритериальной постановке
множество Парето в общем случае может
состоять более чем из одного решения. Да-
лее приведен модифицированный алгоритм
прогнозирования множества Парето:

1. Определить шаг прогноза K.
2. На каждом поколении рассчитывать

распределение нулей и единиц во множестве
недоминируемых относительно текущей по-

пуляции решений, т.е. рассчитать вектор P
по формуле:

{ }jpP = , { } njx
r

xPp
r

i

i
jjj ,1,11

1
==== ∑

=
,

где n – длина хромосомы, i
jx  – j-й бит i-гоо

индивида во множестве недоминируемых
решений, r – количество недоминируемых
решений в текущей популяции.

3. Каждому поколению придавать вес
в зависимости от его номера:

( )12 += KKi NNiσ , KNi ,,1 …= .

4. Через каждые K поколений по

набранным статистикам iP , KNi ,1= ,

KtN K ⋅= , { }…,2,1∈t  рассчитать вектор ве-е-
роятностей по формуле:

∑
=

⋅=
KN

i
ii PP

1

~ σ .

5. Используя вектор P~ , сгенерировать
заданное количество прогнозируемых реше-
ний.

6. Добавить полученные на предыду-
щем шаге решения в текущую рабочую по-
пуляцию и продолжить работу ВГА.

Выбор весовых коэффициентов позво-
ляет увеличивать вклад в прогноз более по-
здних значений вероятностей, т. к. на более
поздних поколениях накоплено больше ин-
формации о поисковом пространстве.

3. Анализ эффективности алгоритмов
В качестве исследуемых характеристик

эффективности алгоритмов были выбраны:
разброс точек в пространстве решений (X),
разброс точек в пространстве критериев (Y),
процент паретовских (%) и допустимых
(% доп.) точек в итоговой популяции реше-
ний. В тех задачах, где множество Парето
представляет собой отрезок прямой или ча-
сти окружности, дополнительно исследова-
лось среднее расстояние (Ср.р.) от всех ре-
шений до множества Парето. Для оценки
скорости сходимости алгоритмов с прогно-
зом дополнительно исследовался номер ите-
рации алгоритма, на которой процент паре-
товских точек в текущей популяции впервые
достигает определённого значения (Скор.).
Ниже представлены способы расчёта харак-
теристик.

Разброс точек в пространстве реше-
ний (X) определяется по следующей форму-
ле (аналогично разбросу точек при расчете
значения адаптивной мутации):

∑
= −

∆
=

N

n nn

n
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N
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1

1
.

Заметим, что [0,  1]X ∈ . Частный слу-
чай 0=X  означает, что все индивиды в по-
пуляции сгруппировались в одну точку. Чем
больше значение данной характеристики, тем
более равномерно и широко распределены
решения в пространстве альтернатив. Алго-
ритм, у которого результирующее множество
ответов имеет больший показатель разбро-
са, будем считать более предпочтительным.

Разброс точек в пространстве крите-
риев (Y) определяется по следующей фор-
муле:
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ние расстояний между индивидами i и j от
среднего расстояния f k в пространстве кри-
териев по каждой из K целевых функций;

,

1 N
k k

ij
i j

f f
N

′

=
′ ∑  – среднее расстояние между

индивидами i и j по каждой из K целевых
функций в критериальном пространстве;

k
j

k
i

k
ij fff −=  – расстояние между индиви-

дами i и j по каждой из K целевых функций в
критериальном пространстве; i, j – номера
индивидов популяции; N ′  – количество всехх
возможных пар индивидов; K – количество
критериев (целевых функций) в решаемой
задаче; Mk – максимально возможное значе-
ние по k-й  целевой функции:

( ))(max xfM k

Dxk
∈

= ; mk – минимальное воз-

можное значение по k-й целевой функции:

( ))(min xfm k

Dxk
∈

= .

Процент паретовских точек (%) оп-
ределяется по следующей формуле:

( )100
( )

P res
Par

res

N PPercent
N P

= ,

где Pres – результирующее множество реше-
ний, выдаваемое алгоритмом в качестве от-
вета, NP(Pres) – количество паретовских то-
чек во множестве Pres, N(Pres) – количество
всех точек во множестве Pres.

Очевидно, что ]100,0[∈ParPercent .
Чем выше значение данного показателя, тем
больше паретовских точек в итоговом мно-
жестве решений. При сравнении двух алго-
ритмов предпочтение будем отдавать тому, у
которого данный показатель выше.

Процент допустимых точек (% доп.)
определяется по следующей формуле:

( )100
( )

Feas res
Feas

res

N PPercent
N P

= ,

где Pres – результирующее множество реше-
ний, выдаваемое алгоритмом в качестве от-
вета; NFeas(Pres) – количество допустимых то-
чек во множестве Pres; N(Pres) – количество
всех точек во множестве Pres.

Среднее расстояние до множества
Парето (Ср.р.) определяется по формуле
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=∆
N

i
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N
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1
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где N – количество индивидов (решений) в
итоговом множестве решений, di – кратчай-
шее расстояние в пространстве альтернатив
(X) от i-го индивида до множества Парето
рассматриваемой задачи.

В тех случаях, когда множество Паре-
то является отрезком прямой, di – есть крат-
чайшее расстояние от точки до отрезка, вы-
числяемое по следующей формуле:
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где A=(a1,…, aN), B=(b1,…, bN) – координаты
концов отрезка AB; X=(x1,…, xN) – точка, от
которой требуется найти расстояние до от-
резка AB; N – количество переменных в ре-
шаемой задаче.

Очевидно, что чем меньше значение
данного показателя, тем ближе к множеству
Парето лежит результирующее множество
решений. При сравнении двух алгоритмов
предпочтение будем отдавать тому, у кото-
рого данный показатель меньше.

Скорость сходимости (Скор.) опреде-
ляется следующей процедурой оценивания
скорости сходимости алгоритма к множеству
Парето:

1) Перед началом работы ГА положить
s = 0.

2) На k-м поколении ГА вычислить про-
цент паретовских точек Ppar в текущей попу-
ляции.

3) Если minPPd <  и s = 0, то продол-
жить работу ГА и перейти на шаг 2.

4) Если minPPd ≥ и s = 0, то вычислить

значение s по формуле 100
P

ks
N

=  и в каче-

стве оценки скорости сходимости выдать
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полученное значение s. Завершить данную
процедуру оценки в рамках текущего запус-
ка ГА и продолжить дальнейшую работу ГА.

Здесь k – номер текущего рабочего по-
коления, NP – общее количество популяций
в ГА, Pmin – минимальный процент паретовс-
ких точек, который должен быть достигнут
алгоритмом (задается пользователем). В дан-
ной работе использовалось значение Pmin = 50.

Для задач, в которых множество Паре-
то представляет собой отрезок прямой или
части окружности, процент паретовских то-
чек на шаге 2 может определить процент то-
чек, лежащих на заданном расстоянии от от-
резка или части окружности.

Очевидно, что значение [ ]100,0∈s .
Интерпретация данного параметра следую-
щая: требуется s процентов поколений ГА для
того, чтобы текущая рабочая популяция ста-
ла содержать как минимум Pmin процентов
паретовских точек (или как минимум Pmin
точек, лежащих на заданном расстоянии от
множества Парето). Значение s = 0 говорит
о том, что заданный порог Pmin не достигает-
ся в ходе работы ГА. Значение s = 100 гово-
рит о том, что заданный порог Pmin достига-
ется на самом последнем поколении ГА. При
сравнении двух алгоритмов предпочтение
будем отдавать тому, у которого данный по-
казатель меньше и отличен от 0.

Сравнение эффективности стандартно-
го ГА и ВГА проводилось на тестовых зада-
чах условной двух-, трёх- и четырёхкрите-
риальной нелинейной оптимизации. Тесто-
вые задачи представлены ниже:

Задача 1
2 2

1
2 2

2

( , ) ( 6) ( 4) min,

( , ) ( 2) ( 5) min,

f x y x y
f x y x y

= − + − →

= + + − →

2 2
1

2 2
2

( , ) ( 1) ( 4) 4

( , ) ( 3) ( 4) 6, 25.

g x y x y
g x y x y

 = − + − ≤


= − + − ≤

Задача 2
2 2

1
2 2

2
2 2

3

( , ) ( 6) ( 4) min,
( , ) ( 2) ( 5) min,

( , ) ( 4) ( 4) min,

f x y x y
f x y x y
f x y x y

= − + − →

= + + − →

= − + + →

2 2
1

2 2
2

2 2
3

( , ) ( 2) ( 2) 10,24

( , ) ( 5) ( 1) 16
( , ) ( 3) ( 4) 9.

g x y x y
g x y x y
g x y x y

 = − + − ≤


= − + − ≤
 = − + − ≤

Задача 3

2 2
1

2 2
2

2 2
3

2 2
4

( , ) ( 1) ( 1) min,

( , ) ( 2) ( 2) min,

( , ) ( 3) ( 4) min,

( , ) ( 4) ( 2) min,

f x y x y
f x y x y
f x y x y
f x y x y

= − + + →

= + + − →

= − + − →

= − + − →

2 2
1

2 2
2

2 2
3

2 2
4

2 2
5

( , ) ( 1,8) ( 2) 4
( , ) ( 1) ( 4,5) 4

( , ) ( 5,2) ( 2) 9

( , ) ( 1) ( 2) 9

( , ) ( 1) ( 2) 6,25.

g x y x y
g x y x y
g x y x y
g x y x y
g x y x y

 = + + − ≥


= − + − ≥
 = − + − ≥
 = − + + ≥
 = − + − ≤

Задача 4

2 2
1

2 2
2

2 2
3

2 2
4

( , ) ( 1) ( 1) min,

( , ) ( 2) ( 2) min,

( , ) ( 3) ( 4) min,

( , ) ( 4) ( 2) min,

f x y x y
f x y x y
f x y x y
f x y x y

= − + + →

= + + − →

= − + − →

= − + − →

2 2
1

2 2
2

( , ) ( 6) 4

( , ) ( 2) ( 5) 4.

g x y x y
g x y x y

 = + − ≤


= + + − ≤

Поскольку алгоритмы являются стоха-
стическими, то для каждой задачи проводи-
лась серия из 100 независимых запусков ал-
горитмов, и исследуемые характеристики
усреднялись.

Ниже в таблицах представлены резуль-
таты экспериментального исследования ал-
горитмов (лучшие показатели для конкрет-
ной задачи выделены).

Из табл. 1 видно, что в среднем метод
SPEA более эффективен (лучшие показате-
ли по совокупности оценок), при этом эф-
фективность ГА и ВГА сравнима.

Поскольку оба алгоритма являются сто-
хастическими, для проверки того, являются
ли различия между алгоритмами случайны-
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ми, применялся статистический тест Колмо-
горова-Смирнова (KS-test) с 5 % уровнем
значимости. Тест подтвердил, что различия
случайны, а потому схема SPEA одинаково
эффективна со стандартным ГА и с ВГА.

Из табл. 2 видно, что ВГА с адаптив-
ной мутацией эффективнее, чем ВГА. В тех
же случаях, когда ВГА с адаптивной мутаци-
ей уступает ВГА, средняя относительная эф-
фективность не превосходит 5 % уровня зна-
чимости, а значит, можно сделать вывод о
том, что алгоритмы сопоставимы по эффек-
тивности. При этом стоит отметить, что в
случае адаптивной мутации пользователю ал-
горитма не нужно настраивать значение му-
тации (выбор которого существенно влияет
на эффективность алгоритма).

Из табл. 3 видно, что при использова-
нии прогнозирования критерий достижения
множества Парето удовлетворяется на более
ранней стадии работы алгоритма. Кроме
того, алгоритм с прогнозированием показы-
вает наилучший процент паретовских и до-
пустимых точек. По степени разброса точек
в пространстве альтернатив и пространстве
критериев ВГА с прогнозом уступает по эф-
фективности, однако это различие не превос-
ходит 5 %, поэтому может быть признано
несущественным.

Выводы
Использование ВГА в сочетании со схе-

мой SPEA позволяет эффективно решать
сложные задачи многокритериальной услов-
ной оптимизации, при этом эффективность

Таблица 1. Сравнение эффективности ГА и ВГА при наилучших настройках

Задача Метод 
ГА ВГА 

X Y % / 
Ср.р. % доп. X Y % / 

Ср.р. % доп. 

1 

VEGA 0,0358 0,0169 0,181 95,8005 0,0296 0,0158 0,2811 94,718 
FFGA 0,0287 0,0161 0,075 96,6498 0,0253 0,0159 0,1505 97,2794 
NPGA 0,0325 0,0185 0,1838 93,7909 0,0307 0,0166 0,2864 95,7321 
SPEA 0,0253 0,0205 0,1078 95,9333 0,0254 0,0205 0,1074 96,3287 

2 

VEGA 0,0529 0,0337 26,62 95,4466 0,0495 0,0309 26,2175 96,3083 
FFGA 0,0512 0,0327 50,1888 95,2674 0,0497 0,0314 56,8789 95,7812 
NPGA 0,0489 0,0308 92,5909 92,894 0,0476 0,0301 92,6855 92,8477 
SPEA 0,0553 0,0348 94,9333 98,5333 0,0554 0,035 93,4 98,6 

3 

VEGA 0,031 0,0181 32,1662 94,5157 0,0234 0,0131 41,7492 90,5893 
FFGA 0,0299 0,0173 28,8523 94,2752 0,0227 0,0126 44,3984 93,8237 
NPGA 0,0316 0,0181 92,7138 92,7138 0,0231 0,0132 93,5905 93,5905 
SPEA 0,0368 0,022 86,5609 86,4966 0,0364 0,0217 83,2409 84,6644 

4 

VEGA 0,003 0,0026 0,0103 30,1628 0,0014 0,0012 0,0255 33,0459 
FFGA 0,0032 0,0027 0,0189 74,8996 0,0014 0,0014 0,0458 72,016 
NPGA 0,0033 0,0033 0,0267 61,9082 0,0015 0,0015 0,0511 63,9618 
SPEA 0,0082 0,0065 0,0031 73,8352 0,0077 0,0061 0,0042 74,5916 

 

Таблица 2. Сравнение эффективности ВГА и ВГА с адаптивной мутацией

Задача 
ВГА (адаптивная мутация) ВГА 

X Y % / 
Ср.р. % доп. X Y % / 

Ср.р. % доп. 

1 0,0245 0,0207 0,1047 98 0,0254 0,0205 0,1074 96,3287 
2 0,0548 0,0348 93,8 98,8333 0,0554 0,035 93,4 98,6 
3 0,0379 0,0219 83,5695 85,5695 0,0364 0,0217 83,2409 84,6644 
4 0,0063 0,0049 0,0037 65,3628 0,0077 0,0061 0,0042 74,5916 

 



281

Управление, вычислительная техника и информатика

алгоритма сопоставима с эффективностью
стандартного ГА. Однако использование ВГА
более предпочтительно, т.к. у пользователя
алгоритма нет необходимости настраивать
параметры ВГА – использование распреде-
ления вероятностей замещает оператор скре-
щивания, а оператор мутации является адап-
тивным. В случае использования стандарт-
ного ГА необходим выбор наилучших (с точ-
ки зрения эффективности) параметров алго-
ритма, в противном случае эффективность
алгоритма может существенно снижаться.

При использовании ВГА с прогнозом
множества Парето, скорость нахождения па-
рето-оптимальных решений выше, а значит
требуется меньше вычислительных ресурсов
для решения задачи. Более того, прогноз
позволяет получать больший процент паре-
товских решений к концу работы алгоритма,
следовательно, позволяет получить и более
репрезентативную аппроксимацию множе-
ства Парето.
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on the basis of probability-based GA. An efficient modification of the algorithm using adaptive mutation and Pareto
set prediction is proposed. The results of efficiency investigation are presented.
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Введение
В настоящее время для решения все

большего числа как научных, так и инженер-
ных задач требуется наличие мощных вычис-
лительных ресурсов. Для удовлетворения
потребности в них на рабочих станциях не-
обходимо использовать более производи-
тельную аппаратную часть, либо соединять
станции между собой высокоскоростной се-
тью для совместной работы. Второй подход
зачастую более приемлем, так как позволяет
использовать уже существующий парк обо-
рудования.

В соответствии с этим разрабатывают-
ся системы, среды и модели программиро-
вания для организации нескольких рабочих
станций в единую распределённую вычисли-
тельную систему [1]. Однако гетерогенная
природа подобных систем может вызывать
ряд проблем: изменение количества вычис-
лительных узлов, в том числе и в результате
отказа оборудования; загруженность каналов
передачи данных, вызывающая задержку ис-
полнения распределённых приложений; не-
обходимость более сложной синхронизации
между узлами и т.д. В связи с этим предпоч-
тительно использовать балансировку нагруз-
ки, то есть обеспечить равномерную загру-
женность вычислительных узлов [2, 3].

Система исследования алгоритмов
балансировки имитационным методом

При исследовании алгоритмов балан-
сировки возникают следующие трудности:

- натурные эксперименты имеют высо-
кую стоимость;

 - подсистема измерения оказывает вли-
яние на ход вычислительного процесса;

 - системы общего назначения не под-
ходят по ряду критериев.

Поэтому возникает потребность в со-
здании специализированной системы для
имитации процесса балансировки, задача
которой состоит в предоставлении инстру-
ментальных средств моделирования и ана-
лиза процесса балансировки для различных
конфигураций сети. Подобная система опи-
сана в работе [2].

Она основывается на модели про-
граммного комплекса GraphPlus, представля-
ющей собой модель взаимодействующих
посредством сообщений (M-объектов) про-
цессов (P-объектов) [3]. В основе комплекса
лежит библиотека времени исполнения, на
базе которой формируются распределённые
приложения. При этом управляющий процес-
сом исполнения алгоритм отделён от при-
кладного кода и данных, что позволяет встро-
ить код имитационной подсистемы в гото-
вую среду исполнения GraphPlus [3].

По нашему мнению, существенным
недостатком системы исследования алгорит-
мов балансировки [2] является имитация
лишь ограничения скорости и невозмож-
ность адекватно представить ситуацию пе-
реполнения очередей передатчика данных,
что актуально при использовании множества

УДК 519.685

ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ БАЛАНСИРОВКИ МЕТОДОМ
ДИСКРЕТНО-СОБЫТИЙНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
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Рассматривается использование метода дискретно-событийного моделирования алгоритмов баланси-
ровки в системе GraphPlus. Описан способ моделирования передачи трафика в компьютерных сетях на основе
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соединений типа "точка-точка". Кроме того,
распределённые системы характеризуются
гетерогенной структурой и нестабильной
передачей данных. Поэтому требуется про-
водить моделирование внешних помех и
вызванных ими повторных передач данных.

Моделирование вычислительных
сетей на основе сетей Петри

Подход к моделированию вычислитель-
ных сетей на основе иерархических раскра-
шенных сетей Петри с временными задерж-
ками представлен в работе [4]. Цвет узлов
соответствует типу трафика: "сообщение"
или "маркер занятости" ресурса обработкой
сообщения. Под иерархичностью понимает-
ся то, что любой объект в сети моделируется
как подсеть Петри. Время в модели прини-
мается дискретным и измеряется тактами;
причём в качестве такта принимается времен-
ной интервал, в течение которого срабаты-
вают все разрешённые переходы.

Формально можно дать следующее
описание имитационной модели:

W = {P, T, D, TR}, (1)

где P – множество позиций, T – множество
переходов, D – множество дуг, TR – множе-
ство типов трафика.

Для каждого перехода и типа трафика
существует (возможно, нулевая) временная
задержка q, характеризующая скорость пере-
дачи данных по каналам связи. Для каждого
перехода введена очередь поступивших ме-
ток.

В работе [4] для каждого сетевого уст-
ройства авторами выделяются специализи-
рованные "роли" передатчика, приёмника,
генератора трафика и строятся элементарные
сети, названные ими ролевыми функциона-
лами. Авторы определяют алгебру операций
над сетями и на основе операций, применя-
емых над ролевыми функционалами, пока-
зывают, как осуществляется представление
различных устройств сети с помощью дан-
ного метода.

Описанный подход удобно применить
для доработки имитационного исполнения
эксперимента в программном комплексе [2].
При этом можно сделать допущение об от-

сутствии разного типа трафика в сети, в ре-
зультате чего модель (1) упрощается: W = {P,
T, D}.

Экспериментальная проверка
После доработки программного комп-

лекса была осуществлена проверка адекват-
ности его работы. Она состояла из трёх эта-
пов. На первом этапе были воспроизведены
все эксперименты, описанные в [2], расчёт
эффективности работы статического и дина-
мического алгоритмов балансировки и их
сравнение между собой. В итоге были полу-
чены те же результаты.

На втором этапе проверялась правиль-
ность работы системы в условиях внешних
помех на каналах передачи данных, что вы-
зывало бы необходимость повторной пере-
дачи сообщений. На рис. 1 представлена мо-
дель сети, состоящая из трёх узлов. Канал
связи между вторым и третьим узлом харак-
теризуется сильным уровнем помех, из-за
которых с вероятностью Pпов следует осуще-
ствлять повторную передачу данных.

Следует отметить, что в реальных рас-
чётах при построении статистических моде-
лей случайных флуктуационных помех обыч-
но используют гауссовский вероятностный
закон [5], однако для простоты проверки
было принято Pпов = 0,1. Обоснование воз-
можности использования более простых ви-
дов флуктуационных помех в задачах балан-
сировки давалось нами в работе [3].

С указанной моделью проводились се-
рии экспериментов для случая разделения
вычислительной задачи на четыре независи-
мых подзадачи. При этом использовались
статический, динамический и комбинирован-
ный алгоритмы балансировок и рассчитыва-
лась эффективность их работы. Результаты

Рис. 1. Модель эксперимента
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приведены в табл. 1. По ним видно, что эф-
фективность работы модифицированных ал-
горитмов не уступает результатам, приведен-
ным в [2], при более простой реализации
модели.

На третьем этапе были проведены экс-
перименты для проверки новой возможнос-
ти системы моделирования   получения точ-
ных решений статической задачи баланси-
ровки нагрузки путем перебора компоновок
процессов (P-объектов в терминах [3]) по
логическим процессорам.

Пусть M: P →C функция, ставящая в
соответствие P-объекту p P∈  логический
процессор c C∈ . Решением задачи баланси-

ровки является выч пер
m M

agr min T( m,t ,t )
∈

, где

T – функция, вычисляющая время исполне-
ния алгоритма путем дискретно-событийной
имитации. Данная функция минимизирует-
ся путем подбора оптимальной компоновки
процессов по процессорам m при заданных
постоянных параметрах: tвыч - время вычис-
ления элементарной операции алгоритма;
tпер - время передачи сообщения между логи-
ческими процессорами. Компоновка влияет
на временные затраты при доставке сообще-
ний. Если 1 2m( p ) m( p )= , то время достав-
ки сообщений между процессами p1 и  p2
принимается равным нулю. В данной серии
экспериментов полагаем, что логические
процессоры объединены полносвязным ком-
муникационным графом и время передачи
сообщений постоянно.

В качестве примера алгоритма, для ко-
торого выполняется балансировка, мы рас-
смотрели алгоритм работы конвейера, каж-
дая ступень которого выполняет элементар-
ную операцию при получении данных от сво-

его левого соседа и подтверждении достав-
ки от правого соседа. После завершения эле-
ментарной операции, выполняется передача
результатов правому соседу, а подтвержде-
ние доставки – левому. Практическим при-
менением такого алгоритма может быть па-
раллельное решение явно-неявных разно-
стных схем, где ступень конвейера отвечает
за локальные операции над фрагментом се-
точной области.

В рамках третьего этапа нами выпол-
нено решение задачи балансировки в разра-
ботанной имитационной модели методом
полного перебора. В экспериментах опреде-
лялись: реальное время решения задачи; дли-
тельность исполнения в модельном време-
ни; вид компоновки, приводящий к наимень-
шему времени выполнения. Результаты экс-
периментов представлены в таблице 2. Рас-
сматривалось статическое (постоянное в те-
чение времени вычислений) распределение
P-объектов по логическим процессорам. За-
дача решалась для трёх виртуальных процес-
соров и 12 P-объектов. Таким образом, мощ-
ность множества функций компоновок с уче-
том симметричных компоновок M состави-
ла 123 531441= .

В таблице 2 используются следующие
обозначения. Функция m M∈  кодируется пе-
речислением своих значений. Например, три-
виальная компоновка 000011112222 означа-
ет, что процессы 1-4 исполняются на процес-
соре 0, процессы 5-8 исполняются на про-
цессоре 1, а процессы 9-12 – на процессоре
2. Число итераций итерn  - сколько раз сигналл
по конвейеру прошел от крайнего левого про-
цесса до крайнего правого. Характеристика
гранулярности выч перt / t  - отношение време-
ни выполнения элементарной операции ко

Таблица 1. Результаты исследования алгоритмов балансировок для разбиения задачи
на четыре подзадачи при трёх вычислительных узлах

Тип балансировки Эффективность, 
T1/(T3×3) 

Эффективность, 
T1/(T3×3) по работе [2] 

Статическая 0,7065 0,7829 
Динамическая 0,7140 0,6434 

Комбинированная 0,8245 0,8121 
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времени передачи сообщения. Более низкое
значение означает большие коммуникацион-
ные издержки. Время моделирt  - длительность
счёта в модельном (безразмерном) времени;
s – ускорение вычислений; σ – эффективность
вычислений характеризует долю времени, в
течение которого логические процессоры
загружены. Время ' реальноеt  - время в секун-
дах, за которое подобрана оптимальная ком-
поновка на компьютере с процессором Intel
Core2 CPU T5300 @ 1.73GHz, RAM 1 GB,
MS Vista SP2.

В таблицах выделены строки с опти-
мальными распределениями процессов (Р-
объектов) по логическим процессорам.

В силу высокой трудоёмкости полного
числа прогонов имитационной модели для
всех возможных функций m M∈ , во второй
группе тестов полный перебор был заменен
вычислением времени T для случайно сге-
нерированных компоновок. Результаты ба-
лансировки методом случайного перебора
представлены в таблице 3. В данной серии
экспериментов количество попыток равня-

M итерn  первыч tt /  моделирt  s σ, % ct реальное,'  
000000000000 6 ∞ 72 1 33,3 <0,01 
000011112222 6 ∞ 35 2,06 68,7 <0,01 
210012210012 6 ∞ 28 2,57 85,7 42,9 
000011112222 6 10 35,4 2,03 67,7 <0,01 
001122200112 6 10 31,9 2,26 75,3 44,3 
000011112222 6 5 36,8 1,96 65,3 <0,01 
001122200112 6 5 34,6 2,08 69,3 44,4 
000000000000 12 ∞ 144 1 33,3 <0,01 
000011112222 12 ∞ 59 2,44 81,3 <0,01 
210012210012 12 ∞ 52 2,77 92,3 83,6 
000011112222 12 10 60,6 2,37 79,0 <0,01 
001122200112 12 10 58,1 2,48 82,7 85,8 
000011112222 12 5 63,2 2,28 76,0 <0,01 
200001111222 12 5 61,6 2,34 78,0 85,8 

 

Таблица 2. Статическая балансировка методом полного перебора компоновок

Таблица 3. Статическая балансировка методом частичного перебора компоновок
M итерn  первыч tt /  моделирt  s σ, % ct реальное,'  

000000000000 6 ∞ 72 1 33,3 <0,01 
000011112222 6 ∞ 35 2,06 68,7 <0,01 
021120120021 6 ∞ 28 2,57 85,7 4,6 
000011112222 6 10 35,4 2,03 67,7 <0,01 
001122200112 6 10 32,3 2,23 74,3 4,7 
000011112222 6 5 36,8 1,96 65,3 <0,01 
001122200112 6 5 34,6 2,08 69,3 4,5 
000000000000 12 ∞ 144 1 33,3 <0,01 
000011112222 12 ∞ 59 2,44 81,3 <0,01 
021120120021 12 ∞ 52 2,77 92,3 8,5 
000011112222 12 10 60,6 2,37 79,0 <0,01 
001122200112 12 10 58,1 2,48 82,7 8,7 
000011112222 12 5 63,2 2,28 76,0 <0,01 
122220000111 12 5 61,6 2,34 78,0 8,7 
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лось 10% от мощности множества функций
компоновок.

Сравнение значений эффективности σ
и ускорений s по таблицам 2 и 3 позволяет
сделать вывод о том, что на практике, когда
эффективность определяет множество труд-
но учитываемых факторов, можно применять
частичный перебор компоновок. Более того,
при использовании случайного поиска на
10% значений, мы только в одном случае

итерn  = 6, выч перt / t  = 10 получили незначи-
тельное отличие результата от оптимально-
го (32,3 против 31,9).

Интересным результатом, полученным
на имитационной модели, является не опти-
мальность тривиальных компоновок, в ко-
торых ступени конвейера сгруппированы по
порядку (рис. 2). Наблюдаемую асимметрию
оптимальных компоновок можно объяснить
наличием фаз остановки и разгона конвейе-
ра, когда часть ступеней простаивает. Про-
ведённые эксперименты позволяют оценить
размерности задач, решаемых методом «гру-
бой силы», так как трудоёмкость решения не

связана с типом алгоритма, а лишь с числом
составляющих его элементарных процессов.

Заключение
В работе проведено усовершенствова-

ние системы имитационного моделирования
алгоритмов балансировки с целью расшире-
ния её функциональных возможностей и уп-
рощения архитектуры. Выполнена серия эк-
спериментов для сравнения с аналогичными
исследованиями. Получены новые точные
решения статической задачи балансировки с
использованием полного и частичного пере-
бора пространства компоновок. Это достиг-
нуто благодаря более эффективному испол-
нению модели. Следовательно, можно сде-
лать заключение о работоспособности и при-
годности предложенной системы имитаци-
онного моделирования для исследования
алгоритмов балансировки.

Данная статья написана по результатам
проведения поисковой научно-исследова-
тельской работы в рамках реализации ФЦП
"Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России" на 2009-2013 годы.

Рис. 2. Графическое представление неоптимальной (сверху)  и оптимальной (снизу) компоновки
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Symbol. Отступ первой строки абзаца - 1 см. Страницы должны быть пронумерованы.

Замена буквы "ё" на букву "е" недопустима. Написание в тексте буквы "ё" является
обязательным.

3. Допускается наличие рисунков, формул и таблиц по тексту.
Рисунки могут быть созданы средствами Microsoft Word/Excel или представлены в

форматах JPEG, GIF, TIFF, PNG. Подпись к рисунку начинается со слова "Рис." и номера по
порядку, подпись располагается снизу, выравнивание - по центру. Для ссылки по тексту
статьи на рисунок 1 следует использовать сокращение: рис. 1.

Для математических выражений и формул следует использовать Microsoft Equation 3.0
и буквы латинского (Times New Roman, курсив, размер 12) и греческого (Symbol, курсив,
размер 12) алфавитов. Формулы, на которые в статье делаются ссылки, следует печатать с
новой строки, при этом формулы нумеруются в порядке следования по тексту статьи. Но-
мер формулы и ссылка на неё в тексте обозначается числом в круглых скобках: (1), (2), (3).
Длина формулы на строке строго ограничена - до 80 мм (допускается перенос на следую-
щие строки).

Заголовок таблицы начинается со слова "Таблица" и её номера по порядку, заголовок
размещается сверху, выравнивание - по левому краю. Для ссылки по тексту статьи на табли-
цу 1 следует использовать сокращение: табл. 1.

4. Библиографический список оформляется отдельным разделом в конце статьи, при
этом литературные источники располагаются в порядке их использования по тексту статьи
в виде нумерованного списка, и оформляется в соответствии с действующим ГОСТ 7.1-
2003.

5. К тексту статьи прилагается направление организации (если авторы не являются
сотрудниками СГАУ), рецензия специалиста по научному направлению статьи (не являю-
щегося сотрудником подразделения, где работают авторы), акт экспертизы, информация об
авторах для опубликования в журнале. На отдельной странице указываются сведения об
авторах для служебного пользования: фамилия, имя, отчество, учёная степень, учёное зва-
ние, должность, место работы, служебный и домашний адреса, телефон, электронная по-
чта. Статья должна быть подписана всеми авторами.

6. Статьи, не отвечающие перечисленным требованиям, к рассмотрению не принима-
ются. Рукописи и сопроводительные документы не возвращаются. Датой поступления ру-
кописи считается день получения редакцией окончательного текста.

7. Плата с аспирантов за публикацию рукописей не взимается.
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