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Введение
В ряде задач динамики полёта косми-

ческих аппаратов необходимо определить
движение относительно центра масс. Тради-
ционно для определения ориентации твёр-
дого тела в пространстве применяются углы
Эйлера. Однако, определить аналитические
зависимости указанных углов от времени в
общем случае трудно. Поэтому используют
в основном их численные зависимости, по-
лученные с помощью численного интегри-
рования соответствующих уравнений движе-
ния. Целью данной работы является опреде-
ление аналитических зависимостей от вре-
мени традиционных углов ориентации твёр-
дого тела с полостью, целиком заполненной
жидкостью. Твёрдым телом с тороидальной
полостью, целиком заполненной жидкостью,
моделируется разгонный блок (РБ). Форма
полости выбрана неслучайно: это один из
наиболее распространённых типов баков на-
ряду с цилиндрическими и сферическими,
используемыми в РБ.

Под простейшими случаями движения
твёрдого тела с полостями, наполненными
жидкостью, будем подразумевать случаи, ког-
да движение жидкости в полости можно пол-
ностью охарактеризовать конечным числом
переменных [1]. Очевидно, это возможно
лишь при полном заполнении жидкостью
полости, когда отсутствует свободная повер-
хность. Известно, что если при этом движе-
ние жидкости является потенциальным или
же однородным вихревым, то движение си-

стемы описывается обыкновенными диффе-
ренциальными уравнениями вместе с урав-
нением Лапласа [2, 3]. Исследование движе-
ния системы в этих случаях значительно уп-
рощается.

1. Математическая модель
В случае, когда полость целиком запол-

нена жидкостью и за начало подвижных осей
принят центр инерции системы, уравнения
движения принимают простой вид

LGωG
=×+

dt
d . (1)

Суммарный момент количеств движе-
ния твёрдого тела и жидкости в его полости
равен:

RGGG *
1 ++= ,

где вектор R  представляет собой линейную
функцию главных циркуляций и является
постоянным в связанной системе координат.

Уравнение движения системы относи-
тельно центра масс в векторном выражении
имеет вид

LR)G(G)G(G *
1

*
1 =++×++ ω

dt
d .

Такой же вид имеет уравнение движе-
ния системы около неподвижной точки. Если
оси абсолютной системы координат напра-
вить по главным осям эллипсоида
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1)rr( (1)* =+ θθ , то векторное уравнение (1)
в проекциях на оси жёстко связанной с те-
лом системы координат даёт следующие три
скалярных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнения:
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Здесь A, B, C – главные моменты преобразо-
ванного тела для точки О, равные суммам
моментов инерции твёрдого тела и эквива-
лентного тела, относительно соответствую-
щих осей координат, направленных по глав-
ным осям эллипсоида инерции для точки О;
L, M, N – проекции внешнего момента на
связанные оси координат; p, q, r – проекции
вектора мгновенной угловой скорости ω на
оси связанной системы координат; 321 ,, RRR
– проекции вектора R момента количества
циклического движения жидкости, которые
определяются для всех кольцевидных поло-
стей в форме тел вращения вокруг оси 3x
через потенциал циклического движения
жидкости [1]:

π
χ

2
,0 2

321
MRRR === , (3)

где 2M  – масса жидкости, χ  – циркуляция
жидкости.

Таким образом, полная математическая
модель, позволяющая получить зависимос-
ти параметров движения от времени, состо-
ит из системы (2) и любых кинематических
уравнений, например, кинематических урав-
нений Эйлера:
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где ψ , θ , ϕ  – углы Эйлера. Одним из вари-
антов исследования движения системы яв-
ляется получение решения системы диффе-
ренциальных уравнений (2), (4) в углах Эй-

лера. Нелинейность уравнений (4) не позво-
ляет получить зависимости углов от време-
ни в аналитическом виде. На рис. 1, 3, 5 пред-
ставлены зависимости углов Эйлера от вре-
мени, полученные в результате численного
интегрирования системы дифференциальных
уравнений (2), (4). На рис. 2, 4, 6 для анализа
влияния жидкости на движение вокруг цен-
тра масс показаны те же углы, полученные
аналогичным образом, но для тела без жид-
кости.

Решения, полученные в результате чис-
ленного интегрирования, полезны для опре-
деления характера движения и его парамет-
ров для определённого набора начальных
условий и характеристик системы. Проведе-
ние по ним качественного анализа движения
и выявление влияния различных параметров
системы затруднительно и требует больших
затрат времени и ресурсов. Удобнее прово-
дить анализ по аналитическим зависимос-
тям.

2. Получение аналитических зависи-
мостей параметров движения от времени

Для решения поставленной задачи вве-
дём следующие допущения, характерные для
РБ и позволяющие упростить решение ди-
намических уравнений.

1. Будем считать, что движение проис-
ходит под действием только тяги маршевых
двигательных установок, которая не создаёт
момента относительно центра масс. Тогда
проекции внешнего момента на оси связной
системы координат равны нулю:

.0=== LMN

2. В качестве топливных баков исполь-
зуются баки тороидальной формы, т.е. для
них проекции момента циклического движе-
ния жидкости на оси связной системы коор-
динат имеют вид (3).

3. РБ является динамически симмет-
ричным:

.CBA ≠=

4. Топливный бак расположен перпен-
дикулярно продольной оси симметрии РБ.

Перепишем систему (2) с учётом вве-
дённых допущений:
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Рис. 1. Зависимость угла прецессии от времени
для тела с жидкостью

Рис. 2. Зависимость угла прецессии от времени
для тела без жидкости

Рис. 3. Зависимость угла нутации от времени
для тела с жидкостью

Рис. 4. Зависимость угла нутации от времени
для тела без жидкости

Рис. 5. Зависимость угла собственного вращения
от времени для тела с жидкостью

Рис. 6. Зависимость угла собственного вращения
от времени для тела без жидкости
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Из (5) получим аналитические зависимости
от времени проекций вектора угловой ско-
рости на оси связанной системы координат:
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где 000 ,, rqp - начальные условия,

])([1
30 RACr

A
k +−= - циклическая частота.

Система (5) является аналитическим
решением динамических уравнений, по ко-
торым можно анализировать изменение про-
екций угловой скорости на оси связанной
системы координат. Подставляя данное ре-
шение в кинематические уравнения, решим
задачу Дарбу, состоящую в определении па-
раметров ориентации по известным угловым
скоростям.

Для определения ориентации РБ будем
использовать параметры Кэли-Клейна, в ко-
торых кинематические уравнения запишут-
ся в виде
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Подставляя в систему дифференциаль-
ных уравнений первого порядка (7) анали-
тические выражения для угловых скоростей
(6) и решая задачу Коши для этой системы с
начальными условиями 0000 ,,, δγβα , пос-
ле введения замены
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получим следующие аналитические выраже-
ния для параметров Кэли-Клейна:
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где константы 0000 ,,,, DCBAµ  определяют-
ся из начальных условий системы.

Аналитические зависимости для δ(t),
γ(t) являются комплексным сопряжением
α(t), β(t) и, наоборот, с точностью до знака
[4]:
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Для определения ориентации РБ в тра-
диционных углах Эйлера необходимо вос-
пользоваться их связью с параметрами Кэли-
Клейна [5]:
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Графическое представление решения (9) пол-
ностью совпадает с графиками на рис. 1, 3,
5, что подтверждает адекватность получен-
ных зависимостей.

Таким образом, получены аналитичес-
кие зависимости углов Эйлера от времени,
которые определить из кинематических со-
отношений Эйлера весьма сложно, а в неко-
торых случаях и невозможно. С помощью
полученных соотношений (9) можно анали-
зировать влияние параметров системы, в том
числе и жидкости, на угловое движение РБ.
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3. Предельные случаи ориентации в
углах Эйлера

Как известно, при θ=0 или θ=π углы ψ,
ϕ не определены, а определена только их сум-
ма ψ+ϕ. Эта особенность углов Эйлера де-
лает их малопригодными для исследования
движения вблизи указанных значений угла
нутации. В этом случае необходимо исполь-
зовать другие углы. Однако, если использо-
вать решение (9), полученное выше, то эта
проблема устраняется. Например, численное
решение для нулевого начального угла нута-
ции получить невозможно из-за возникно-
вения деления на ноль в кинематических
уравнениях Эйлера. График зависимости угла
нутации от времени, полученной при началь-
ных условиях ,0)0(,0)0(,0)0( === ψϕθ
приведён на рисунке 7.

Заключение
На основании работ Н. Е. Жуковского

построена математическая модель движения
вокруг центра масс осесимметричного РБ с
тороидальным баком, заполненным жидким
топливом. Для анализа влияния топлива на
движение системы проведено численное
интегрирование уравнений движения. Для
исследования предельных случаев движения
в углах Эйлера и качественной оценки влия-
ния параметров системы на её движение с
помощью параметров Кэли-Клейна постро-
ено аналитическое решение уравнений дви-
жения.

Данная статья написана по результатам
проведения поисковой научно-исследова-
тельской работы в рамках реализации ФЦП
«Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России» на 2009 – 2013 годы.

Рис. 7. График зависимости угла нутации от времени в предельном случае
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