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В статье рассмотрены проблемы определения координат воздушных судов. Широко применяемое
распределение Гаусса не позволяет достоверно описывать редкие события. Двойное экспоненциальное
распределение также не даёт удовлетворительных результатов. Это вызывает необходимость использо-
вать новые распределения. В статье приводятся примеры таких распределений, а также примеры реше-
ния задач по выявлению нарушений эшелонирования.

Ошибки определения координат, распределения ошибок, составные распределения, обобщённый
закон Лапласа.

Одной из основных задач при оцен-
ке уровня безопасности эшелонирования
полётов является создание вероятностной
модели, позволяющей наиболее точно и
достоверно описать распределение оши-
бок определения координат воздушных
судов (ВС). Исследования в этой области
проводятся начиная с 60-х годов прошло-
го века, однако и в настоящее время про-
блема не потеряла актуальности.
Наибольшее внимание уделяется распре-
делениям вероятности появления больших
ошибок, значения которых превышают
заданную величину (обычно ± 2), так
называемых хвостов распределения.
Практика показывает, что при использо-
вании для оценки уровня безопасности
полётов различных законов результаты
расчётов значительно расходятся. Это
лишний раз доказывает необходимость
создания достоверных моделей распреде-
ления.

Основной проблемой является со-
здание закона, описывающего распреде-
ление ошибок с точностью большей, чем
даёт нормальный закон. Недостоверность
результатов, получаемых при использова-
нии закона Гаусса, отмечена в обзоре [1] и
циркуляре ИКАО [3].

Исследования показали, что замена
нормального распределения двойным
экспоненциальным не даёт удовлетвори-
тельных результатов [2]. Как указано в
документе ИКАО [3], классический закон

Лапласа завышает результаты, потому его
можно применять лишь «для получения
консервативных значений».

Исходя из этого, были проанализи-
рованы и выбраны новые законы распре-
деления. Основной упор делался на воз-
можности коррекции их плотности веро-
ятности через изменяемые параметры, что
даёт возможность настройки распределе-
ния в соответствии с экспериментальными
данными. Такими свойствами обладает
обобщённый закон Лапласа, разработан-
ный В.Е. Бенингом и О.О. Ляминым. Он
позволяет через нормировочную констан-
ту произвести тонкую настройку плотно-
сти вероятности [5], которая имеет вид:
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a и b – некоторые параметры, причём a0,
b > 0, x  R.

Параметр a регулирует тяжесть хво-
стов функции, то есть вероятность появ-
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ления больших ошибок; параметр b про-
порционален масштабу стандартного рас-
пределения Лапласа и находится как

.
2

σ
b (4)

Также хорошо себя показали состав-
ные распределения, полученные путём
суммирования плотностей вероятности с
учетом коэффициента соотношения. При
этом выделяют плотность, описывающую
типичные отклонения, и плотность, опи-
сывающую нетипичные отклонения. В
общем виде это можно представить как

tailcore fpfpf  )1( , (5)

где fcore, ftail – плотности вероятности ти-
пичного и нетипичного законов распреде-
ления; p – коэффициент соотношения,
также называемый весовым коэффициен-
том.

Данный метод можно встретить в
современных работах [4] и документах
ИКАО [3]. В качестве типичного отклоне-
ния обычно принимают закон Гаусса. В
качестве нетипичного отклонения были
выбраны экспоненциальное распределе-
ние и распределение Лапласа.

Для точного подбора параметров за-
конов распределения необходимо иметь
некоторый эталон. Экспериментальные
данные за относительно небольшой пери-
од могут дать информацию для хорошего
описания типичных отклонений. При этом
редкие события могут не случиться в обо-
зреваемом периоде, и созданная на основе
этих данных функция будет некорректна.
Проблему учёта редких событий в ИКАО
решили при помощи эталонного распре-
деления [3], аппроксимирующего экспе-
риментальные данные при среднеквадра-
тической ошибке, равной 1. В качестве
эталона выбрано обобщённое распределе-
ние Парето, имеющего функцию плотно-
сти вероятности

1/( )( ) 1 (1 )x uf x ξξ
β


   , (6)

где u = 3,2 – параметр сдвига; ξ = -0,089 –
параметр формы; β =0,31 – параметр
масштаба.

Так как параметр формы ξ отрица-
тельный, то носитель функции распреде-
ления Парето определён не на всей число-
вой области. Принимая за интервал опре-
деления область, где функция существует
и имеет плавный вид, будем рассматри-
вать обобщённое распределение Парето
на интервале значений от 3,2 до 6,5. Гра-
фик функции вероятности распределения
занимает промежуточную позицию между
нормальным и двойным экспоненциаль-
ным законами. Из этого можно сделать
вывод о том, что хвост реального распре-
деления ошибки измерения координат ВС
имеет хвосты намного тяжелее, нежели у
распределения Гаусса, и в то же время
легче, чем те, что имеет классическое рас-
пределение Лапласа (рис.1).

Рис.1. Графики функций вероятности законов
распределения: Лапласа, Парето, Гаусса

Имея эталон распределения, можно
разрабатывать новые распределения, поз-
воляющие корректно описывать реальные
данные. По результатам исследований
можно сделать вывод, что наиболее близ-
кими к распределению Парето являются:

1. Обобщённое распределение
Лапласа (1), при а = 0,12.

2. Составное распределение, образо-
ванное суммой плотностей вероятности
нормального и экспоненциального рас-
пределений:
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где p = 0,98610.
3. Составное распределение, образо-

ванное суммой плотностей вероятности
нормального распределения и распреде-
ления Лапласа:
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где p = 0,71226.
Перейдём к двумерным законам

распределения. Эталонное распределение
для этого случая не создано, поэтому при
поиске закона будет использоваться полу-
ченный ранее принцип: хвосты функции
распределения должны быть существенно
тяжелее, чем у нормального закона, и лег-
че, нежели у классического закона Лапла-
са. Данному критерию вполне соответ-
ствует закон, разработанный Козубовским
[6]:
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где K0 – модифицированная функция Бес-
селя третьего рода нулевого порядка.

На рис.2 представлено сравнение
обобщённого закона Лапласа с двумер-
ным нормальным и двумерным классиче-
ским законом Лапласа при среднеквадра-
тических погрешностях, равных 1, и нуле-
вом коэффициенте корреляции.

Рис.2. График функций вероятности
законов распределения:1 – классического Лапласа,

2 – обобщённого Лапласа, 3 – Гаусса

Недостаток рассмотренного двумер-
ного распределения состоит в невозмож-
ности регулировки хвостов функции рас-
пределения. Решить проблему можно, ис-
пользуя составное распределение.

Так, плотность вероятности, образо-
ванная суммой нормального закона и рас-
смотренного ранее закона Лапласа, имеет
вид:
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Составное распределение позволяет
отрегулировать хвосты функции, делая их
более или менее тяжёлыми. Так как эта-
лонного распределения для двумерного
случая нет, примем p = 0,5.

Посмотрим, как новые законы рас-
пределения влияют на результаты расчёта
вероятности нарушения норм эшелониро-
вания. В качестве контрольного примера
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рассмотрим ситуацию, когда два ВС дви-
жутся по параллельным трассам.

На рис.3 показано поперечное сече-
ние двух параллельных трасс, расстояние
между которыми равно D км. По первой
трассе движется воздушное судно ВС1, по
второй – ВС2. Схематично обозначены
плотности вероятностей распределения
ошибки определения координат каждого
из ВС: f1(y) и f2(y−D). По оси Z отложено
значение плотности вероятности, оси Y
соответствует боковое смещение ВС. Ми-
нимум бокового эшелонирования равен S
км, погрешность в боковом канале – σ км.

Требуется найти вероятность нару-
шения норм эшелонирования Pэш. Для
этого рассчитаем с какой вероятностью
первое воздушное судно окажется на ин-
тервале 2S (на рис.3 отмечен серой штри-
ховкой), а также вероятность нахождения
второго воздушного судна на том же ин-
тервале. Произведение полученных веро-
ятностей даст значение вероятности
нарушения норм эшелонирования Pэш.
Рассчитанную величину необходимо
сравнить с нормативной вероятностью
Pэш.доп. Согласно концепции RNP [7] нор-
мативная вероятность нарушения норм
бокового эшелонирования (вероятность
инцидента в туннеле) равна 0,17·10-7.

Рис.3. К задаче определения вероятности нарушения
норм бокового эшелонирования

Результаты расчётов при D = 30 км,
S=10 км и различных σ приведены в
табл.1. Значения среднеквадратических
погрешностей (СКП) линейного бокового
уклонения, при которых вероятность
нарушения норм бокового эшелонирова-
ния равна предельно допустимой, приве-
дены в табл.2.

Как видно из таблиц, результаты
расчётов при использовании новых рас-
пределений несколько расходятся.
Наименее тяжёлые хвосты имеет функция

распределения обобщённого закона
Лапласа. Наиболее консервативную оцен-
ку даёт составное распределение, плот-
ность которого составляет сумма плотно-
стей нормального и экспоненциального
распределений. Составной закон, образо-
ванный суммой нормального закона и за-
кона Лапласа, занимает промежуточное
положение. Таким образом, тот или иной
из законов можно использовать при рас-
чётах для различных сценариев: пессими-
стического, оптимистического и среднего.
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Таблица 1. Вероятность нарушения норм бокового эшелонирования

Распределения , км
0.5 1 2 3 4 5

Нормальное распределение 0.0 0.0 0.0 1.3e-11 2.8e-07 3.1e-05
Классический закон Лапласа 2.6e-13 3.6e-07 0.00042 0.00423 0.01294 0.02442
Обобщённый закон Лапласа 0.0 0.0 6.8e-10 7.8e-06 0.00031 0.00204
Составное распределение .expnormf 0.0 2.3e-11 5.1e-07 1.4e-05 7.4e-05 0.00022

Составное распределение .norm Lapf 0.0 6.0e-14 8.3e-08 9.2e-06 9.7e-05 0.00041

Таблица 2. Предельно допустимые СКП
линейного бокового уклонения

Распределения , км

Нормальное распределение 3.62
Классический закон Лапласа 0.83
Обобщённый закон Лапласа 2.24
Составное распределение fnorm.exp 1.60
Составное распределение fnorm.Lap 1.81

Расчёт с использованием новых за-
конов распределения показал, что для со-
блюдения норм бокового эшелонирования
предельно допустимая погрешность нави-
гационных систем должна быть ниже в
1,6–2,2 раза предельно допустимой по-
грешности, рассчитанной с применением
нормального закона. Следовательно, тре-
бования к точности навигационных си-
стем должны быть повышены.

Анализ двумерных законов распре-
деления проведем путем расчёта зон кон-
фликтных ситуаций, т.е. областей про-
странства, нахождение в которых более
одного воздушного судна ведёт к наруше-
нию норм эшелонирования [8].

В настоящее время зоны конфликт-
ных ситуаций рассчитываются геометри-
ческим методом. Он заключается в анали-
зе взаимных положений двух ВС, следу-
ющих по маршрутам. Границы зон кон-
фликта определяют предельные позиции
воздушных судов, при которых расстоя-
ние между ними равно сумме радиусов
круговых защитных зон (circle protection
area, CPA). Постановку задачи поясняет
рис. 4. Данный способ выявления кон-
фликтных ситуаций используется в таких
системах, как STCA (Short Term Conflict
Alert) и MTCD (Medium Term Conflict
Detection) [9, 10].

Рис.4. К задаче расчёта зоны
конфликтных ситуаций

Недостаток данного метода состоит
в том, что он не учитывает погрешности
определения местоположения воздушного
судна. Перспективным является расчёт
вероятности нарушения норм горизон-
тального эшелонирования с учётом по-
грешности определения координат ВС.
При этом целесообразно использовать
представленные ранее двухмерные законы
распределения. Зона конфликтных ситуа-
ций при этом определяется как область
пространства, в которой вероятность по-
явления одного ВС в пределах круговой
защитной зоны второго ВС выше пре-
дельно допустимой. Согласно [7] пре-
дельно допустимая вероятность для гори-
зонтального полёта равна 3,5٠10-8.

Пример зоны конфликтной ситуации
представлен на рис. 5, где по осям коор-
динат отложены протяжённости первой
(R1) и второй (R2) воздушных трасс или
их отрезков. Рассматривались пересека-
ющиеся воздушные трассы, координаты
ВС определялись с помощью азимуталь-
но-дальномерной радиотехнической си-
стемы, расположенной на удалении от
точки пересечения трасс.
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Рис.5. Зона конфликтных ситуаций,
рассчитанная с применением законов

распределения: 1 – Гаусса, 2 – обобщённого
Лапласа, 3 – составного

Из анализа рис.5 видно, что при ис-
пользовании в расчётах нормального за-
кона распределения воздушное судно,
двигаясь по первой трассе (ось R1), на ин-
тервале 59–128 км может вступить в кон-
фликт с ВС на второй трассе (конфликт-
ный интервал для ВС на второй трассе
определяется также по рис.5). При ис-
пользовании в расчётах новых распреде-
лений данный интервал составит 37–
144км, то есть на 35% больше. Обосно-
ванное увеличение размера зоны кон-
фликтной ситуации позволит снизить ча-
стоту инцидентов, связанных с нарушени-
ем норм эшелонирования.

В рамках статьи были рассмотрены
новые, не применявшиеся ранее законы

распределения ошибок определения коор-
динат воздушных судов, параметры кото-
рых соответствуют требованиям
ИКАО [3].

Данные распределения были приме-
нены как замена распределений Гаусса и
Лапласа, так как последние не позволяют
получить достоверные результаты при
расчёте вероятности появления больших и
редких ошибок.

Контрольные примеры позволили
сопоставить результаты расчётов, получа-
емых при использовании различных рас-
пределений. В первом примере определя-
лась вероятность нарушения норм боково-
го эшелонирования. Результаты расчётов
позволили сделать вывод о необходимо-
сти ужесточения требований к точности
навигационных систем.

Во втором примере рассчитывалась
зона конфликтных ситуаций с применени-
ем перспективного метода, учитывающего
погрешности радиотехнических систем.
Применение новых законов распределе-
ния позволяет определить размеры зоны
конфликтных ситуаций, при которых ве-
роятность нарушения норм эшелонирова-
ния не превосходит предельно допусти-
мую величину, что снизит частоту инци-
дентов. Информация о размерах зон кон-
фликтных ситуаций может быть исполь-
зована в таких системах, как STCA и
MTCD.
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The paper deals with the problems of determining aircraft coordinates. The widely used Gaussian distri-
bution does not make it possible to analyze extremely rare events with certainty. The ICAO- recommended dou-
ble-exponent distribution does not meet the requirements of accuracy either. It is, therefore, necessary to look for
new distributions. The paper gives examples of such distributions as well as examples of solving problems of
detecting violations of separation.
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