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Рассматривается задача оптимизации формы несущего аэродинамического профиля. Сформулиро-
вана функция цели, в которой помимо аэродинамических учитываются массовые характеристики профи-
ля. Задача оптимизации решается при помощи метода сопряжённого градиента для вязкого несжимаемо-
го течения. Прямая задача решается при помощи алгоритма SIMPLE в вычислительном пакете Star-CD. 
Сопряжённые уравнения решаются при помощи адаптированного алгоритма SIMPLE. 

 
Функция цели, функции ограничений, проектные переменные, сопряжённые уравнения, несущий 

аэродинамический профиль. 
 
Введение. В настоящее время 

проектирование формы несущего аэро-
динамического профиля опирается на 
экспериментальное и математическое 
моделирование. Методы вычислитель-
ной гидроаэродинамики (ВГАД) позво-
ляют относительно дёшево и быстро 
проанализировать различные формы 
профиля. Эксперимент, в свою очередь, 
даёт возможность верифицировать ре-
зультаты, полученные при помощи 
ВГАД. Однако перебор альтернативных 
вариантов не гарантирует получение 
оптимальной формы профиля. Поэтому 
актуальной проблемой является разра-
ботка эффективного алгоритма оптими-
зации аэродинамических форм для вяз-
кого течения жидкости и газа. В работе 
используется метод сопряжённого гра-
диента. Принципиальным отличием ме-
тода является возможность использо-
вать большое количество проектных пе-
ременных (величин, определяющих 
форму профиля), так как машинное 
время решения задачи оптимизации 
практически не зависит от их количест-
ва. 

При разработке метода за основу 
был взят непрерывный подход состав-
ления сопряжённых уравнений [1,2]. 
Прямая задача, описываемая осреднён-

ными по Рейнольдсу уравнениями Навье-
Стокса для двумерного стационарного тече-
ния, решается при помощи алгоритма 
SIMPLE [3,4] в вычислительном пакете Star-
CD. Сопряжённые уравнения решаются при 
помощи адаптированного алгоритма 
SIMPLE. 

Помимо разработки эффективного ал-
горитма оптимизации важно адекватно 
сформулировать функцию цели. Аэродина-
мический профиль не только создаёт подъ-
ёмную силу, но и размещает в себе конст-
рукцию крыла, необходимую для воспри-
ятия аэродинамических нагрузок. Масса 
этой конструкции (речь идёт о погонной 
массе сечения крыла) зависит, главным об-
разом, от формы профиля и величины изги-
бающего момента, действующего в данном 
сечении. Таким образом, если в оптимиза-
ции учитывать только аэродинамические 
характеристики, можно получить профиль с 
высоким аэродинамическим качеством, но с 
неприемлемо высокой погонной массой. В 
результате общий эффект (например, топ-
ливная эффективность самолёта) может ока-
заться отрицательным. Погонную массу се-
чения крыла на основе геометрии профиля 
можно достаточно точно оценить при по-
мощи так называемого силового фактора Im 
[5]. Поэтому задача оптимизации формули-
руется следующим образом: минимизиру-
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где  
Ya – подъёмная сила текущего про-

филя;  
Ya0 – подъёмная сила исходного про-

филя;  
Im – силовой фактор для текущего 

профиля;  
Im0 – силовой фактор для исходного 

профиля. 
Формулировка метода. Пусть за-

дана функция цели I(w,s) и функции ог-
раничений R(w,s)=0, где w(s) - перемен-
ные поля течения, s - проектные пере-
менные. Функцией цели, например, мо-
жет быть лобовое сопротивление тела, 
подъёмная сила или заданное распреде-
ление давления. Необходимо найти та-
кие проектные переменные, при кото-
рых удовлетворяются функции ограни-
чений и функция цели достигает своего 
локального минимума. Функциями ог-
раничений являются уравнения Навье-
Стокса для двумерного стационарного 
несжимаемого течения. Для удобства 
обозначим декартовы координаты x1, x2, 
а компоненты вектора скорости V  - u1, 
u2. Также будем подразумевать сумми-
рование по повторяющимся индексам i 
(i=1,2). Тогда уравнения Навье-Стокса 
могут быть записаны как 
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p – давление; ρ – плотность; µ – вязкость. 
За переменные поля течения w(s) при-

нимается вектор w=(p,u1,u2)T. Для вывода 
сопряжённых уравнений векторное уравне-
ние (1) необходимо представить в вычисли-
тельном пространстве с системой координат 
ξ1, ξ2 такой, что контур исследуемого про-
филя лежит на оси ξ1: 
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Из выражения (2) получим вариацию 
функций ограничений δR(w,s). Так как в вы-
числительном пространстве форма тела и 
соответственно область Dξ остаются неиз-
менными при вариациях формы в физиче-
ском пространстве, то для любой точки вы-
числительной области можно записать 
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Запишем вариации для потоков в сле-
дующем виде: 

iIIiIi FFF δδδ += , v
iII

v
iI

v
i FFF δδδ += , 

где вариации с индексом I - вклады, связан-
ные с изменением переменных поля течения 

wδ , а с индексом II – вклады, связанные с 
изменением формы тела δs. 

Рассмотрим функцию цели I, которую 
можно представить как интеграл по границе 
профиля в вычислительном пространстве 
Bξw: 

( )∫=
wB

dBswMI
ξ

ξ, .    (4) 

Выражение для вариации функции це-
ли можно записать: 

( )∫=
wB

dBswMI
ξ

ξδδ , .    (5) 

Уравнение (3) умножим на вектор 
множителей Лагранжа, ψ=(ψ1,ψ2,ψ3)T в каж-
дой точке рассматриваемой области Dξ, 
проинтегрируем по ней, применив теорему 
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Остроградского-Гауса, и вычтем из вы-
ражения (5). В результате получим 
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где ni
ξ - компоненты вектора внешней 

нормали к границе области Bξ в вычис-
лительном пространстве.  

Исходя из предположения, что на 
внешней границе рассматриваемой об-
ласти вариации потоков вследствие из-
менения формы тела равны нулю, мож-
но записать 
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Необходимо найти такие ψ, чтобы 
первые два интеграла выражения (6) об-
ратились в нуль. Таким образом, сопря-
жённые уравнения и соответствующие 
граничные условия можно записать в 
форме: 
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Граничные условия для сопряжён-
ных уравнений определяются видом 
функции цели. Положим, что функцией 
цели является вектор результирующей 
силы ( )YXT ,= , действующий на про-
филь, спроецированный на некоторое 
направление ( )21, qqq = . Тогда в вычис-
лительном пространстве функцию цели 
представим как 
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Согласно выражению (4) 
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Отметим, что вдоль контура тела Bξw: 
01 =ξn , 12 −=ξn  и u1=u2=0 (граничное усло-

вие прилипания). Поэтому выражение (8) 
можно записать: 
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Из равенства (9) следует, что если 
принять ψ2=q1, а ψ3=q2 на границе тела, то 
рассматриваемый интеграл обратится в 
нуль. Что касается ψ1, то его можно выби-
рать произвольно на границе Bξw, так как 
независимо от его значения интеграл обра-
щается в нуль. Граничные условия на внеш-
ней границе рассматриваемой области могут 
быть заданы различными способами, так как 
вариации потоков вследствие изменения 
формы тела на этой границе предполагают-
ся равными нулю. Поэтому на внешней гра-
нице рассматриваемой области положим 
ψ1=ψ2=ψ3=0. 

Определив вектор множителей Ла-
гранжа из уравнений (7), можно найти ва-
риацию функции цели по формуле 
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Вариации потоков представим как 
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∂
∂  определяются численно, 

варьированием соответствующего компо-
нента вектора проектных переменных s при 
неизменном поле течения. 

Тогда градиент функции цели есть 
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Как правило, градиент G не обла-
дает той же гладкостью, что и исходный 
контур. Поэтому алгоритм оптимизации 
может оказаться неустойчивым. Во из-
бежание этого в работе [2] предлагается 
заменить градиент G сглаженным гра-
диентом G , который получается в ре-
зультате решения неявного сглаживаю-
щего уравнения: 

GGeG =
∂
∂

∂
∂

−
11 ξξ

, 

где e - параметр, влияющий на степень 
сглаживания градиента. 

Таким образом, используя метод 
наискорейшего спуска, для вариации 
вектора проектных переменных можно 
записать: 

Gs αδ −= , 
где α - положительное малое число, ко-
торое определяется в ходе численных 
экспериментов. 

Прямая задача решается для вязкого 
турбулентного несжимаемого течения при 
помощи алгоритма SIMPLE в вычислитель-
ном пакете Star-CD. Число Рейнольдса 

6103,3Re ⋅≈ , модель турбулентности Spalart 
and Allmaras. Сопряжённые уравнения, в 
отличие от уравнений Навье-Стокса, явля-
ются линейными и поэтому решаются при 
помощи адаптированного алгоритма 
SIMPLE. 

Постановка задачи. В качестве ис-
ходного используется профиль fx 61-163. 
Угол атаки α=5,50, что соответствует углу 
максимального аэродинамического качества 
данного профиля. Расчётная сетка, которая 
используется для составления дискретного 
аналога, как уравнений движения, так и со-
пряжённых уравнений, строится при помо-
щи метода, основанного на решении урав-
нений Пуассона [6]. За проектные перемен-
ные принимаются координаты узлов рас-
чётной сетки, лежащие на контуре профиля. 
Фиксированным является узел, принадле-
жащий задней кромке профиля. Координаты 
узлов варьируются вдоль линий расчётной 
сетки (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Проектные переменные 

 
Функция цели. Как уже было от-

мечено, для получения практически 
применимых результатов в оптимиза-
ции несущего профиля необходимо 
учитывать погонную массу сечения 
крыла, которую можно оценить при по-
мощи так называемого силового факто-
ра. Согласно [5] силовой фактор Im 
можно представить как 

∫=
V

nm dVI σ , 

где  
|σn| – модуль нормальных напряжений, 

возникающих от изгиба в некотором сече-
нии крыла; 

V – площадь профиля. 
Нормальные напряжения в некотором 

сечении крыла с изгибающим моментом Q 
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могут быть определены по известной 
формуле: 

y
I
Q

x
n =σ , 

где  
y – расстояние от нейтральной оси 

(главная центральная ось x) до рассмат-
риваемого сечения;  

Ix – момент инерции, определённый 
относительно главной центральной оси 
x.  

Тогда силовой фактор можно 
представить в виде 

∫=
Vx

m dVy
I
QI . 

Так как силовой фактор пропор-
ционален изгибающему моменту Q, ко-
торый является заданной величиной, то 
его величина не будет влиять на резуль-
тат оптимизации. Поэтому изгибающий 
момент Q принимается равным 1. Таким 
образом, согласно формулировке зада-
чи, функцию цели можно записать сле-
дующим образом: 
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где cY, cm – весовые коэффициенты. Они 
влияют на величины отклонений подъ-
ёмной силы и силового фактора от ис-

ходных значений для профиля в ходе опти-
мизации и подбираются в ходе численного 
эксперимента. Тогда вариацию функции це-
ли можно записать как 
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Принимаем ψ2=1, 
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границе тела и решаем сопряжённые урав-
нения (7). Получаем вектор множителей Ла-
гранжа. После этого, согласно выражениям 
(10) и (11), вариацию функции цели можно 
записать в виде 
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Таким образом, градиент функции це-
ли определяется численно, за счёт варьиро-
вания соответствующего компонента векто-
ра проектных переменных s при неизмен-
ном поле течения. 

Результаты. На рис. 2 представлен 
исходный профиль fx 61-163 и оптимизиро-
ванный на расчётной сетке 240х40 при чис-
ле итераций N=200. 

 

 
Рис. 2. Профиль, полученный в результате оптимизации (сплошная линия),  

и исходный профиль fx 61-163 (пунктирная линия) 
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На рис. 3 представлено распреде-
ление коэффициента давления CP для 
исходного профиля fx 61-163 и оптими-

зированного на расчётной сетке 240x40 при 
числе итераций N=200. 

 

 
Рис. 3. Распределение коэффициента давления CP для исходного профиля fx 61-163 (пунктирная линия) 

 и оптимизированного (сплошная линия) 
 

Величина коэффициента лобового 
сопротивления профиля, полученного в 
результате оптимизации, по отношению 
к сопротивлению исходного профиля 
снизилась на 25,5%, при этом подъём-
ная сила уменьшилась на 1,6%, силовой 

фактор увеличился на 1,1% и аэродинами-
ческое качество увеличилось на 32%. 

Процесс сходимости алгоритма опти-
мизации для исходного профиля fx 61-163 
представлен на рис. 4, где изображена зави-
симость коэффициента лобового сопротив-
ления от числа итераций. 

 

 
Рис. 4. Зависимость коэффициента лобового сопротивления от числа итераций 
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Руководствуясь графиком сходи-
мости (рис. 4) и тем, что используемый 
метод оптимизации является градиент-
ным, можно сделать вывод, что в ходе 
оптимизации был получен локальный 
минимум. 

Выводы. Полученные результаты 
и разработанную методику оптимиза-
ции несущего аэродинамического про-
филя можно использовать при выборе 
формы профиля крыла самолёта, ле-
тающего при числе Маха M<0,3. 
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The problem of airfoil shape optimization is considered. The original objective function is formulated 
which takes into account the aerodynamic and mass characteristics of airfoil. The optimization problem is solved 
by the adjoint gradient method for the incompressible viscous flow. The primal problem is solved by the SIM-
PLE algorithm using the Star-CD software. Adjoint equations are solved by the SIMPLE adapted algorithm. 
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