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АННОТАЦИЯ
В статье продолжено исследование с помощью определения дробной производной по Фурье,

намеченное в предыдущей статье "К вопросу о дробном дифференцировании". Приводятся явные
выражения для дробных производных довольно широкого класса периодических функций и для
функций, представляемых в виде вейвлет-разложений. Показано, что для класса степенных функций
все производные с нецелым показателем равны нулю. Найденные производные имеют прямое отношение
к практическим задачам и позволяют использовать их при решении большого класса проблем,
связанных с изучением таких явлений, как теплопроводность, проводимость, электрическая и магнитная
восприимчивость для широкого спектра материалов, обладающих фрактальными размерностями.
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ABSTRACT
In the paper the investigation continues with the help of definition Fourier fractional differentiation setting

in the previous paper "To the question of fractional differentiation". There were given explicit expressions of
a fairly wide class of periodic functions and for functions represented in the form of wavelet decompositions.
It was shown that for the class of exponential functions all derivatives with non-integer exponent are equal
to zero. The found derivatives have a direct relationship to practical problems and let them use to solve a
large class of problems associated with the study of phenomena such as thermal conduction, transmissions,
electrical and magnetic susceptibility for a wide range of materials with fractal dimensions.
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Введение
Настоящая статья является логическим продолжением предыдущей авторской работы [1], где был

намечен алгоритм вычисления дробных производных исходя не из определения дробной производной
по Хилферу или из определения Римана – Лиувилля, которые, как правило, и используются в задачах,
связанных с приложением аппарата дробного дифференцирования, а с помощью строго обоснованного
подхода Фурье в духе разложения в интеграл Фурье (см. [1], а также практическое приложение этого
метода, использованного в работах [2; 3]).

Придерживаясь этого подхода, мы приведем сейчас некоторые новые результаты, полученные в про-
цессе вычисления дробных производных по Фурье.

Но предварительно остановимся на записи ряда общих выражений для дробных производных, полу-
ченных нами ранее в работе [1] и которые стоит сейчас напомнить ввиду необходимости их применения
в процессе изложения нижеследующего материала. Действительно, в весьма компактном виде они могут
быть записаны следующим образом.

1. f (x) = sin ax. Тогда дробная производная от нее будет

∂1+ε sin(ax) = a1+ε cos

(
ax+ πε

(
n+

1

2

))
. (1)

2. Если f (x) = cos ax, то имеем

∂1+ε cos(ax) = −a1+ε sin

(
ax+ πε

(
n+

1

2

))
. (2)

3. Для f (x) = e−x2

получаем

∂1+ε
(
e−ax2

)
= 2

1+ε
2 a

1+ε
2 e−

a
2 x

2

CylinderD
(
1 + ε,−

√
2ax

)
, (3)
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где CylinderD (b, ξ)− функция параболического цилиндра, для которой имеет место равенство:
CylinderD

(
−b− 1

2 , ξ
)
= CylinderU (b, ξ) = y (ξ), где функция y (x) должна удовлетворять уравнению

y′′ −
(
1
4x

2 + b
)
y = 0.

Из свойств функций параболического цилиндра следует, что при ε = 0 получается правильная про-
изводная f ′ = −2axe−ax2

. Легко проверить, что для любых целых значений ε также получаются пра-
вильные выражения для высших производных от функции Гаусса.

4. В случае степенной функции, когда f (x) = xm, где m− любое целое неотрицательное число, то,
например, при m = 1 имеем

∂1+ε
(
x1
)
= lim

k→0
(ik)

ε
eikx(ε+ 1 + ikx). (4)

Как видно, при ε = 0 получаем f ′ = 1, а для всех остальных значений ε получаются нули.
Заметим здесь, что при m > 1 для целых значений ε мы приходим к определениям обычных про-

изводных, что указывает на корректность вычисленного общего выражения ∂1+εxm [1], как и должно
быть, однако в случае произвольных ε дробные производные от степенных функций, если m > 1, не су-
ществуют. Этот довольно важный вывод указывает на то, что далеко не каждая функция может иметь
дробную производную, а потому о подобного рода функциях в настоящей статье мы говорить не будем.

1. Класс периодических функций
Рассмотрим теперь класс функций f (x), периодических на некотором сегменте x ∈ [−l, l]. В соот-

ветствии с общими принципами теории рядов Фурье мы имеем право разложить этот класс функций
по синусам и косинусам. Имеем

f (x) = a0 +

∞∑
n=1

[
an cos

(πnx
l

)
+ bn sin

(πnx
l

)]
, (5)

где коэффициенты an, bn определяются через интегралы Эйлера — Фурье

an =
1

l

l∫
−l

f (x) cos
(πnx

l

)
dx, bn =

1

l

l∫
−l

f (x) sin
(πnx

l

)
dx. (6)

В соответствии с определением дробных производных в (1) и (2), для любого класса периодических
функций немедленно получаем для них следующее правило дробного дифференцирования:

∂1+εf (x) =
∞∑

n=1

[
an∂

1+ε cos
(
πnx
l

)
+ bn∂

1+ε sin
(
πnx
l

)]
=

=
(
π
l

)1+ε ∞∑
n=1

n1+ε
[
bn sin

(
πnx
l + πε

(
n+ 1

2

))
− an cos

(
πnx
l + πε

(
n+ 1

2

))]
.

(7)

2. Вейвлет-разложения
В качестве еще одного примера аналитического вычисления дробных производных, можно отметить,

например, вейвлет-разложения [4–9], которые часто применяются в решении различного рода физиче-
ских задач, где необходимо использовать наилучшую аппроксимацию с целью аналитического описания
сложных хаотических явлений. Например, они могут быть использованы в теории приема и передачи
радиосигналов в условиях их сильного искажения.

Как известно [5], в качестве наиболее простых базовых вейвлетов, как правило, используются про-
изводные от функции Гаусса:

yn = (−1)
n+1 dn

dxn

(
e−

x2

2

)
, (8)

которые имеют наилучшую локализацию как во временной, так и в пространственной областях. Напри-
мер, производная первого порядка

y1(x) = −x exp
(
−x

2

2

)
(9)

используется для создания вейвлетов нечетной формы, называемых WAVE-вейвлетами

ψ1 (x, a, b) = K
x− b

a
exp

(
−
(
x− b

a

)2
)
, (10)
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где K — числовой нормирующий множитель.
По производной второго порядка находится симметричный MHAT-вейвлет

ψ2 (x, a, b) = K
x− b

a

{
1− 2

(
x− b

a

)2
}
e−(

x−b
a )

2

. (11)

Поэтому, в соответствии с определением (3), WAVE-вейвлет (10) в виде дробной производной можно
представить как

ψ1+ε (x, a, b) = Kε∂
1+ε exp

(
−
(
x− b

a

)2
)

= Kε2
1+ε
2 a

1+ε
2 e−(

x−b
a )

2

CylinderD
(
1 + ε,−

√
2a (x− b)

)
. (12)

Далее, если воспользоваться определением дробной производной по Фурье в виде

∂2+εf =
1

2π

∞∫
−∞

(ik)
2+ε

fke
ikxdk, (13)

то для гауссовой функции с помощью MAPLE-17 мы получаем, что

∂2+εe−
x2

a2 = − 1
4

1√
π sin(πε

2 ) cos(
πε
2 )

{exp
(
− x2

2a2

)(
2i2

ε
2xa−3−εCylinderD(1 + ε,−x

√
2

a

)
×

× cos
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
− i2

1+ε
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
cos
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
−

−i2 1+ε
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
ε cos

(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ 2i2

ε
2 a−3−εxCylinderD

(
1 + ε, x

√
2

a

)
×

× cos
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ i2

1+ε
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
cos
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
−

−i2 1+ε
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
ε cos

(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
− 2i2

ε
2 a−3−εxCylinderD

(
1 + ε, x

√
2

a

)
×

× cos
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
− i2

ε+1
2 a−2−εxCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
cos
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
+

+i2
ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
cos
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ 2i2

ε
2 a−3−εxCylinderD

(
1 + ε,−x

√
2

a

)
×

× cos
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
− i2

ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
ε cos

(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+

+i2
ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
ε cos

(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
− 2

ε+2
2 xa−3−εCylinderD

(
1 + ε, x

√
2

a

)
×

× sin
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
+ 2

ε+2
2 xa−3−εCylinderD

(
1 + ε,−x

√
2

a

)
sin
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
−

−2
ε+2
2 xa−3−εCylinderD

(
1 + ε, x

√
2

a

)
sin
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ 2

ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
×

×ε sin
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
+ 2

ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
ε sin

(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
+

+2
ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
ε sin

(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ 2

ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
×

×ε sin
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ 2

ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
sin
(
πε
2

)
exp

(
iπε
2

)
+

+2
ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε, x

√
2

a

)
sin
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
+ 2

ε+1
2 a−2−εCylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
sin
(
πε
2

)
exp

(
− iπε

2

)
}.

(14)
В результате упрощения этого выражения окончательно находим

∂2+εe−
x2

a2 = −
exp

(
− x2

2a2

)
2

1−ε
2 a2+ε

√
π

{
(1 + εx)CylinderD

(
ε,−x

√
2

a

)
+
√
2xa−1CylinderD

(
1 + ε,−x

√
2

a

)}
. (15)

Поэтому для симметричного МНАТ-вейвлета обобщение выражения (11) для второй дробной производ-
ной в соответствии с определением (15) будет

ψ2+ε (x, a, b) = Kε∂
2+ε exp

(
−
(
x−b
a

)2)
=

= −Kε

exp

(
− (x−b)2

2a2

)
2

1−ε
2 a2+ε

√
π

{
(1 + ε (x− b))CylinderD

(
ε,− (x−b)

√
2

a

)
+

+
√
2 (x− b) a−1CylinderD

(
1 + ε,− (x−b)

√
2

a

)} (16)

Заключение
Таким образом, стоит еще раз обратить внимание на следующие важные моменты.

1. Найден новый класс дробных производных, определяемых с помощью разложения Фурье и вей-
влет-функций.
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2. Приведены аналитические выражения для этих производных при произвольном значении ε.

3. Полученные результаты могут быть применены также при решении различных уравнений мате-
матической физики [10] в пространствах дробной размерности.
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