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О ПРОСТРАНСТВЕ ДЕ БРАНЖА, СВЯЗАННОМ
С ДЗЕТА-ФУНКЦИЕЙ РИМАНА1

АННОТАЦИЯ
В недавней статье В.В. Капустина было построено пространство де Бранжа, элементом которого

является выражение, содержащее кси-функцию Римана; были найдены каноническая система с
диагональным гамильтонианом и обобщенное преобразование Фурье, соответствующие пространству.
В данном кратком сообщении рассматривается аналогичное пространство де Бранжа с некоторыми
предпочтительными изменениями и приводятся связанные с ним формулы; также выписываются
гамильтониан и обобщенное преобразование Фурье.

Ключевые слова: пространство де Бранжа; кси-функция Римана; каноническая система
с диагональным гамильтонианом; обобщенное преобразование Фурье.
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Одним из важных положений теории пространств де Бранжа является их связь с каноническими си-
стемами — парами дифференциальных уравнений первого порядка, которые задаются гамильтонианом
на интервале вещественной прямой. Такая связь осуществляется обобщенным преобразованием Фурье и
позволяет проводить спектральный анализ дифференциальных операторов с помощью пространств де
Бранжа. Пространства де Бранжа определяются их структурными функциями, представляющими со-
бой целые функции из класса Эрмита — Билера; подпространства де Бранжа образуют упорядоченную
по включению цепочку подпространств. Структурные функции подпространств де Бранжа могут быть
выписаны через решения канонической системы. Таким образом, одной из важных задач при изучении
пространств де Бранжа является нахождение канонической системы и обобщенного преобразования Фу-
рье, соответствующих пространству.

1Работа выполнена в Санкт-Петербургском международном математическом институте имени Леонарда Эйлера при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (соглашение № 075–15–2022–287
от 06.04.2022).
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В статье [1] построено пространство де Бранжа, элементом которого является кси-функция Римана:

ξ(s) =
1

2
π−s/2s(s− 1)Γ

(s
2

)
ζ(s),

где ζ — дзета-функция Римана, — деленная на некоторый полином; найдены гамильтониан канониче-
ской системы, соответствующей пространству, и оператор, являющийся обобщенным преобразованием
Фурье канонической системы, изометрически отображающий гильбертово пространство канонической си-
стемы на пространство де Бранжа. В.В. Капустин предложил автору найти пространство де Бранжа,
которому соответствует аналогичная каноническая система с некоторыми предпочтительными изменени-
ями. В данном кратком сообщении представлены полученные результаты и отражающие их формулы.

Приведем необходимые сведения из теории пространств де Бранжа. Подробнее некоторые утвержде-
ния и их доказательства рассматриваются в работе [1]. Теория пространств де Бранжа и канониче-
ских систем с гамильтонианом, суммируемым вблизи левого конца интервала, изложена, например, в
работе [2]. Несмотря на то что в данном кратком сообщении рассматривается каноническая система с
гамильтонианом, не суммируемым вблизи левого конца интервала, многие утверждения из работы [2]
выполняются без существенных изменений.

Классом Эрмита — Билера HB называется множество целых функций E в комплексной плоскости,
для которых выполнено неравенство

|E (z̄)| < |E (z)|
при всех z из верхней полуплоскости {z ∈ C : Im z > 0}. Пространством де Бранжа HE со структурной
функцией E ∈ HB называется гильбертово пространство, состоящее из целых функций F таких, что
функции F

E и F �

E принадлежат пространству Харди H2 в верхней полуплоскости (здесь и далее F �(z) =

= F (z̄)). Нормы функций F
E и F �

E совпадают в пространстве H2 и определяют норму функции F в
пространстве HE .

Каждому пространству де Бранжа соответствует каноническая система, которая задается гамильтони-
аном на интервале вещественной прямой. Гамильтониан H представляет собой локально суммируемую
матричнозначную функцию на интервале (a, b) вещественной прямой, значениями которой являются
вещественные матрицы размера 2× 2 такие, что H(t) � 0 почти всюду.

Будем рассматривать гамильтониан H на интервале (a, b) вещественной прямой, который дополни-
тельно обладает свойствами i–iv:

i. Гамильтониан является диагональным, то есть представим в виде

H(t) =

(
w+(t) 0

0 w−(t)

)
.

ii. Каждая из функций w+, w− отлична от нуля почти всюду.
iii. Гамильтониан суммируем вблизи правого конца b интервала.
iv. Вблизи левого конца a интервала гамильтониан не суммируем, но выполняется условие

lim
x→a

⎛
⎝ x∫

a

w+(t) dt×
b∫

x

w−(t) dt

⎞
⎠ = 0.

Канонической системой называется матричное дифференциальное уравнение Jḟ(t) = zH(t)f(t) на

интервале (a, b), где J =

(
0 −1
1 0

)
, f =

(
f+
f−

)
— векторнозначная функция от переменной t, z ∈ C —

спектральный параметр. В случае диагонального гамильтониана H каноническая система может быть
переписана в виде { −ḟ− = z w+f+,

ḟ+ = z w−f−.

Пространством канонической системы называется гильбертово пространство, состоящее из вектор-
нозначных функций f на интервале (a, b); норма в пространстве определяется по формуле

‖f‖2 =

b∫
a

〈
H(t)f(t), f(t)

〉
dt,

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в C
2. (Если свойство ii не выполнено, дополнительно требуется

факторизация пространства). В случае гамильтониана H, обладающего свойствами i, ii, пространство
может быть представлено в виде прямой суммы L2

w+
⊕ L2

w− пространств, для которых диагональные
элементы w+, w− гамильтониана являются весовыми функциями.
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Пусть A(t, z), B(t, z) — целые функции при каждом t. Предположим, что для любого z функции
A и B определяют решение канонической системы и выполнено условие

A(t, z) → 1, B(t, z) → 0 (1)

при t → a. В случае диагонального гамильтониана H существование такого решения обеспечивается
свойством iv. Данное утверждение получено как сообщение от Р.В. Романова. Приведем схему дока-
зательства. Не умаляя общности, можно полагать trH = 1. Тогда несуммируемость гамильтониана
H вблизи левого конца a интервала равносильна тому, что a = −∞; свойство iv переписывается в

виде lim
x→−∞x

x∫
−∞

w+(t) dt = 0. Функция A может быть найдена как неподвижная точка отображения

f+ 
→ 1− z2
x∫

−∞
w−(t)

t∫
−∞

w+(τ)f+(τ) dτ dt, которое является сжимающим на пространстве C(−∞, b) при

достаточно большом по модулю отрицательном b ∈ R с нормой ‖f+‖C = sup
x∈(−∞,b)

|f+(x)|. Тогда функ-

ция B находится по A из уравнения канонической системы. Можно показать, что для таких функций
A и B условие (1) выполнено, кроме того, A� = A, B� = B. Функции A и B могут быть найдены как
целые функции при каждом t.

При каждом t функция E(t, z) = A(t, z)+iB(t, z) как функция от z принадлежит классу Эрмита — Би-
лера и потому является структурной функцией некоторого пространства де Бранжа. Оператор V :

(V f) (z) =
1√
π

b∫
a

〈
H(t)f(t),

(
A(t, z̄)
B(t, z̄)

)〉
dt = (2)

=
1√
π

b∫
a

(
f+(t)A(t, z)w+(t) + f−(t)B(t, z)w−(t)

)
dt,

определяет обобщенное преобразование Фурье канонической системы. Он изометрически отображает про-
странство канонической системы на пространство де Бранжа со структурной функцией E(b, z). Суще-
ствование такого пространства обеспечивается свойством iii. Отметим, что утверждение также имеет
место, если вместо интервала (a, b) рассматривать интервал (a, c), где c ∈ (a, b). При разных значе-
ниях c получается упорядоченная по включению цепочка подпространств де Бранжа.

Будем рассматривать каноническую систему на интервале (−∞, −4π) с гамильтонианом H:

H(t) =

(
et

−t 0

0 e−t

−t

)
.

Можно показать, что для гамильтониана выполняются свойства i–iv. Отметим, что каноническую си-
стему с таким гамильтонианом можно определить на всей отрицательной полуоси, но рассматривается
только ее сужение на указанный интервал.

Обозначим α = α(z) = 1
2 − iz.

Теорема.
1. Функции

A(t, z) =

√
−t

4π
e−

t
2

(
Kα

(
− t

2

)
+Kα−1

(
− t

2

))
,

B(t, z) = −i

√
−t

4π
e

t
2

(
Kα

(
− t

2

)
−Kα−1

(
− t

2

))

определяют решение канонической системы на интервале (−∞, −4π) с гамильтонианом H, где Kα —
модифицированная функция Бесселя. Кроме того, для функций A и B выполнено условие (1).

2. Оператор V , определяющий обобщенное преобразование Фурье канонической системы, имеет вид

(V f)(z) =
1

2π

−4π∫
−∞

[
f+(t)

e
t
2√−t

(
Kα

(
− t

2

)
+Kα−1

(
− t

2

))
−

−if−(t)
e−

t
2√−t

(
Kα

(
− t

2

)
−Kα−1

(
− t

2

))]
dt.
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3. Пространство де Бранжа со структурной функцией E(−4π, z) является образом оператора V .
Оно совпадает (в смысле совпадения множеств и равенства норм) с пространством де Бранжа HE
со структурной функцией E(z) = 2Kα(2π).

4. Пространство HE содержит функцию
ξ( 1

2−2iz)
p(z) , где ξ — кси-функция Римана, p — полином

степени не меньше трех, нулями которого являются различные нули функции ξ
(
1
2 − 2iz

)
.

Доказательство.
В работе [1] показано, что функции A1(t, z) = A

(
2t, z

2

)
, B1(t, z) = B

(
2t, z

2

)
определяют решение

канонической системы на интервале (−∞, −2π) с гамильтонианом H1(t) = H(2t) и удовлетворяют усло-
вию (1). Заменив t на t/2 и z на 2z, получим доказательство утверждения 1.

Для рассматриваемого гамильтониана H(t) диагональными элементами являются функции w+(t) =

= et

−t , w−(t) = e−t

−t . Подставив функции A, B, w+, w− в формулу (2), найдем выражение для операто-
ра V . Таким образом, получим доказательство утверждения 2.

Из приведенных выше утверждений следует, что образом оператора V является пространство де
Бранжа со структурной функцией E(−4π, z). Совпадение этого пространства с пространством HE , E(z) =
= 2Kα(2π), связано со свойством пространств де Бранжа. Известно, что структурная функция про-
странств де Бранжа определяется неоднозначно: пространства HE и HEβ совпадают (в смысле совпа-
дения множеств и равенства норм), где

Eβ =
E − β̄E�√
1− |β|2

, |β| < 1.

Положив β =
e−4π − 1

e−4π + 1
для функции E(z) = 2Kα(2π), получим Eβ(z) = E(−4π, z). Таким образом, про-

странство де Бранжа со структурной функцией E(−4π, z) совпадает с пространством HE . Утверждение 3
доказано.

Для доказательства утверждения 4 определим оператор

Φ : F (z) 
→
√
2F (2z).

Он изометрически отображает пространство де Бранжа со структурной функцией 2K 2α+1
4

(2π) на про-
странство HE . Из работы [1] следует, что если p — полином степени не меньше трех, нулями которого

являются различные нули функции ξ
(
1
2 − iz

)
, то функция F (z) =

ξ( 1
2−iz)
p( z

2 )
принадлежит пространству

де Бранжа со структурной функцией 2K 2α+1
4

(2π). Тогда функция ξ( 1
2−2iz)

p(z) = 1√
2
ΦF принадлежит про-

странству HE как элемент образа оператора Φ. Утверждение 4 доказано.
Теорема доказана.

Литература
[1] Капустин В.В. Множество нулей дзета-функции Римана как точечный спектр оператора // Алгебра и

анализ. 2021. T. 33, № 4. C. 107–124. URL: https://www.mathnet.ru/rus/aa1771.

[2] Romanov R. Canonical systems and de Branges spaces. URL: https://arxiv.org/abs/1408.6022v1.

Scientific article

DOI: 10.18287/2541-7525-2024-30-2-7-11 Submited: 15.02.2024
Revised: 17.03.2024

Accepted: 15.05.2024

S.A. Badonova
Samara National Research University, Samara, Russian Federation;
Saint Petersburg University, Saint Petersburg, Russian Federation

E-mail: badonova0116@mail.ru. ORCID: https://orcid.org/0009-0006-4477-9572



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия 2024. Том 30, № 2. С. 7–11
Vestnik of Samara University. Natural Science Series 2024, vol. 30, no. 2, pp. 7–11 11

ON A DE BRANGES SPACE RELATED
TO THE RIEMANN ZETA FUNCTION2

ABSTRACT
In a recent article by V.V. Kapustin a de Branges space, whose element is an expression containing the

Riemann xi function, was constructed; the canonical system with a diagonal Hamiltonian and the generalized
Fourier transform corresponding to the space were found. In this article we present a similar de Branges space
with some preferred modifications and we provide formulas related to it; we also write down the Hamiltonian
and the generalized Fourier transform.

Key words: De Branges space; Riemann xi function; canonical system with diagonal Hamiltonian;
generalized Fourier transform.
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АСИМПТОТИКА КРИТИЧЕСКИХ УСЛОВИЙ В ОДНОЙ МОДЕЛИ
ГОРЕНИЯ

АННОТАЦИЯ
Работа посвящена решению задачи о критических условиях для автокаталитической модели

горения с учетом расхода реагента и окислителя. Анализ математической модели данного процесса
методами геометрической теории сингулярных возмущений показал, что существуют два основных типа
режимов горения: режим медленного горения и режим теплового взрыва. Промежуточным между
ними является критический режим. В статье получено условие протекания критического режима в
виде асимптотического представления соответствующего значения параметра системы, отражающего
теплоотвод из реакционной фазы.

Ключевые слова: математическое моделирование; динамические системы; сингулярные
возмущения; инвариантные многообразия; устойчивость; асимптотические методы; горение; критические
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Введение

В биологии, химии, механике и многих других областях встречается немало прикладных задач, ха-
рактерной чертой которых является одновременное протекание сильно отличающихся по скорости про-
цессов. Такие задачи описываются сингулярно возмущенными системами. Большой интерес представляет
исследование критических явлений, при которых качественно меняется характер поведения траекторий
системы. В горении так называемый критический режим разделяет режим медленного выгорания и ре-
жим теплового взрыва [1–5]. Его важная особенность заключается в том, что температура в реакторе
достигает больших значений, чем при режиме медленного горения, но при этом реакция протекает со
скоростью значительно меньшей, чем при режиме теплового взрыва.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим модель горения газовой смеси с учетом расхода реагента и окислителя. В безразмерной
форме модель принимает вид [6; 7]:⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
γ dθ
dτ = φ(η, ξ) exp

(
θ

1+βθ

)
− α(θ − θamb),

dη
dτ = −φ(η, ξ) exp

(
θ

1+βθ

)
,

dξ
dτ = −λφ(η, ξ) exp

(
θ

1+βθ

)
.

(1.1)

Здесь η, ξ и θ — безразмерные концентрации реагента и окислителя и безразмерная температура, со-
ответственно; θamb — безразмерная температура окружающей среды; α — параметр, характеризующий
теплоотвод из реакционной фазы. Параметр λ — отношение стехиометрических коэффициентов и на-
чальных концентраций реагента и окислителя. Случай λ < 1 отвечает обедненной горючей смеси, и за-
вершение процесса горения связано с полным выгоранием горючего. Если λ > 1, то смесь является
богатой, процесс горения завершится после полного расхода окислителя. В случае стехиометрической
смеси (λ = 1) горючее и окислитель заканчиваются одновременно. φ(η, ξ) — кинетическая функция для
безразмерных переменных, которая в случае автокаталитической реакции по реагенту и окислителю
принимает вид

φ(η, ξ) = ηa1 (1 + η0 − η)
a2 ξb1 (1 + ξ0 − ξ)

b2 ,

где a1, a2, b1, b2 — константы, определяющие порядок реакции [8]. Порядки реакций могут быть любые,
в том числе дробные.

Начальные условия для (1.1) имеют вид

θ(0) = 0, η(0) = 1, ξ(0) = 1. (1.2)

Первый интеграл системы (1.1)
ξ − 1 = λ(η − 1)

позволяет свести рассмотрение (1.1)–(1.2) к задаче⎧⎨
⎩

γ dθ
dτ = ψ(η) exp

(
θ

1+βθ

)
− α(θ − θamb) = g(θ, η),

dη
dτ = −ψ(η) exp

(
θ

1+βθ

)
= f(θ, η),

(1.3)

где ψ(η) = ηa1 (1 + η0 − η)
a2 (λ(η − 1) + 1)b1 (ξ0 − λ(η − 1))

b2 , с начальными условиями:

θ(0) = 0, η(0) = 1. (1.4)

γ и β — малые параметры, θamb положительна, когда начальная температура газовой смеси ниже
температуры окружающей среды, в ином случае отрицательна.

Анализ поведения траекторий системы проводится на основе геометрической теории сингулярных воз-
мущений и метода инвариантных многообразий [5; 9]. Такой подход позволяет определить существенные
особенности динамики решений дифференциальной системы, даже не решая ее, опираясь на анализ так
называемого вырожденного (алгебраического) уравнения. Далее, применяя асимптотические разложения
для инвариантных многообразий, этот подход позволяет найти условия возникновения различных кри-
тических явлений. В задачах горения такой подход применялся, например, в работах [1–5; 10; 11].

В данной статье рассмотрен случай a1 = b1 = b2 = 1 и a2 = 2 для стехиометрической смеси (λ =
= 1), а именно функция ψ(η) в системе (1.3)–(1.4) для рассматриваемого случая имеет вид ψ(η) =

= η2 (1 + η0 − η)
2
(ξ0 − η + 1).

2. Основные результаты

2.1. Медленная кривая

Уравнение

γ
dθ

dτ
= ψ(η) exp

(
θ

1 + βθ

)
− α(θ − θamb)

определяет быструю подсистему системы (1.3)–(1.4). Положив в нем γ = 0, получим

ψ(η) exp

(
θ

1 + βθ

)
− α(θ − θamb) = 0.
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Полученное уравнение определяет так называемую медленную кривую [5] системы (1.3)–(1.4), кото-
рая является эффективным средством для описания поведения ее траекторий. Фазовая точка систе-
мы (1.3)–(1.4) вблизи медленной кривой имеет скорость порядка единицы при γ −→ 0, а вдали от
медленной кривой температура θ меняется со скоростью порядка O

(
1
γ

)
. В γ–окрестности медленной

кривой существует медленное инвариантное многообразие системы, которое определяется как инвари-
антное множество медленных движений [9]. Медленная кривая состоит из устойчивых (для них вы-
полняется неравенство ∂g/∂θ < 0) и неустойчивых (∂g/∂θ > 0) участков, разделенных точкой срыва.
Устойчивые и неустойчивые части медленной кривой представляют собой нулевое приближение (γ =
0) устойчивых (или притягивающих) и неустойчивых (или отталкивающих) медленных инвариантных
многообразий системы (1.3)–(1.4) соответственно.

В рассматриваемом случае точка срыва: θ∗ = 1 + θamb + 2(1 + θamb)β + O(β2). Участок медленной
кривой, для которого θ < θ∗ является устойчивым и притягивает траектории системы, а участок, где
θ > θ∗, наоборот, их отталкивает.

а б

Рис. 2.1. Медленная кривая (пунктирная линия) и траектория (сплошная линия) системы (1.3)–(1.4),
построенные при следующих значениях параметров: γ = 0, 01; β = 0, 01; η0 = 0, 9; ξ0 = 0, 9; θamb = −1, 5;

а — α = 0, 7; б — α = 0, 5

Fig. 2.1. Slow curve (dotted line) and trajectory (solid line) of the system (1.3)–(1.4), constructed with the
following parameter values: γ = 0, 01; β = 0, 01; η0 = 0, 9; ξ0 = 0, 9; θamb = −1, 5; а — α = 0, 7; б — α = 0, 5

На рисунке 2.1 изображены медленная кривая и траектории системы (1.3)–(1.4). В случае, представ-
ленном на рисунке 2.1, а, траектория, начавшаяся в точке η = 1; θ = 0, притягивается к устойчивой
части медленной кривой и идет в ее γ–окрестности до η = 0; θ = θamb, причем безразмерная температура
не будет превышать значения θ∗. Такая траектория соответствует режиму медленного горения.

В случае, представленном на рисунке 2.1, б, траектория находится в области влияния неустойчивого
участка медленной кривой и, оттолкнувшись от него, стремится вправо, достигая высоких значений
температуры. Это режим теплового взрыва.

Кроме перечисленных возможен третий вариант, в котором медленная кривая имеет точку само-
пересечения, а траектория системы движется сначала вдоль устойчивого участка медленной кривой,
затем, пройдя точку самопересечения (точку срыва), продолжает свое движение вдоль ее неустойчи-
вого участка. Последний сценарий отвечает критическому режиму, а такие траектории носят название
траекторий-уток [5; 9; 12–14]. В следующем параграфе найдено условие протекания данного режима.

2.2. Критические условия

Критический режим моделируется так называемым управляющим параметром, в данном случае —
параметром, характеризующим теплоотвод из реакционной фазы. Критическое значение параметра α на-
ходится при построении траектории-утки, а именно так, чтобы позволить склеить устойчивое и неустой-
чивое инвариантные многообразия. Для начала найдем координаты точки срыва. Она удовлетворяет
следующей системе: {

g(θ, η) = 0,
∂g
∂θ = 0.
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Подставив g(θ, η), получим ⎧⎨
⎩

ψ(η) exp
(

θ
1+βθ

)
− α(θ − θamb) = 0,

ψ(η) exp
(

θ
1+βθ

)
(1 + βθ)−2 − α = 0.

(2.1)

Система (2.1) сводится к уравнению

α
[
(θ − θamb)− (1 + βθ)2

]
= 0.

Случай, когда параметр α = 0 не рассматривается, поэтому приравняем к нулю выражение для θ.
Получим уравнение

β2θ2 + (2β − 1)θ + 1 + θamb = 0,

которое является квадратным относительно θ. Здесь и далее функции, зависящие от β, будем представ-
лять в виде ряда Маклорена по малому параметру β и оставлять лишь первое приближение (поскольку
β — малый параметр и более высокий порядок приближения будет незначительно отличаться от пер-
вого). Тогда значение θ в точке срыва будет

θ∗ = 1 + θamb + 2(1 + θamb)β +O(β2).

Концентрацию топлива и критическое значение параметра, характеризующего теплоотвод, будем ис-
кать в виде асимптотических рядов по степеням γ:

η(θ, γ) = h0(θ) + γh1(θ) +O(γ2), (2.2)

α∗(γ) = α0 + γα1 +O(γ2). (2.3)

Подставляя разложения (2.2)–(2.3) в уравнение инвариантности [9]

(h′0(θ) + γh′1(θ) +O(γ2))g(θ, η) = γf(θ, η) (2.4)

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра, найдем коэффициенты раз-
ложения в (2.2).

Полагая γ = 0 (рассматривая коэффициенты при γ0), получим уравнение медленной кривой

F (h0, θ) = ψ(h0) exp
(

θ
1+βθ

)
− α(θ − θamb) = 0. (2.5)

В случае автокаталитической реакции при критическом режиме точка срыва совпадает с точкой са-
мопересечения медленной кривой, поэтому будем искать h0(θ

∗) и α0 такими, чтобы выполнялось условие
самопересечения медленной кривой, т. е.⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∂F
∂h0

=
[
2h0(1 + η0 − h0)

2(ξ0 − h0 + 1)− 2h2
0(1 + η0 − h0)(ξ0 − h0 + 1)− h2

0(1 + η0 − h0)
2)
]×

× exp
(

θ
1+βθ

)
= 0,

∂F
∂θ = h2

0(1 + η0 − h0)
2(ξ0 − h0 + 1) exp

(
θ

1+βθ

)
(1 + βθ)−2 − α = 0.

(2.6)

Из первого уравнения системы (2.6) найдем h0(θ
∗):

h0(1 + η0 − h0)[5h
2
0 − h0(4ξ0 + 3η0 + 7) + 2ξ0 + 2η0ξ0 + 2η0 + 2] = 0,

откуда получим четыре значения:

h0,1(θ
∗) = 0, h0,2(θ

∗) = 1 + η0, h0,3(θ
∗) =

4ξ0 + 3η0 + 7 +
√

16ξ20 + 9η20 − 16ξ0η0 + 16ξ0 + 2η0 + 9

10
,

h0,4(θ
∗) =

4ξ0 + 3η0 + 7−
√
16ξ20 + 9η20 − 16ξ0η0 + 16ξ0 + 2η0 + 9

10
.

h0,1(θ
∗), h0,2(θ

∗), h0,3(θ
∗) выходят за рамки интересующей области, поэтому

h0(θ
∗) =

4ξ0 + 3η0 + 7−
√
16ξ20 + 9η20 − 16ξ0η0 + 16ξ0 + 2η0 + 9

10
.

Из уравнения медленной кривой (2.5) найдем значение α0 — нулевого приближения параметра α:

α0 = 10−5 (4ξ0 + 3η0 + 7−K)
2
(−4ξ0 + 7η0 + 3 +K)

2 ×
× (6ξ0 − 3η0 + 3 +K) e1+θamb(1− (θamb + 1)2β +O(β2)),

(2.7)

где K =
√

16ξ20 + 9η20 − 16ξ0η0 + 16ξ0 + 2η0 + 9.
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Теперь выпишем из уравнения инвариантности (2.4) равенство коэффициентов при первой степени
малого параметра γ:

(h′0 + γh′1 +O(γ2))
[
(h0 + γh1 +O(γ2))2(1 + η0 − h0 − γh1 −O(γ2))2(ξ0 − h0 − γh1 −O(γ2) + 1)×

× exp

(
θ

1 + βθ

)
− (α0 + γα1 +O(γ2))(θ − θamb)

]
= −γ(h0 + γh1 +O(γ2))2(1 + η0 − h0 − γh1 −O(γ2))2×

×(ξ0 − h0 − γh1 −O(γ2) + 1) exp

(
θ

1 + βθ

)
.

C учетом уравнения медленной кривой (2.5) получим

h′0
[
2h1h0(1 + η0 − h0)

2(ξ0 − h0 + 1) + 2h2
0(1 + η0 − h0)(−h1)(ξ0 − h0 + 1) + h2

0(1 + η0 − h0)
2(−h1)

]×
× exp

(
θ

1 + βθ

)
− h′0α1(θ − θamb) = −h2

0(1 + η0 − h0)
2(ξ0 − h0 + 1) exp

(
θ

1 + βθ

)
.

Отсюда получим формулу для h1(θ):

h1(θ) =
h′0α1(θ − θamb)− h2

0(1 + η0 − h0)
2(ξ0 − h0 + 1) exp

(
θ

1+βθ

)
h′0 [2h0(1 + η0 − h0)2(ξ0 − h0 + 1)− 2h2

0(1 + η0 − h0)(ξ0 − h0 + 1)− h2
0(1 + η0 − h0)2] exp

(
θ

1+βθ

) .
Заметим, что знаменатель полученной дроби обращается в 0 в точке срыва. С целью обеспечения

непрерывности η(θ, γ) потребуем, чтобы в этой точке числитель также обращался в 0. Тогда мы можем
выразить коэффициент α1 в (2.3):

α1 =
α0

h′0(θ∗)
. (2.8)

Чтобы посчитать h′0(θ
∗), найдем из уравнения медленной кривой вторую производную по θ:

d2F

dθ2
= Fh0h0(h

′
0)

2 + Fh0h
′′
0 + 2Fh0θh

′
0 + Fθθ = Fh0h0(h

′
0)

2 + 2Fh0θh
′
0 + Fθθ = 0.

Из этого следует:

h′0(θ) =
−Fh0θ ±

√
F 2
h0θ

− Fh0h0Fθθ

Fh0h0

.

Посчитаем необходимые производные:

Fh0θ =
[
2h0(1 + η0 − h0)

2(ξ0 − h0 + 1)− 2h2
0(1 + η0 − h0)

2(ξ0 − h0 + 1)− h2
0(1 + η0 − h0)

2(ξ0 − h0 + 1)
]×

× exp

(
θ

1 + βθ

)
(1 + βθ)−2,

Fθθ = h2
0(1 + η0 − h0)

2(ξ0 − h0 + 1) exp

(
θ

1 + βθ

)[
(1 + βθ)−4 − 2β(1 + βθ)−3

]
,

Fh0h0 =
[
4(1 + η0 − h0)[h

2
0 − h0(1 + η0 − h0)− 2h0(ξ0 − h0 + 1)] + 2(ξ0 − h0 + 1)[(1 + η0 − h0)

2 + 2h2
0]
]×

× exp

(
θ

1 + βθ

)
.

С учетом (2.5) и (2.6) значения производных в точке срыва будут иметь вид

Fh0θ(θ
∗) = 0,

Fθθ(θ
∗) = α0[(1 + βθ)−2 − 2β(1 + βθ)−1]

∣∣
θ=θ∗ ,

Fh0h0(θ
∗) =

−8h0(1 + η0 − h0)(ξ0 − h0 + 1)2 − 3h2
0(1 + η0 − h0)

2

2(ξ0 − h0 + 1)
exp

(
θ

1 + βθ

)∣∣∣∣
θ=θ∗

.

Приняв во внимание тот факт, что η — убывающая функция, подставим h′0(θ
∗) в (2.8):

α1 = −α0

√
−Fh0h0

(θ∗)
Fθθ(θ∗)

= −
√

α0h0(1+η0−h0)[8(ξ0−h0+1)2+3h0(1+η0−h0)] exp( θ
1+βθ )(1+βθ)2

2(ξ0−h0+1)(1−2β(1+βθ))

∣∣∣∣∣
θ=θ∗

.

Подставим в это выражение θ = θ∗:

α1 = −
√

α0(4ξ0+3η0+7−K)(−4ξ0+7η0+3+K)[8(6ξ0−3η0+3+K)2+3(4ξ0+3η0+7−K)(−4ξ0+7η0+3+K)]
2·103(6ξ0−3η0+3+K) ×

×e1+θamb

(
1 +

[
3− (θamb−1)2

2

]
β +O(β2)

)
.

(2.9)



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия 2024. Том 30, № 2. С. 12–19
Vestnik of Samara University. Natural Science Series 2024, vol. 30, no. 2, pp. 12–19 17

Итак, найдено критическое значение параметра α в первом приближении:

α∗(γ) = α0 + γα1 +O(γ2),

где α0 определено выражением (2.7), а α1 — выражением (2.9). На рисунке 2.2 представлены медленная
кривая, соответствующая критическому режиму, и траектория-утка системы.

Рис. 2.2. Медленная кривая (пунктирная линия) и траектория (сплошная линия) системы (1.3)–(1.4),
построенные при следующих значениях параметров: γ = 0, 01; β = 0, 01; η0 = 0, 9; ξ0 = 0, 9; θamb = −1, 5;

α = 0, 50796334626.
Fig. 2.2. The slow curve (dotted line) and trajectory (solid line) of the system (1.3)–(1.4), constructed with the

following parameter values: γ = 0, 01; β = 0, 01; η0 = 0, 9; ξ0 = 0, 9; θamb = −1, 5; α = 0, 50796334626.

Если сравнить с графиками, представленными на рисунке 2.1, то можно заметить, что при кри-
тическом режиме температура θ принимает гораздо большие значения, чем при режиме медленного
горения, однако рост температуры происходит медленно, с контролируемой скоростью по сравнению с
мгновенным ростом в режиме теплового взрыва. Этот факт имеет важное прикладное значение.

Выводы
Рассмотрена сравнительно новая модель автокаталитической реакции горения с учетом расхода ре-

агента и окислителя. Найдено асимптотическое разложение значения параметра, отвечающего за теп-
лоотвод из реакционной фазы, при котором в системе наблюдается критический режим. Такой режим
интересен тем, что значение температуры газа может быть сравнительно высоким, но при этом сам
процесс горения останется безопасным и не приведет к взрыву.
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ОБ ОДНОМ СЦЕНАРИИ СМЕНЫ УСТОЙЧИВОСТИ
ИНВАРИАНТНЫХ МНОГООБРАЗИЙ

СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ СИСТЕМ

АННОТАЦИЯ
Работа посвящена особенностям смены устойчивости медленных инвариантных многообразий

сингулярно возмущенных систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Необходимо отметить,
что смена устойчивости инвариантных многообразий может протекать по различным сценариям.
Кроме двух хорошо известных сценариев этого явления в данной работе рассматривается еще один
сценарий. Для демонстрации особенностей смены устойчивости медленных инвариантных многообразий
по этому сценарию предложен ряд примеров. Получена теорема существования точного инвариантного
многообразия со сменой устойчивости для некоторого класса сингулярно возмущенных систем
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Введение

Основным объектом изучения является автономная сингулярно возмущенная система дифференци-
альных уравнений вида

ẋ = f(x, y, μ, ε),
εẏ = g(x, y, μ, ε),

(1)

где x и y — векторы в Евклидовых пространствах; ε — малый положительный параметр; μ — вектор
параметров, вектор-функции f и g достаточно гладкие, и их значения сравнимы с единицей. Медленная
и быстрая подсистемы описываются первым и вторым уравнениями системы (1) соответственно [1–3].



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия 2024. Том 30, № 2. С. 20–29
Vestnik of Samara University. Natural Science Series 2024, vol. 30, no. 2, pp. 20–29 21

Напомним, что гладкая поверхность называется инвариантным многообразием системы (1), если лю-
бая траектория, которая имеет с ней хотя бы одну общую точку, целиком принадлежит этой поверх-
ности [1–3].

Среди инвариантных многообразий выделяют так называемые медленные инвариантные многообра-
зия — инвариантные поверхности медленных движений, размерность которых равна размерности мед-
ленной подсистемы. В предельном случае (при ε = 0) медленное инвариантное многообразие называется
медленной поверхностью (или медленной кривой, в зависимости от ее размерности), которая описыва-
ется уравнением

g(x, y, μ, 0) = 0.

Устойчивость или неустойчивость медленного инвариантного многообразия определяется устойчиво-
стью или неустойчивостью медленной поверхности. Известно, что медленная поверхность является устой-
чивой, то есть притягивающей для траекторий системы (1), если все собственные числа матрицы ли-
неаризации быстрой подсистемы имеют отрицательные вещественные части [1–3]. В противном случае
она будет неустойчивой (отталкивающей).

При исследовании сингулярно возмущенных систем большой интерес вызывают критические случаи,
когда меняется знак одного или нескольких собственных чисел матрицы линеаризации быстрой подси-
стемы. Это приводит к тому, что медленное инвариантное многообразие теряет устойчивость [2; 3].
Есть несколько сценариев данного явления [4; 5]. С помощью введения условий на дополнительные па-
раметры системы в этих случаях можно построить медленное инвариантное многообразие со сменой
устойчивости [6; 7].

Первый сценарий можно наблюдать, когда одно из собственных чисел матрицы линеаризации быст-
рой подсистемы переходит через ноль и становится положительным. Этот случай связан с существовани-
ем траекторий-уток [6; 8–16]. Такая траектория системы идет сначала по притягивающему инвариантно-
му многообразию, а после — по отталкивающему. В этом сценарии требуется подобрать значение допол-
нительного параметра, которое обеспечит непрерывность функции, описывающей траекторию-утку [3].
Аналогичный сценарий смены устойчивости наблюдается в многомерных инвариантных многообразиях
со сменой устойчивости, которые можно рассматривать как инвариантные поверхности, целиком состо-
ящие из траекторий-уток [2; 6; 7; 12; 14; 17].

Во втором сценарии меняется знак вещественной части пары комплексно сопряженных собственных
чисел матрицы линеаризации быстрой подсистемы. В этом случае наблюдается явление затягивания
потери устойчивости: траектория системы (1) уходит от положения равновесия не сразу после того,
как оно потеряло устойчивость, а через какое-то время [4; 18–22].

Данная работа посвящена еще одному сценарию смены устойчивости медленных инвариантных много-
образий сингулярно возмущенных систем вида (1). Суть этого сценария заключается в том, что устойчи-
вой части медленного инвариантного многообразия отвечает пара комплексно сопряженных собственных
чисел с отрицательной вещественной частью матрицы линеаризации быстрой подсистемы, а неустойчи-
вой части медленного инвариантного многообразия отвечает пара вещественных собственных чисел про-
тивоположных знаков. Другими словами, смена устойчивости связана с одновременным обнулением и
вещественных частей, и коэффициентов при мнимой части собственных чисел матрицы линеаризации
быстрой подсистемы.

1. Основные результаты

В качестве простейшей системы, в которой наблюдается описанный выше сценарий смены устойчи-
вости медленного инвариантного многообразия, можно рассмотреть сингулярно возмущенную систему
вида

ẋ = 1,
εẏ = z,

εż = axy + bxz,
(2)

где a и b — константы; ε — малый положительный параметр.
Система {

z = 0,
axy + bxz = 0

описывает медленную кривую системы (2). Для исследования ее на устойчивость запишем матрицу
линеаризации быстрой подсистемы:

J =

(
0 1
ax bx

)
, (3)
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с характеристическим многочленом
λ2 − bxλ− ax = 0.

Учитывая необходимое условие устойчивости полиномов, можем сказать, что при a и b разных знаков
медленная кривая будет неустойчивой.

В случае когда a > 0 и b > 0, медленная кривая будет устойчивой, если x будет отрицательным.
Если a < 0 и b < 0, то для устойчивости медленной кривой необходимо, чтобы x был положительным.

Исследуем собственные значения матрицы линеаризации (3). Они имеют следующий вид:

λ1,2 =
bx±√

b2x2 + 4ax

2
.

Смена знака подкоренного выражения собственных чисел происходит в двух точках: x = 0 и
x = −4a/b2. Причем при x = 0 происходит обнуление вещественных и мнимых частей собственных чисел.

Рассмотрим подробнее случай a > 0, b > 0.

1. x < −4a/b2. При таких значениях x подкоренное выражение принимает положительные значения,
то есть собственные числа будут вещественными.
Выясним знак собственного числа λ1, где

λ1 =
bx+

√
b2x2 + 4ax

2
.

Так как x < 0, то bx < 0 и
4ax < 0 ⇒

√
b2x2 + 4ax < |bx|.

Следовательно,

λ1 =
bx+

√
b2x2 + 4ax

2
<

bx+ |bx|
2

= 0.

Выясним знак собственного числа λ2, где

λ2 =
bx−√

b2x2 + 4ax

2
.

Так как bx < 0 и √
b2x2 + 4ax > 0,

то

λ2 =
bx−√

b2x2 + 4ax

2
< 0.

Таким образом, при x < −4a/b2 матрица J имеет отрицательные вещественные собственные зна-
чения.

2. −4a/b2 < x < 0. В этом случае подкоренное выражение принимает отрицательные значения, сле-
довательно, собственные значения будут комплексными с отрицательной вещественной частью.

3. x > 0. При таких значениях x подкоренное выражение принимает положительные значения, то
есть собственные числа будут вещественными.

Выясним знак собственного числа λ1, где

λ1 =
bx+

√
b2x2 + 4ax

2
.

Так как x > 0, то bx > 0 и √
b2x2 + 4ax > 0.

Следовательно,

λ1 =
bx+

√
b2x2 + 4ax

2
> 0.

Выясним знак собственного числа λ2, где

λ2 =
bx−√

b2x2 + 4ax

2
.

Так как bx > 0 и
4ax > 0 ⇒

√
b2x2 + 4ax > |bx|,
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то

λ2 =
bx−√

b2x2 + 4ax

2
<

bx− |bx|
2

= 0.

Таким образом, при x > 0 матрица J имеет вещественные собственные значения разных знаков.
Бифуркация собственных значений матрицы J представлена на рис. 1.

В случае a < 0 и b < 0 анализ собственных чисел проводится аналогично. Здесь при x < 0 собствен-
ные значения будут вещественными разных знаков, при x ∈ (0,−4a/b2) — комплексно сопряженными
с отрицательной вещественной частью, а при x > −4a/b2 собственные значения будут отрицательными
вещественными, см. рис. 1. Отметим, что в случае a < 0 и b < 0 изменения в характере собственных
чисел происходят аналогичным образом, но при уменьшении x.

Рис. 1. Собственные числа матрицы J для случая а — a > 0 и b > 0; б — a < 0 и b < 0
Fig. 1. Eigenvalues of the matrix J for the case а — a > 0 and b > 0; б — a < 0 and b < 0

Таким образом, в системе (2) при x = 0 наблюдается новый сценарий смены устойчивости точно-
го медленного инвариантного многообразия y ≡ 0, z ≡ 0, связанный с одновременным обнулением и
вещественных частей, и коэффициентов при мнимой части собственных чисел матрицы линеаризации
быстрой подсистемы.

Этот же сценарий смены устойчивости медленного инвариантного многообразия можно рассмотреть
в более сложных системах. Рассмотрим следующие примеры.

Пример 1.
ẋ = 1,
εẏ = z,

εż = axy + bxz + f(x) + μ,
(4)

где f(x) = α0x
2 + α1x + α2, а αi (i = 0, . . . , 2) — константы. Покажем, что система (4) имеет мед-

ленное инвариантное многообразие со сменой устойчивости, связанной с одновременным обнулением и
вещественных частей, и коэффициентов при мнимой части собственных чисел матрицы линеаризации
быстрой подсистемы.

Чтобы найти это инвариантное многообразие, нужно должным образом подобрать значение допол-
нительного параметра μ. Бифуркационное значение μ = μ∗ и соответствующую ему траекторию (од-
номерное инвариантное многообразие со сменой устойчивости) будем искать в виде асимптотического
разложения по степеням ε:

μ∗ = μ0 + εμ1 + ε2μ2 + . . . ,
y = Y (x, ε) = Y0(x) + εY1(x) + ε2Y2(x) + . . . .

(5)

Для нахождения μi, Yi(x) подставим разложения (5) в уравнение инвариантности:

ε
dz

dt
= ε

dz

dx

dx

dt

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получим:
при ε0:

μ0 = −α2,

Y0(x) = −α0x

a
− α1

a
;

при ε1:

μ1 = 0,

Y1(x) =
b

a2
α0;
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при εn, где n � 2:
μn = 0,

Yn(x) = 0.

Следовательно, для μ∗ = −α2 существует точное инвариантное многообразие со сменой устойчивости{
y = A0x+A1,
z = −εA0,

(6)

где

A0 = −α0

a
, A1 = −α1

a
+ ε

bα0

a2
.

Траектория, соответствующая решению (6) системы (4), является глобальным медленным инвариант-
ным многообразием со сменой устойчивости. Все остальные траектории, начиная с начальной точки в
области влияния его устойчивой части, следуют вдоль него и затем продолжают свое движение вдоль
его неустойчивой части на расстояние порядка O(1) при ε → 0, см. рис. 2 и рис. 3.

Рис. 2. Глобальное медленное инвариантное многообразие со сменой устойчивости (6) (сплошная линия) и
траектория системы (4) с начальным условием x(0) = −0, 5, y(0) = 2, z(0) = 1, 5 (пунктирная линия);

a = 1, b = 1, α0 = 1, α1 = 1, 2, α2 = 0, 1, ε = 0, 01
Fig. 2. Global stable/unstable slow invariant manifold (6) (solid line) and the trajectory of the system (4) with
initial data x(0) = −0.5, y(0) = 2, z(0) = 1.5 (dash line); a = 1, b = 1, α0 = 1, α1 = 1.2, α2 = 0.1, ε = 0.01

Пример 2. Рассмотрим еще один пример с другим возмущением:

ẋ = 1,
εẏ = z,

εż = axy + bxz + f(x) + μ,
(7)

где f(x) = α0x
5 + α1x

4 + α2x
3 + α3x

2 + α4x+ α5, а αi (i = 0, . . . , 5) — константы.
Бифуркационное значение μ = μ∗ и соответствующую ему траекторию ищем в виде разложений (5).
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, получим:

при ε0:

μ0 = −α5,

Y0(x) = −α0x
4

a
− α1x

3

a
− α2x

2

a
− α3x

a
− α4

a
;

при ε1:
μ1 = 0,

Y1(x) =
b

a2
(
4α0x

3 + 3α1x
2 + 2α2x+ α3

)
;

при ε2:

μ2 = −2α2

a
,
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Рис. 3. Глобальное медленное инвариантное многообразие со сменой устойчивости (6) (сплошная линия) и
траектория системы (4) с начальным условием x(0) = −0, 95, y(0) = 2, z(0) = 1, 5 (пунктирная линия);

a = 1, b = 1, α0 = 1, α1 = 1, 2, α2 = 0, 1, ε = 0, 01
Fig. 3. Global stable/unstable slow invariant manifold (6) (solid line) and the trajectory of the system (4) with
initial data x(0) = −0.95, y(0) = 2, z(0) = 1.5 (dash line); a = 1, b = 1, α0 = 1, α1 = 1.2, α2 = 0.1, ε = 0.01

Y2(x) = − b2

a3
(
12α0x

2 + 6α1x+ 2α2

)− 1

a2
(12α0x+ 6α1) ;

при ε3:

μ3 =
6bα1

a2
,

Y3(x) =
b3

a4
(24α0x+ 6α1) +

b

a3
12α0 +

b

a3
24α0;

при ε4:

μ3 = −24b2α0

a3
,

Y4(x) = − b4

a5
24α0;

при εn, где n � 5:
μn = 0,

Yn(x) = 0.

Следовательно, для

μ∗ = −α5 − ε2
2α2

a
+ ε3

6bα1

a2
− ε4

24b2α0

a3

существует точное инвариантное многообразие со сменой устойчивости{
y = A0x

4 +A1x
3 +A2x

2 +A3x+A4,
z = −ε(4A0x

3 + 3A1x
2 + 2A2x+A3),

(8)

где

A0 = −α0

a
, A1 = −α1

a
+ ε

4bα0

a2
, A2 = −α2

a
+ ε

3bα1

a2
− ε2

12b2α0

a3
,

A3 = −α3

a
+ ε

2bα2

a2
− ε2

6b2α1

a3
− ε2

1

a2
12α0 + ε3

b3

a4
24α0,

A4 = −α4

a
+ ε

bα3

a2
− ε2

2b2α2

a3
− ε2

1

a2
6α1 + ε3

b3

a4
6α1 + ε3

b

a3
12α0 + ε3

b

a3
24α0 − ε4

b4

a5
24α0.

Траектория, соответствующая точному решению (8) системы (7), является глобальным медленным
инвариантным многообразием со сменой устойчивости. Все остальные траектории, начиная с начальной
точки в области влияния его устойчивой части, следуют вдоль него и затем продолжают свое движение
вдоль его неустойчивой части на расстояние порядка O(1) при ε → 0, см. рис. 4 и рис. 5.
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Рис. 4. Глобальное медленное инвариантное многообразие со сменой устойчивости (8) (сплошная линия) и
траектория системы (7) с начальным условием x(0) = −0, 5, y(0) = 2, z(0) = 1, 5 (пунктирная линия);

a = 1, b = 1, α0 = 1, 5, α1 = 1, 2, α2 = 1, 1, α3 = −1, α4 = 2, 1, α5 = 1, 5, ε = 0, 01
Fig. 4. Global stable/unstable slow invariant manifold (8) (solid line) and the trajectory of the system (7) with

initial data x(0) = −0.5, y(0) = 2, z(0) = 1.5 (dash line);
a = 1, b = 1, α0 = 1.5, α1 = 1.2, α2 = 1.1, α3 = −1, α4 = 2.1, α5 = 1.5, ε = 0.01

Рис. 5. Глобальное медленное инвариантное многообразие со сменой устойчивости (8) (сплошная линия) и
траектория системы (7) с начальным условием x(0) = −0, 95, y(0) = 2, z(0) = 1, 5 (пунктирная линия);

a = 1, b = 1, α0 = 1, 5, α1 = 1, 2, α2 = 1, 1, α3 = −1, α4 = 2, 1, α5 = 1, 5, ε = 0, 01
Fig. 5. Global stable/unstable slow invariant manifold (8) (solid line) and the trajectory of the system (7) with

initial data x(0) = −0.95, y(0) = 2, z(0) = 1.5 (dash line);
a = 1, b = 1, α0 = 1.5, α1 = 1.2, α2 = 1.1, α3 = −1, α4 = 2.1, α5 = 1.5, ε = 0.01

Таким образом, в рассмотренных примерах наблюдается новый сценарий смены устойчивости мед-
ленных инвариантных многообразий, связанный с одновременным обнулением и вещественных частей,
и коэффициентов при мнимой части собственных чисел матрицы линеаризации быстрой подсистемы.
Эти примеры можно обобщить.

Теорема 1. Для системы

ẋ = 1, εẏ = z, εż = axy + bxz + f(x) + μ, (9)

где f(x) = α0x
k + α1x

k−1 + . . . + αk−1x + αk, а αi, (i = 0, . . . , k) и k — константы, существует точное
медленное инвариантное многообразие со сменой устойчивости. Смена устойчивости этого многообразия
обусловлена одновременным обнулением и вещественных частей, и коэффициентов при мнимой части
собственных чисел матрицы линеаризации быстрой подсистемы.
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Выводы

В работе исследовался сценарий смены устойчивости медленного инвариантного многообразия, свя-
занный с одновременным обнулением и вещественной части, и коэффициентов при мнимой части соб-
ственных значений матрицы линеаризации быстрой подсистемы. В качестве иллюстрации было пред-
ложено несколько примеров сингулярно возмущенных систем, для которых существует точное инвари-
антное многообразие с такой сменой устойчивости. Получена теорема существования точного инвари-
антного многообразия со сменой устойчивости для некоторого класса сингулярно возмущенных систем
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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ABSTRACT
The article is devoted to the peculiarities of stability change of slow invariant manifolds of singularly

perturbed systems of ordinary differential equations. It should be noted that the change of stability of
invariant manifolds can proceed according to different scenarios. In addition to two well-known scenarios of this
phenomenon, one more scenario is considered in this paper. To demonstrate the peculiarities of the stability
change of slow invariant manifolds under this scenario, a number of examples are proposed. The existence
theorem of an exact invariant manifold with stability change for some class of singularly perturbed systems
of ordinary differential equations is obtained.
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ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ
I РОДА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

АННОТАЦИЯ
В статье рассмотрена нелокальная задача с интегральными условиями для одномерного уравнения

четвертого порядка. Особенностью этой задачи являются нелокальные интегральные условия I рода,
ядра которых зависят не только от пространственной переменной, но и от переменной времени. Для
доказательства разрешимости задачи предложен метод, позволивший преодолеть трудности, связанные
со структурой нелокальных условий, и получить априорные оценки решения, на которых базируется
доказательство как единственности, так и существования решения поставленной задачи.

Ключевые слова: уравнение четвертого порядка; нелокальная задача; интегральные условия
1-го и 2-го рода.
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Введение

В настоящее время задачи с нелокальными условиями для уравнений с частными производными
продолжают привлекать внимание исследователей. Интерес к этому классу задач обоснован
необходимостью построения математических моделей, отвечающих потребностям современного
естествознания [1; 2]. Вскоре после выхода статей [3; 4], положивших начало систематическим
исследованиям нелокальных задач с интегральными условиями, появился ряд работ, в которых в
том или ином качестве присутствуют нелокальные интегральные условия: либо вместо граничных
[5–16], либо в качестве условий переопределения в обратных задачах [17; 18]. В большинстве из
упомянутых работ изучены задачи для параболических и гиперболических уравнений второго порядка.
К настоящему времени появились статьи, в которых исследуются нелокальные задачи для уравнений
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порядка выше второго. Отметим статью [19], в которой рассмотрена нелокальная задача для уравнения
четвертого порядка и, кроме того, имеется значительный список литературы. Исследования показали,
что классические методы обоснования разрешимости начально-краевых задач не могут быть применены
без существенных модификаций, если вместо краевых или начальных условий (или некоторых из
них) заданы нелокальные условия. Основное содержание статьи представляет собой демонстрацию
предложенного нами метода, который позволил доказать существование единственного решения задачи
с нелокальными интегральными условиями I рода, ядра которых зависят как от x, так и от t, для
уравнения четвертого порядка. Доказательство базируется на полученных в работе априорных оценках.

1. Постановка задачи
Рассмотрим уравнение

utt − (a(x, t)ux)x − (b(x)uttx)x + c(x, t)u = f(x, t) (1.1)

в области QT = (0, l) × (0, T ), предполагая, что коэффициенты уравнения и его правая часть —
достаточно гладкие функции, a(x, t) � a0 > 0 в Q̄T , b(x) � b0 > 0, и поставим для него следующую
задачу.

Задача 1. Найти в QT решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям:

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (1.2)∫ l

0

Ki(x, t)u(x, t)dx = hi(t), i = 1, 2. (1.3)

Функции f(x, t), Ki(x, t), hi(t), ϕ(x), ψ(x) заданы в соответствующих областях и достаточно гладки
там. Ниже мы приведем четкие требования и условия на эти функции. Будем также предполагать
выполненными условия согласования∫ l

0

Ki(x, 0)ϕ(x)dx = hi(0),

∫ l

0

Ki(x, 0)ψ(x)dx+

∫ l

0

Kit(x, 0)ϕ(x)dx = h′i(0). (1.4)

Условие (1.3) относится к нелокальным интегральным условиям первого рода. Известно [20; 21],
что интегральные условия первого рода приводят к значительным трудностям при обосновании
разрешимости задач, отчасти аналогичных тем, что возникают при решении интегральных уравнений
первого рода.

Интегральные условия, содержащие и внеинтегральные слагаемые, в которых присутствуют следы
искомого решения и его производной по нормали к границе, называют условиями второго рода.
Для исследования нелокальных задач с интегральными условиями второго рода, содержащими
производные по пространственной переменной, разработан эффективный метод, позволяющий
обосновать разрешимость задачи в пространстве Соболева [20; 21]. При его реализации удается
использовать многие стандартные приемы вывода априорных оценок, на которых в основном базируется
доказательство как единственности, так и существования решения. В случае одной пространственной
переменной трудность, которую доставляет интегральное условие первого рода, можно легко обойти
с помощью приема [20], позволяющего перейти от условия вида (1.3) к условию, содержащему
производную по направлению нормали.

Мы используем здесь модифицированную версию этого приема и преодолеем на пути его реализации
и другую трудность, связанную с тем, что в нашей статье, в отличие, например, от [14], ядра
интегральных условий зависят как от x, так и от t.

2. Основной результат
Будем предполагать, что выполняются следующие условия:

a, ax, at, c ∈ C(Q̄T ), b ∈ C1[0, l], ϕ ∈ W 1
2 (0, l), ψ ∈ L2(0, l),

f ∈ L2(QT ), hi ∈ C2[0, T ], Ki ∈ C2(Q̄T ), Kitxx ∈ C(Q̄T ),

Δ = K1(0, t)K2(l, t)−K1(l, t)K2(0, t) �= 0.

Мы докажем существование единственного обобщенного решения поставленной задачи 1, определение
которого будет дано ниже, в несколько этапов по следующей схеме.

1. Покажем, что условия первого рода (1.3) эквивалентны при выполнении условий согласования
(1.4) интегральным условиям второго рода.
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2. Введем понятие обобщенного решения задачи с нелокальным условием второго рода, которую
будем называть задача 2.

3. Докажем единственность обобщенного решения задачи 2.
4. Докажем существование обобщенного решения задачи 2.
5. Сформулируем в терминах задачи 1 условия существования ее единственного обобщенного

решения.
Приступим к реализации нашего плана.

Эквивалентность нелокальных условий

Лемма. Если u(x, t) — решение задачи 1, выполняются условия согласования (1.4) и для всех
t ∈ [0, T ]

Δ = K1(0, t)K2(l, t)−K1(l, t)K2(0, t) �= 0, (Kix(x, t)b(x))x = −Ki(x, t),

то условия (1.3) эквивалентны интегральным условиям второго рода вида

a(0, t)ux(0, t) = M1(u) + g1(t),

a(l, t)ux(l, t) = M2(u) + g2(t).

Здесь Mi(u) представляют собой соотношения, содержащие искомое решение u(x, t), его следы на x =
= 0, x = l, интегралы от искомого решения, но не содержат производных по пространственной
переменной, gi(t) выражаются через известные функции. Мы сознательно не выписываем сразу
представления Mi(u), и не только по причине их громоздкости. В процессе доказательства леммы
мы продемонстрируем их вывод, укажем возможные варианты, обоснуем сделанный выбор и обсудим
дальнейшее обобщение.

Доказательство. Пусть u(x, t) — решение задачи 1.
Дифференцируя равенство (1.3) по t дважды, получим∫ l

0

Ki(x, t)utt(x, t)dx+ 2

∫ l

0

Kit(x, t)ut(x, t)dx+

∫ l

0

Kitt(x, t)u(x, t)dx = h′′i (t). (2.1)

Так как по предположению u(x, t) удовлетворяет уравнению (1.3), то

utt = (aux)x + (buttx)x − cu+ f.

Подставив это равенство в (2.1), мы получаем возможность проинтегрировать слагаемое, содержащее
вторые производные от искомого решения, что и сделаем. В результате получим из (2.1):

K1(l, t)a(l, t)ux(l, t)−K1(0, t)a(0, t)ux(0, t) +K1(l, t)b(l)uttx(l, t)−
−K1(0, t)b(0)uttx(0, t)−K1x(l, t)a(l, t)u(l, t) +K1x(0, t)a(0, t)u(0, t)+

+K1x(0, t)b(0)utt(0, t)−K1x(l, t)b(l)utt(l, t)+

+

∫ l

0

[(K1xa)x −K1c+ 2K1tt]u(x, t)dx+

+4

∫ l

0

K1t(x, t)ut(x, t)dx = 2h′′1(t)−
∫ l

0

K1(x, t)f(x, t)dx, (2.2)

K2(l, t)a(l, t)ux(l, t)−K2(0, t)a(0, t)ux(0, t) +K2(l, t)b(l)uttx(l, t)−
−K2(0, t)b(0)uttx(0, t)−K2x(l, t)a(l, t)u(l, t) +K2x(0, t)a(0, t)u(0, t)+

+K2x(0, t)b(0)utt(0, t)−K2x(l, t)b(l)utt(l, t)+

+

∫ l

0

[(K2xa)x −K2c+ 2K2tt]u(x, t)dx+

+2

∫ l

0

K2t(x, t)ut(x, t)dx = 2h′′2(t)−
∫ l

0

K2(x, t)f(x, t)dx. (2.3)

Рассмотрим равенства (2.2) и (2.3) как систему уравнений относительно a(0, t)ux(0, t) + buttx(0, t),
a(l, t)ux(l, t) + buttx(l, t) и, учитывая условие
Δ = K1(0, t)K2(l, t)−K1(l, t)K2(0, t) �= 0, решим ее. Получим

a(0, t)ux(0, t) + buttx(0, t) = α11(t)u(0, t) + α12(t)u(l, t) + β11(t)utt(0, t)+

+β12(t)utt(l, t) +

∫ l

0

H1(x, t)u(x, τ)dx+

∫ l

0

P1(x, t)utdx+ g1(t), (2.4)
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a(l, t)ux(l, t) + buttx(l, t) = α21(t)u(0, t) + α22(t)u(l, t) + β21(t)utt(0, t)+

+β22(t)utt(l, t) +

∫ l

0

H2(x, t)u(x, τ)dx+

∫ l

0

P2(x, t)utdx+ g1(t), (2.5)

где мы обозначили

α11(t) =
K1x(0, t)K2(l, t)−K2x(0, t)K1(l, t)

Δ
a(0, t),

α12(t) =
K2x(l, t)K1(l, t)−K1x(l, t)K2(l, t)

Δ
a(l, t),

α21(t) =
K1x(0, t)K2(0, t)−K2x(0, t)K1(0, t)

Δ
a(0, t),

α22(t) =
K2x(l, t)K1(0, t)−K1x(l, t)K2(0, t)

Δ
a(l, t),

β11(t) =
K1x(0, t)K2(l, t)−K2x(0, t)K1(l, t)

Δ
b(0),

β12(t) =
K2x(l, t)K1(l, t)−K1x(l, t)K2(l, t)

Δ
b(l),

β21(t) =
K1x(0, t)K2(0, t)−K2x(0, t)K1(0, t)

Δ
b(0),

β22(t) =
K2x(l, t)K1(0, t)−K1x(l, t)K2(0, t)

Δ
b(l),

K̃1 = (K1x(x, t)a(x, t))x −K1(x, t)c(x, t) + 2K1tt(x, t),

K̃2 = (K2x(x, t)a(x, t))x −K2(x, t)c(x, t) + 2K2tt(x, t),

H1(x, t) =
K̃1(x, t)K2(l, t)− K̃2(x, t)K1(l, t)

Δ
,

H2(x, t) =
K̃1(x, t)K2(0, t)− K̃2(x, t)K1(0, t)

Δ
,

P1(x, t) = 2
K1t(x, t)K2(l, t)−K2t(x, t)K1(l, t)

Δ
,

P2(x, t) = 2
K1t(x, t)K2(0, t)−K2t(x, t)K1(0, t)

Δ
,

g1(t) =
1

Δ

[
h′′1(t)K2(l, t)− h′′2(t)K1(l, t)−

−
∫ l

0

[K1(x, t)K2(l, t)−K2(x, t)K1(l, t)]f(x, t)dx
]
,

g2(t) =
1

Δ

[
h′′1(t)K2(0, t)− h′′2(t)K1(0, t)−

−
∫ l

0

[K1(x, t)K2(0, t)−K2(x, t)K1(0, t)]f(x, t)dx
]
.

Пусть теперь u(x, t) — решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям (1.2), (2.4), (2.5),
и выполняются условия согласования (1.4). Заметим, что если выполняются (2.4), (2.5), то выполняются
и (2.2), (2.3), из которых и получены (2.4), (2.5). Умножив (1.1) на Ki(x, t) и проинтегрировав
полученные равенства по промежутку (0, l) после элементарных, но громоздких преобразований,
в которых учтены (2.2), (2.3), приходим к равенствам

d2

dt2
[

∫ l

0

Ki(x, t)u(x, t)dx− hi(t)] = 0. (2.6)

Мы получили два уравнения второго порядка относительно функций∫ l

0
Ki(x, t)u(x, t)dx− hi(t), i = 1, 2. В силу начальных данных (1.2) и условий согласования (1.4) имеем∫ l

0

Ki(x, 0)u(x, 0)dx− hi(0) = 0,

d

dt

∫ l

0

Ki(x, t)u(x, t)dx|t=0 − h′i(0) = 0,
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откуда ∫ l

0

Ki(x, t)u(x, t)dx− hi(t) = 0

как решение однородной задачи Коши. Это означает, что выполняются условия (1.3) и лемма доказана
Утверждение доказанной леммы дает возможность вместо задачи 1 с нелокальными условиями (1.3)

изучать задачу с условиями (2.4), (2.5), которые содержат производные по пространственной переменной.
Именно их присутствие в нелокальном условии позволит получить оценки, с помощью которых мы и
докажем однозначную разрешимость задачи. Действительно, для обоснования разрешимости задач с
нелокальными условиями вида

∂u(x, t)

∂ν
+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy = h(x, t), x ∈ ∂Ω

разработан и не раз применен эффективный метод [23; 9; 21]. Однако в нашем случае все не так просто,
так как в правых частях равенств (2.4), (2.5) присутствуют следы производных второго порядка по t,
что существенно отличает ситуацию от той, которая имеет место в отмеченных статьях. Мы покажем,
что это не препятствует обоснованию разрешимости упомянутым методом, если предпринять некоторые
меры.

Во избежание громоздких выражений введем обозначения

B1(u) = α11(t)u(0, t) + α12(t)u(l, t) + β11(t)utt(0, t) + β12(t)utt(l, t)+

+

∫ l

0

H1(x, t)u(x, τ)dx+

∫ l

0

P1(x, t)utdx,

B2(u) = α21(t)u(0, t) + α22(t)u(l, t) + β21(t)utt(0, t) + β22(t)utt(l, t)+

+

∫ l

0

H2(x, t)u(x, τ)dx+

∫ l

0

P2(x, t)utdx.

Учитывая доказанное в лемме 1 утверждение об эквивалентности нелокальных условий, перейдем к
задаче с нелокальными интегральными условиями второго рода

a(0, t)ux(0, t) + buttx(0, t) = B1(u) + g1(t),
a(l, t)ux(l, t) + buttx(l, t) = B2(u) + g2(t).

(2.7)

Задача 2. Найти в QT решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условиям (1.2) и (2.7).
Введем понятие решения задачи 2.
Следуя известной схеме [25] и предполагая, что u(x, t) является классическим решением задачи 2,

рассмотрим равенство∫ T

0

∫ l

0

(utt − (aux)x − (buttx)x + cu)v(x, t)dxdt =

∫ T

0

∫ l

0

f(x, t)v(x, t)dxdt,

где v(x, t) достаточно гладкая функция и v(x, T ) = 0.
Преобразовав это равенство, интегрируя по частям, получим∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx − buxtvxt + cuv)dxdt+

+

∫ T

0

v(0, t)[a(0, t)ux(0, t) + b(0)uttx(0, t)]dt−

−
∫ T

0

v(l, t)[a(l, t)ux(l, t) + b(l)uttx(l, t)]dt =

∫ T

0

∫ l

0

fvdxdt.

Учитывая теперь условия (2.7), запишем полученное равенство так:∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx − buxtvxt + cuv)dxdt+

+

∫ T

0

v(0, t)B1(u)dt−
∫ T

0

v(l, t)B2(u)dt =

=

∫ T

0

∫ l

0

fvdxdt+

∫ T

0

v(0, t)g1(t)dt+

∫ T

0

v(l, t)g2(t).
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Обозначим
W (QT ) = {u(x, t) : u ∈ W 1

2 (QT ), uxt ∈ L2(QT )};
Ŵ (QT ) = {v(x, t) : v ∈ W (QT ), v(x, T ) = 0}.

Нашей целью является доказательство разрешимости задачи 2 в пространстве W (QT ), поэтому
полученное выше равенство пока не может служить основой определения решения в этом пространстве,
так как содержит следы производных второго и третьего порядков. Чтобы преодолеть это затруднение,
преобразуем слагаемые, содержащие эти производные, интегрируя по частям, в∫ T

0

v(0, t)B1(u)dt,

∫ T

0

v(l, t)B2(u)dt.

Приведем эти выкладки для первого слагаемого:∫ T

0

v(0, t)utt(0, t)β11dt = −
∫ T

0

vt(0, t)ut(0, t)β11dt−
∫ T

0

v(0, t)ut(0, t)β
′
11(t)dt,

∫ T

0

v(0, t)utt(l, t)β12dt = −
∫ T

0

vt(0, t)ut(l, t)β12dt−
∫ T

0

v(0, t)ut(l, t)β
′
12(t)dt,

В результате сделанных преобразований получим∫ T

0

v(0, t)B1(u)dt =

=

∫ T

0

v(0, t)[α11u(0, t) + α12u(l, t)− β′11ut(0, t)− β′12ut(l, t)]dt−

−
∫ T

0

vt(0, t)[β11(t)ut(0, t) + β12ut(l, t)]dt+

+

∫ T

0

v(0, t)[

∫ l

0

H1(x, t)u(x, t)dx+

∫ l

0

P1(x, t)ut(x, t)dx]dt. (2.8)

Совершенно аналогично получим
∫ T

0

v(l, t)B2(u)dt =

=

∫ T

0

v(l, t)[α21u(0, t) + α22u(l, t)− β′21ut(0, t)− β′22ut(l, t)]dt−

−
∫ T

0

vt(l, t)[β21(t)ut(0, t) + β22ut(l, t)]dt+

+

∫ T

0

v(l, t)[

∫ l

0

H2(x, t)u(x, t)dx+

∫ l

0

P2(x, t)ut(x, t)dx]dt. (2.9)

Определение. Решением задачи 2 будем называть функцию u ∈ W (QT ), удовлетворяющую условию
u(x, 0) = 0 и тождеству∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx − buxtvxt + cuv)dxdt+

∫ T

0

v(0, t)B1(u)dt−
∫ T

0

v(l, t)B2(u)dt =

=

∫ T

0

∫ l

0

fvdxdt−
∫ T

0

v(0, t)g1(t)dt+

∫ T

0

v(l, t)g2(t)dt (2.10)

для любой v ∈ Ŵ (QT ), а второй и третий интегралы в левой части (2.10) понимаются в смысле (2.8)
и (2.9).

Теорема 1.
Если

a, ax, at, c ∈ C(Q̄T ), αij ,∈ C1[0, T ], βij ∈ C2[0, T ], i, j = 1, 2,

Hi, Pi, Pix ∈ L2(0, l) ∀t ∈ [0, T ], gi ∈ L2(0, T ),

β12 + β21 = 0, β11ξ
2 − 2β12ξη − β22η

2 � 0,

то существует единственное обобщенное решение задачи 2.
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Доказательство.
Покажем, что существует не более одного решения задачи 2. Предположим, что это не так.

Тогда функция u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t), разность предполагаемых различных решений задачи 2,
удовлетворяет условию u(x, 0) = 0 и тождеству∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx − butxvtx + cuv)dxdt+

+

∫ T

0

v(0, t)B1(u)dt−
∫ T

0

v(l, t)B1(u)dt = 0. (2.11)

Выберем функцию v(x, t) в (2.11) следующим образом:

v(x, t) =

⎧⎨
⎩

t∫
τ

u(x, η)dη, 0 � t � τ,

0, τ � t � T.

Преобразуем (2.11) с выбранной функцией, учитывая, что vt(x, t) = u(x, t), v(x, τ) = 0. Начнем с
интегрирования первых двух слагаемых под знаком интеграла слева и получим

1

2

∫ l

0

[u2(x, τ) + b(x)u2
x(x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0)]dx =

∫ τ

0

∫ l

0

cuvdxdt−

−1

2

∫ τ

0

∫ l

0

atv
2
xdxdt+

∫ τ

0

v(0, t)B1(u)dt−
∫ τ

0

v(l, t)u)B2(u)dt. (2.12)

На первый взгляд очевиден следующий шаг в доказательстве — сделать оценку правой части (2.12).
Но сразу это сделать нельзя, так как соотношения Bi(u) содержат следы искомого решения, что
пока не позволяет получить полезную оценку в нужном пространстве. Поэтому сделаем некоторые
преобразования в процессе оценки правой части равенства (2.12). Запишем их постепенно и подробно,
учитывая введенные обозначения.

Рассмотрим правые части (2.8), (2.9) и проведем некоторые вычисления с учетом представления
выбранной функции v(x, t).

I11 =

∫ τ

0

α11(t)v(0, t)u(0, t)dt = −1

2

∫ τ

0

α′11(t)v
2(0, t)dt− 1

2
α11(0)v

2(0, 0);

I12 =

∫ τ

0

α12v(0, t)vt(l, t)dt;

I13 = −
∫ τ

0

β11(t)vt(0, t)ut(0, t)dt =
1

2

∫ τ

0

β′11(t)u
2(0, t)dt− 1

2
β11(τ)u

2(0, τ);

I14 = −
∫ τ

0

β12(t)vt(0, t)ut(l, t)dt;

I15 = −
∫ τ

0

v(0, t)ut(0, t)β
′
11(t)dt =

∫ τ

0

u2(0, t)β′11(t)dt+
∫ τ

0

v(0, t)u(0, t)β′′11(t)dt;

I16 = −
∫ τ

0

v(0, t)ut(l, t)β
′
12(t)dt =

∫ τ

0

u(0, t)u(l, t)β′12(t)dt+
∫ τ

0

v(0, t)u(l, t)β′′12(t)dt;

I17 =

∫ τ

0

v(0, t)

∫ l

0

P1(x, t)ut(x, t)dxdt = −
∫ τ

0

u(0, t)

∫ l

0

P1(x, t)u(x, t)dxdt−

−
∫ τ

0

∫ l

0

P1t(x, t)u(x, t)dxdt;

I21 = −
∫ τ

0

α21v(l, t)(t)u(0, t)dt =

∫ τ

0

α21v(0, t)vt(l, t)dt+

∫ τ

0

α′21(t)v(l, t)v(0, t)dt+

+α21(0)v(0, 0)v(l, 0);

I22 = −
∫ τ

0

α22(t)v(l, t)u(l, t)dt =
1

2

∫ τ

0

α′22v
2(l, t)dt+

1

2
α22(0)v

2(l, 0);

I23 =

∫ τ

0

β21(t)vt(l, t)ut(0, t)dt = −
∫ τ

0

β′21(t)vt(l, t)vt(0, t)dt−
∫ τ

0

β21(t)vt(0, t)ut(l, t)dt+

+β21(τ)u(l, τ)u(0, τ);
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I24 =

∫ τ

0

β22(t)vt(l, t)ut(l, t)dt = −1

2

∫ τ

0

β′22u
2(l, t)dt+

1

2
β22(τ)u

2(l, τ);

I25 =

∫ τ

0

v(l, t)ut(0, t)β
′
21(t)dt = −

∫ τ

0

u(0, t)u(l, t)β′21(t)dt−
∫ τ

0

v(l, t)u(0, t)β′′21(t)dt;

I26 =

∫ τ

0

v(l, t)ut(l, t)β
′
22(t)dt = −

∫ τ

0

u2(l, t)β′22(t)dt−
∫ τ

0

v(l, t)u(l, t)β′′22(t)dt;

I27 = −
∫ τ

0

v(l, t)

∫ l

0

P2(x, t)ut(x, t)dxdt =

∫ τ

0

vt(l, t)

∫ l

0

P2(x, t)u(x, t)dxdt+

+

∫ τ

0

v(l, t)

∫ l

0

P2tu(x, t)dxdt.

Результаты сделанных преобразований нужно подставить в (2.12), но мы не будем это делать в явном
виде, а воспользуемся введенными обозначениями и заметим, что так как по условию β12 + β21 = 0, то
I14+I23 =

∫ τ

0
β′21(t)u(0, t)u(l, t)dt−β21(τ)u(0, τ)u(l, τ), а так как β11ξ

2+2β12ξη−β22η
2 � 0, то из равенства

(2.12) вытекает неравенство
∫ l

0

[u2(x, τ) + bu2
x(x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0)]dx � 2|

∫ τ

0

∫ l

0

cuvdxdt|+
∫ τ

0

∫ l

0

|at|v2xdxdt+

+

∫ τ

0

|α′11|(t)v2(0, t)dt+ 2|
∫ τ

0

α′12v(0, t)v(l, t)dt|+
∫ τ

0

|α′22|v2(l, t)dt+

+|α11|(0)v2(0, 0) + 2|α21(0)v(0, 0)v(l, 0)|+ |α22|v2(l, 0)+
+

∫ τ

0

|β′11|u2(0, t)dt+ 2|
∫ τ

0

β′21u(0, t)u(l, t)dt|+
∫ τ

0

|β′22(t)u2(l, t)dt|+

+2|
∫ τ

0

v(0, t)u(0, t)β′′11(t)dt|+ 2|
∫ τ

0

v(0, t)u(l, t)β′′12(t)dt|+

+2|
∫ τ

0

v(l, t)u(0, t)β′′21(t)dt|+ 2|
∫ τ

0

v(l, t)u(l, t)β′′22(t)dt|+

+2|
∫ τ

0

u(0, t)

∫ l

0

P1(x, t)u(x, t)dxdt|+ 2|
∫ τ

0

v(0, t)

∫ l

0

P1t(x, t)u(x, t)dxdt|+

+2|
∫ τ

0

u(l, t)

∫ l

0

P2(x, t)u(x, t)dxdt|+ 2|
∫ τ

0

v(l, t)

∫ l

0

P2t(x, t)u(x, t)dxdt|+

+2|
∫ τ

0

v(0, t)

∫ l

0

H1(x, t)u(x, t)dxdt|+ 2|
∫ τ

0

v(l, t)

∫ l

0

H2(x, t)u(x, t)dxdt|+

+2|
∫ τ

0

α21v(0, t)u(l, t)dt|. (2.13)

Теперь уже легко вывести нужную оценку. Для этого нам понадобятся неравенства Коши, Коши —
Буняковского, неравенства

w2(ξi, t) � 2l
l∫
0

w2
x(x, t)dx+ 2

l

l∫
0

w2(x, t)dx,

w2(ξi, t) � ε
l∫
0

w2
x(x, t)dx+ c(ε)

l∫
0

w2(x, t)dx,

ξ1 = 0, ξ2 = l, w ∈ W 1
2 (QT ),

(2.14)

которые выводятся так же, как и в ([25] (6.24, с. 77), а также неравенство

v2(x, t) � τ

∫ τ

0

u2(x, t)dt, ∀t ∈ [0, T ], (2.15)

которое следует из представления выбранной выше функции v(x, t).
Условия теоремы гарантируют существование таких положительных чисел a0, a1, c0, b0, b1, κ, σ, что

a(x, t) � a0, b(x) � b0,max
Q̄T

|a(x, t), at(x, t)| � a1, max
Q̄T

|c(x, t)| � c0,

max
[0,T ]

|αij(t), βij(t) α′ij(t), β′ij(t), β
′′
ij(t)| � b1, i, j = 1, 2,

max
[0,T ]

∫ l

0

H2
i (x, t)dx � κ, max

Q̄T

∫ l

0

P 2
i (x, t, τ)dτ � σ, i = 1, 2.
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Учитывая выписанные ограничения и применяя к слагаемым, содержащим произведения, неравенства
Коши и Коши — Буняковского, получим из (2.13), принимая также во внимание условие (2.15),
неравенство ∫ l

0

[u2(x, τ) + a0v
2
x(x, 0) + b0u

2
x(x, τ)]dx � C1

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + v2 + v2x]dxdt+

+C2

∫ τ

0

[u2(0, t) + u2(l, t) + v2(0, t) + v2(l, t)]dt+ C3[v
2(0, 0) + v2(l, 0)], (2.16)

где C1, C2, C3 выражаются через определенные выше числа a0, a1, c0, b0, b1, κ, σ элементарным
образом, которые из-за большого количества слагаемых слишком громоздки, и мы их не приводим.

Теперь оценим слагаемые правой части последнего неравенства, содержащие следы функции v(x, t)
на боковых границах, применив для этого неравенства (2.14) и (2.15).

∫ τ

0

v2(0, t)dt � 2l

∫ τ

0

∫ l

0

v2x(x, t)dxdt+
2

l

∫ τ

0

∫ l

0

v2(x, t)dxdt �

� 2l

∫ τ

0

∫ l

0

v2x(x, t)dxdt+
2

l
τ2

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dxdt;

∫ τ

0

v2(l, t)dt � 2l

∫ τ

0

∫ l

0

v2x(x, t)dxdt+
2

l

∫ τ

0

∫ l

0

v2(x, t)dxdt �

� 2l

∫ τ

0

∫ l

0

v2x(x, t)dxdt+
2

l
τ2

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dxdt;

v2(0, 0) � ε

∫ l

0

v2x(x, 0)dx+ c(ε)

∫ l

0

v2(x, 0)dx �

� ε

∫ l

0

v2x(x, 0)dx+ c(ε)τ

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dx;

v2(l, 0) � ε

∫ l

0

v2x(x, 0)dx+ c(ε)

∫ l

0

v2(x, 0)dx �

� ε

∫ l

0

v2x(x, 0)dx+ c(ε)τ

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dx

∫ τ

0

u2(0, t)dt � 2l

∫ τ

0

∫ l

0

u2
x(x, t)dxdt+

2

l

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dxdt,

∫ τ

0

u2(l, t)dt � 2l

∫ τ

0

∫ l

0

u2
x(x, t)dxdt+

2

l

∫ τ

0

∫ l

0

u2(x, t)dxdt.

С учетом полученных неравенств из (2.16) следует∫ l

0

[u2(x, τ) + a0v
2
x(x, 0) + b0u

2
x(x, τ)]dx �

� C

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + u2
x + v2x]dxdt+ 2C3ε

∫ l

0

v2x(x, 0)dx, (2.17)

где C выражается через C1, C2, C3, l, τ. Выберем ε так, чтобы a0−2C3ε > 0, положив для определенности
ε = a0

4C3
, и перенесем последний интеграл в (2.15) в левую часть неравенства. Тогда∫ l

0

[u2(x, τ) +
a0
2
v2x(x, 0) + b0u

2
x(x, τ)]dx � C

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + v2x + u2
x]dxdt.

Последнее препятствие на пути к нужной оценке в виде v2x(x, 0) преодолеем, введя функцию w(x, t) =

=
∫ t

0
ux(x, η)dη. Из представления функции v(x, t) следует

vx(x, t) =

∫ t

τ

ux(x, η)dη = w(x, t)− w(x, τ), vx(x, 0) = w(x, τ).

Тогда, применив неравенство Коши для оценки (w(x, t)− w(x, τ))2, получим∫ l

0

[u2(x, τ) +
a0
2
w2(x, τ) + b0u

2
x(x, τ)]dx �
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� 2C

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + u2
x + w2]dxdt+ 2Cτ

∫ l

0

w2(x, τ)dx.

Пользуясь произволом, выберем τ так, чтобы ν = a0

2 − 2Cτ > 0, перенесем последнее слагаемое правой
части неравенства в левую его часть и получим неравенство

m0

∫ l

0

[u2(x, τ) + w2(x, τ) + u2
x(x, τ)]dx � 2C

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + w2 + u2
x]dxdt,

где m0 = min{1, ν, b0}, справедливое для всех τ ∈ [0, a0

4C ], из которого в силу леммы Гронуолла [24]
следует

m0

∫ l

0

[u2(x, τ) + w2(x, τ) + u2
x(x, τ)]dx � 0,

откуда u(x, t) = 0 в [0, a0

4C ]. Следуя процедуре, описанной в [25] (с. 212), покажем, что u(x, t) = 0 и в
[ a0

4C , a0

2C ], и, продолжая этот процесс, на всем промежутке [0, T ].
Это и означает, что предположение о существовании двух различных решений задачи 2 неверно, и,

стало быть, единственность решения доказана.
Приступим к доказательству существования решения, для чего воспользуемся методом Галеркина.
Пусть {wk(x)} — произвольная система функций из C2[0, l], линейно независимая и полная в W 1

2 (0, l).
Будем искать приближенные решения задачи 2 в виде

um(x, t) =
m∑

k=1

cmk(t)wk(x) (2.18)

из соотношений ∫ l

0

(um
ttwi + aum

x w′i + bum
ttxw

′
i + cumwi)dx+ wi(0)B1(u

m)− wi(l)B2(u) =

=

∫ l

0

fwidx− wi(0)F1(t) + wi(l)F2(t), cmk(0) = c′mk(0) = 0, (2.19)

где
B1(u) = α11(t)u(0, t) + α12(t)u(l, t) + β11(t)utt(0, t) + β12(t)utt(l, t)+

+

∫ l

0

H1(x, t)u(x, τ)dx+

∫ l

0

P1(x, t)utdx,

B2(u) = α21(t)u(0, t) + α22(t)u(l, t) + β21(t)utt(0, t) + β22(t)utt(l, t)+

+

∫ l

0

H2(x, t)u(x, τ)dx+

∫ l

0

P2(x, t)utdx.

Подставив (2.18) в (2.19), убеждаемся в том, что (2.19) представляет собой систему дифференциальных
уравнений относительно cmk(t). Действительно, подстановка (2.18) в (2.19) дает∫ l

0

(um
ttwi + aum

x w′i + bum
ttxw

′
i + cumwi)dx =

m∑
k=1

c′′mk(t)
(∫ l

0

wkwidx+

+β11wi(0)wk(0) + β12wi(0)wk(l)− β21wi(l)wk(0)− β22wi(l)wk(l)
)
+

+
m∑

k=1

c′k(t)
(
wi(0)

∫ l

0

P1(x, t)wk(x)dx− wi(l)

∫ l

0

P2(x, t)wk(x)dx
)
+

+
m∑

k=1

ck(t)
(∫ l

0

[aw′iw
′
k + cwiwk]dx+ α11wi(0)wk(0) + α12wi(0)wk(l)−

−α21wi(l)wk(0)− α22wi(l)wk(l)+

+wi(0)

∫ l

0

(H1 + P1)wk(x)dx− wi(l)

∫ l

0

(H2 + P2)wk(x)dx
)
=

=

∫ l

0

fwidx− wi(0)F1(t) + wi(l)F2(t).

Введя очевидное обозначение, получим
m∑

k=1

Aikc
′′
k(t) +Dikc

′
k(t) + dikck(t) = Gi(t), ck(0) = c′k(0) = 0.
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Эта задача Коши однозначно разрешима, Действительно, матрица коэффициентов при старших
производных невырожденная в силу линейной независимости функций wi(x) и условий β12 + β21 = 0
и β11ξ

2 + 2β12ξη − β22η
2 � 0. Условия теоремы гарантируют ограниченность коэффициентов и правой

части уравнений.
Таким образом, последовательность приближенных решений задачи 2 построена.
На следующем этапе доказательства существования решения выведем априорную оценку. Для этого

умножим каждое из соотношений (2.19) на свою c′mi(t), просуммируем по i от 1 до m, а затем
проинтегрируем по t ∈ (0, τ). Получим∫ τ

0

∫ l

0

(um
ttu

m
t + aum

x um
xt + bum

xttu
m
xt+cu

mum
t )dxdt+

+

∫ τ

0

um
t (0, t)[α11(t)u(0, t) + α12(t)u(l, t) + β11(t)utt(0, t) + β12utt(l, t)]dt−

−
∫ τ

0

um
t (l, t)[α21(t)u(0, t) + α22(t)u(l, t) + β21(t)utt(0, t) + β22utt(l, t)]dt+

+

∫ τ

0

um
t (0, t)

(∫ l

0

H1(x, t)u
m(x, t)dx+

∫ l

0

P1(x, t)u
m
t (x, t)dx

)
dt−

−
∫ τ

0

um
t (l, t)

(∫ l

0

H2(x, t)u
m(x, t)dx+

∫ l

0

P2(x, t)u
m
t (x, t)dx

)
dt =

=

∫ τ

0

∫ l

0

fum
t dxdt−

∫ τ

0

F1(t)u
m
t (0, t)dt+

∫ τ

0

F2(t)u
m
t (l, t)dt.

Для вывода оценки применим в основном ту же технику, что и при доказательстве единственности
решения, обратив внимание лишь на некоторые детали.

Первое слагаемое преобразуется стандартным образом с помощью интегрирования по частям∫ τ

0

∫ l

0

(um
ttu

m
t + aum

x um
xt + bum

xttu
m
xt + cumum

t )dxdt =

=
1

2

∫ l

0

[(um
t (x, τ))2 + a(um

x (x, τ))2 + b(um
xt(x, τ))

2]dx+

+

∫ τ

0

∫ l

0

cumum
t dxdt− 1

2

∫ τ

0

∫ l

0

at(u
m
x )2dxdt.

Рассмотрим следующие слагаемые и заметим, что в некоторых из них под знаком интеграла
содержатся следы производных второго порядка искомого решения по t, что не позволит обойтись
неравенством Коши для вывода оценки в пространстве W 1

2 (QT ). Поэтому сделаем небольшые
преобразования, интегрируя по частям и учитывая, что um(x, 0) = 0. После выполнения этих
элементарных преобразований и учтя условие β12 + β21 = 0, получим∫ l

0

[(um
t (x, τ))2 + a(um

x (x, τ))2 + b(um
xt(x, τ))

2]dx =

= −2

∫ τ

0

∫ l

0

cumum
t dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

at(u
m
x )2dxdt+

+[α11(τ)(u
m(0, τ))2 − 2α21(τ)u

m(0, τ)um(l, τ)− α22(u
m(l, τ)2)]−

−[β11(τ)(u
m
t (0, τ))2 − 2β21(τ)u

m
t (0, τ)um

t (l, τ)− β22(u
m
t (l, τ)2)]+

+

∫ τ

0

[α′11(u
m(0, t))2 − 2α′21u

m(0, t)um(l, t)dt− α′22(u
m(l, t))2]dt+

+

∫ τ

0

[β′11(u
m
t (0, t))2 − 2β′21u

m
t (0, t)um

t (l, t)dt− β′22(u
m
t (l, t))2]dt−

−2

∫ τ

0

(α12(t)− α21(t))u
m
t (0, t)um(l, t)dt+

+2

∫ τ

0

um
t (0, t)

(∫ l

0

H1(x, t)u
m(x, t)dx+

∫ l

0

P1(x, t)u
m
t (x, t)dx

)
dt−

−2

∫ τ

0

um
t (l, t)

(∫ l

0

H2(x, t)u
m(x, t)dx+

∫ l

0

P2(x, t)u
m
t (x, t)dx

)
dt+
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+

∫ τ

0

∫ l

0

fum
t dxdt−

∫ τ

0

F1(t)u
m
t (0, t)dt+

∫ τ

0

F2(t)u
m
t (l, t)dt. (2.20)

Теперь выведем оценку, применяя ту же технику, что и при доказательстве единственности решения:
используем неравенства Коши, Коши — Буняковского и неравенства (2.14), (2.15). Получим из (2.20)
неравенство ∫ l

0

[(um
t (x, τ))2 + (um

x (x, τ))2 + (um
xt(x, τ)]

2dx �

� C4

∫ τ

0

∫ l

0

[(um)2 + (um
t )2 + (um

x )2 + (um
xt)

2]dxdt+

+C5(||f ||2L2(QT ) + ||F1||2L2(0,T ) + ||F2||2L2(0,T )),

Прибавив к обеим частям неравенство (um(x, τ))2 � τ
∫ τ

0
(um

t (x, t))2dt, которое вытекает из представления
um(x, τ) =

∫ τ

0
um
t (x, t)dt, где мы учли, что um(x, 0) = 0, получим∫ l

0

[(um(x, τ))2 + (um
t (x, τ))2 + (um

x (x, τ))2 + (um
xt(x, τ))

2]dx �

� C6

∫ τ

0

∫ l

0

[(um)2 + (um
t )2 + (um

x )2 + (um
xt)

2]dxdt+

+C5(||f ||2L2(QT ) + ||F1||2L2(0,T ) + ||F2||2L2(0,T )),

применив к которому лемму Гронуолла, а затем проинтегрировав по τ ∈ [0, T ], получим нужную оценку

||um||W (QT ) � S, (2.21)

где S не зависит от m. Существование этой мажорирующей постоянной обеспечено условиями теоремы.
Благодаря (2.21) из построенной последовательности um(x, t) можно выбрать подпоследовательноcть,

слабо сходящуюся в W 1
2 (QT ) и равномерно по t ∈ [0, T ] в L2(0, l). За выделенной подпоследовательностью

сохраним прежнее обозначение. Указанные сходимости обеспечивают выполнение начального условия
u(x, 0) = 0 и справедливость тождества (2.10), что доказывается так же, как и в [25] (с. 215).

Теорема 1 полностью доказана.
Вернемся к задаче 1 и, опираясь на лемму, под ее решением будем понимать обобщенное решение

задачи 2. Поэтому нам осталось только сформулировать условия разрешимости в терминах задачи 1.
Теорема 2. Пусть выполнены условия

a, at, c ∈ C(Q̄T ), b ∈ C1[0, T ], b(0) = b(l), f ∈ L2(QT ),

Ki ∈ C2(Q̄T ), i = 1, 2, Δ = K1(0, t)K2(l, t)−K2(0, t)K1(l, t) �= 0,

K2x(l, t)K1(l, t)−K1x(l, t)K2(l, t) +K1x(0, t)K2(0, t)−K2x(0, t)K1(0, t) = 0,

[K1x(0, t)K2(l, t)−K2x(0, t)K1(l, t)]ξ
2 − 2[K1x(0, t)K2(0, t)−K2x(0, t)K1(0, t)]ξη

−[K2x(l, t)K1(0, t)−K1x(l, t)K2(0, t)]η
2 � 0.

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи 1.

Выводы

В статье предложен и реализован метод доказательства существования единственного обобщенного
решения задачи с нелокальными условиями первого рода для уравнения четвертого порядка.
Получены условия на входные данные, обеспечивающие однозначную разрешимость поставленной
задачи, представленные в теореме 2.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ
НА СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЛАСТИН

АННОТАЦИЯ
Проведены исследования влияния температурных напряжений на частоты собственных колебаний

прямоугольных пластин при различных условиях закрепления с помощью аналитического метода и
компьютерного моделирования методом конечных элементов. Установлено, что с ростом температуры
частота собственных колебаний уменьшается. Наличие температурных напряжений оказывает
существенное влияние на изменение частоты колебаний. Сделан вывод, что наибольшее изменение
претерпевают низшие частоты. Кроме этого, с ростом температуры меняется форма колебаний.
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Введение

Одной из причин появления дополнительных погрешностей при проведении измерений выступает
температура. Температурное расширение материалов приводит как к изменению самих объектов
исследования, так и к изменению компонентов измерительного оборудования. Кроме этого, наличие
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температурного расширения может приводить к неточности инженерных расчетов, например при оценке
собственных колебаний конструкций.

Влияние температуры на частоту собственных колебаний проводилось в [1; 2]. В указанных работах
установлено, что с ростом температуры идет уменьшение собственных частот колебаний балок за счет
изменения упругих свойств исследуемых объектов, в частности снижения модуля упругости. В работе [3]
проведены исследования влияния температуры на колебания шарнирно опертой пластины, а в [4] —
влияние температуры на отклик защемленной пластины на динамическое воздействие в зависимости от
температуры. Обе работы также указывают на наличие зависимости частоты колебаний пластины от
температуры.

С целью изучения влияния температуры на собственные колебания пластин проведены аналитические
расчеты и компьютерное моделирование прямоугольных пластин при различных условиях закрепления.

1. Постановка задачи
Дифференциальное уравнение свободных колебаний изотропной пластины постоянной толщины имеет

вид [5]:

D

(
∂4w

∂x4
+ 2

∂2w

∂x2∂y2
+

∂4w

∂y4

)
+m0

∂2w

∂t2
= 0

или

D��w +m0
∂2w

∂t2
= 0,

где w—прогиб; m0 —масса пластины на единицу площади; D—цилиндрическая жесткость пластины.

D =
Eh3

12(1− μ2)
,

где E —модуль упругости; h— толщина пластины; μ—коэффициент Пуассона.

m0 = ρh,

где ρ—плотность материала пластины.
Решение уравнения должно удовлетворять граничным условиям, зависящим от способа закрепления

краев пластины [6; 7]. В настоящей статье рассматривается пластина с защемленными и свободными
краями (рис 1.1). Граничные условия на краях x = a, y = b:

1. Защемленный край. Прогиб и угол поворота равны нулю:{
w = 0; ∂w

∂x = 0 при x = a;
w = 0; ∂w

∂y = 0 при y = b.

2. Свободный край. Момент и поперечная сила равны нулю:{
∂2w
∂x2 + μ∂2w

∂y2 = 0; ∂3w
∂x3 + (2− μ) ∂3w

∂x∂y2 = 0 при x = a;
∂2w
∂y2 + μ∂2w

∂x2 = 0; ∂3w
∂y3 + (2− μ) ∂3w

∂y∂x2 = 0 при y = b.

Рис. 1.1. Схема пластины
Fig. 1.1. Plate diagram

Пластины со всеми возможными случаями краевых условий исследованы с помощью метода Релея—
Ритца.

Решение для частоты собственных колебаний следующее [8]:

ω = k2mn

(
D

m0

) 1
2

,
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где

k2mn = π2

{
A4

m

a4
+

A4
n

b4
+

2

a2b2
[μBmBn + (1− μ)CmCn]

} 1
2

,

где Am, An, Bm, Bn, Cm, Cn —коэффициенты, зависящие от условий закрепления и количества узловых
точек колебаний m и n, включая края пластины; m—количество узловых точек вдоль оси x (вдоль
стороны a), n—количество узловых точек вдоль оси y (вдоль стороны b) (см. рис. 1.1). Значения
коэффициентов можно найти в [8; 9].

Повышение температуры приводит к изменению упругих свойств материала. У стали с повышением
температуры снижаются модуль упругости и плотность, повышается коэффициент Пуассона. Кроме
этого, повышение температуры приводит к температурному расширению материала. В случае
наличия ограничения температурного расширения, например при жесткой заделке, появляется
противодействующая сила со стороны опоры, которая приводит к появлению напряжений в самом
материале.

Если в срединной плоскости пластины действуют продольные усилия N11, N12, N22, уравнение
колебаний выглядит как [9]:

D��w +m0
∂2w

∂t2
= N11

∂2w

∂x2
+ 2N12

∂2w

∂x∂y
+N22

∂2w

∂y2
.

В случае когда усилия N11, N22 постоянны, а N12 равно нулю, частота свободных колебаний будет
иметь вид:

ω = k2mn

(
D

m0

) 1
2

,

где

k2mn = π2

{
A4

m

a4
+

A4
n

b4
+

2

a2b2
[μBmBn + (1− μ)CmCn] + 2(

q1Cm

a4
+

q2Cn

b4

} 1
2

,

где

q1 =
N11a

2

2πD
, q2 =

N22b
2

2πD
.

Таким образом, температурные изменения упругих свойств материала и наличие температурных
напряжений будут влиять на частоту собственных колебаний пластины.

Расчеты влияния температуры на частоту собственных колебаний проводились на следующем
объекте исследования: стальная пластина с геометрическими размерами: a = 200 мм, b = 200 мм, h = 2
мм; упругие свойства материала: E = 200 ГПа, ρ = 7850 кг/м3, μ = 0,3, α = 1,5 · 10−5 1/◦С.

Аналитические решения найдены по вышеприведенным формулам, компьютерное моделирование
проводилось методом конечных элементов в программе Ansys.

2. Результаты и обсуждения
1. Колебания пластины, защемленной по всему контуру.
В таблице 2.1 представлены данные аналитического расчета и компьютерного моделирования

десяти мод свободных колебаний, а также свободных колебаний при изменении температуры на
10 ◦С. Погрешность расхождения результатов аналитического расчета и компьютерного моделирования
составляет менее 1%.

При условии жесткого закрепления пластины по всему контуру изменение температуры на 10 ◦С,
приводит к появлению в пластине напряжения σ = 34,6 МПа, что, в свою очередь, ведет к
возникновению сжимающих продольных сил N11, N22. Наличие сжимающих сил уменьшает частоту
собственных колебаний, что хорошо видно по результатам аналитического расчета и моделирования.

На рис. 2.1 построен график зависимости изменения частоты от моды колебания. По графику можно
сделать вывод, что сильнее всего меняются низшие частоты.

Дальнейшее повышение температуры приводит к исчезновению низших частот, а также к изменению
форм колебаний. Результаты отображены на рис. 2.2 и 2.3.

2. Колебания пластины с защемленными противоположными краями (защемление по стороне b).
В таблице 2.2 отражены данные аналитического расчета и компьютерного моделирования двадцати

первых мод свободных колебаний, а также свободных колебаний при изменении температуры на 10 ◦С.
На рис. 2.4 точками показаны степени изменения мод при изменении температуры на 10 ◦С. По

представленным данным видно, что изменение частоты идет неравномерно и зависит от порядкового
номера моды. Кроме этого, замечено, что, поскольку одни моды с ростом температуры убывают быстрее
других, при достижении определенных температур порядковые номера мод меняются.
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Таблица 2.1

Table 2.1
Мода Расчетная Частота Расчетное Изменение Процент

частота, Гц модели изменение частоты модели изменения
Ansys, Гц частоты при Ansys при частоты при

ΔT = 10 ◦C, Гц ΔT = 10 ◦C, Гц ΔT = 10 ◦C, %
2/2 439,48 438,83 353,46 353,81 19,37
3/2 896,99 894,31 801,98 800,25 10,52
3/3 1323,33 1317,60 1223,35 1219,40 7,45
4/2 1611,54 1601,50 1512,97 1502,60 6,18
4/3 2017,62 2006,80 1915,63 1906,10 5,02
5/2 2570,73 2558,80 2469,71 2458,00 3,94
4/4 2686,90 2673,20 2582,96 2570,50 3,84
5/3 2967,51 2940,90 2864,21 2837,90 3,50
5/4 3618,41 3595,20 3513,39 3491,20 2,89
5/5 4530,89 4498,90 4424,79 4393,80 2,34

Рис. 2.1. График изменения мод при изменении температуры на 10 ◦С
Fig. 2.1. Graph of the mode change when the temperature changes by 10 ◦С

Рис. 2.2. Графики изменения частот мод колебаний с повышением температуры
Fig. 2.2. Graphs of frequency changes of oscillation modes with increasing temperature
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Рис. 2.3. Изменение формы колебаний моды 5/2 с повышением температуры
Fig. 2.3. Changing the shape of the oscillation of the 5/2 mode with increasing temperature

Таблица 2.2

Table 2.2

Мода Расчетная Частота Расчетное Изменение Процент
частота, Гц модели изменение частоты модели изменения

Ansys, Гц частоты при Ansys при частоты при
ΔT = 10 ◦C, Гц ΔT = 10 ◦C, Гц ΔT = 10 ◦C, %

2/0 272,26 270,32 215,11 215,65 20,22
2/1 323,65 321,42 277,31 279,77 12,96
2/2 536,69 529,29 510,09 499,69 5,59
3/0 750,27 745,35 677,46 676,15 9,28
3/1 822,93 817,45 757,14 758,49 7,21
2/3 982,30 968,00 968,02 946,96 2,17
3/2 1076,47 1063,80 1027,05 1012,70 4,80
4/0 1470,54 1461,60 1392,41 1387,90 5,04
3/3 1532,84 1508,40 1498,54 1466,80 2,76
4/1 1551,90 1540,70 1478,08 1474,50 4,30
2/4 1679,74 1659,00 1671,43 1641,80 1,04
4/2 1832,78 1812,70 1770,71 1751,00 3,40
3/4 2215,52 2181,40 2191,94 2146,50 1,60
4/3 2314,77 2279,60 2265,94 2225,60 2,37
5/0 2430,89 2415,10 2349,73 2338,60 3,17
5/1 2517,11 2496,50 2438,82 2426,20 2,82
2/5 2626,26 2597,20 2620,95 2582,20 0,58
5/2 2816,127 2784,9 2746,373 2716,70 2,45
4/4 3003,621 2959,8 2966,154 2913,10 1,58
3/5 3143,754 3095,8 3127,175 3064,70 1,00

Выдвинуто предположение о том, что данное неравномерное распределение зависимости частоты
от температуры от номера моды обусловлено неравномерным распределением напряжений по осям
пластины. Моды, имеющие форму колебаний преимущественно по оси напряжения (вдоль оси x),
претерпевают большее изменение.
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Рис. 2.4. Изменения мод при изменении температуры на 10 ◦С
Fig. 2.4. Mode changes when the temperature changes by 10◦C

Для каждой моды вычислена скорость изменения в определенном диапазоне начальных и конечных
значений в выделенной области температур. Далее проведен кластерный анализ методом k-средних,
в результате которого было определено три кластера (рис. 2.5).

Рис. 2.5. Результаты кластерного анализа: 1 — кластер 1; 2 — кластер 2; 3 — кластер 3
Fig. 2.5. Results of cluster analysis: 1 — cluster 1; 2 — cluster 2; 3 — cluster 3

Разложение форм колебаний согласно кластерному анализу (рис. 2.6) подтвердило выдвинутую
гипотезу.

3. Колебания пластины, защемленной по одной стороне.

При защемлении пластины по одной стороне вследствие отсутствия ограничений теплового
расширения и температурных напряжений на изменение частоты оказывает влияние только изменение
упругих свойств материала. Изменение частоты при изменении температуры на 10 ◦С составляет
менее 1 %.
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Рис. 2.6. Результаты кластерного анализа: сверху— кластер 1; в середине — кластер 2; снизу — кластер 3
Fig. 2.6. Results of cluster analysis: above is cluster 1; in the middle is cluster 2; below is cluster 3

Заключение

В результате проведенного математического и компьютерного моделирования установлено, что
изменение температуры приводит к изменению частоты собственных колебаний.

Ограничение теплового расширения объекта ведет к возникновению внутренних напряжений, что, в
свою очередь, оказывает сильное влияние на частоту собственных колебаний.

Наибольшее изменение претерпевают низшие частоты, которые пропадают с ростом температуры.
Помимо изменения частот собственных колебаний, также меняются и формы колебаний.

При неравномерном распределении внутренних напряжений скорость изменения частоты зависит от
порядкового номера моды колебаний.
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STUDY OF THE INFLUENCE OF THERMAL STRESSES FOR NATURAL
VIBRATIONS OF PLATES

ABSTRACT
Studies have been carried out of the influence of temperature stresses on the frequencies of natural

oscillations rectangular plates under different fastening conditions using analytical methods and computer
modeling using the finite element method. It has been established that with increasing temperature the
frequency of natural oscillations decreases. The presence of temperature stresses has significant influence on
the change in oscillation frequency. The lowest ones undergo the greatest change frequencies. In addition,
the shape of the vibrations changes with increasing temperature.
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ПРОЦЕДУРА ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННОГО МЕТОДА НАХОЖДЕНИЯ
КОЭФФИЦИЕНТОВ РАЗЛОЖЕНИЯ ПОЛЕЙ У ВЕРШИНЫ ТРЕЩИНЫ,

ОСНОВАННАЯ НА КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОМ РЕШЕНИИ
ДЛЯ КОМПОНЕНТ ТЕНЗОРА НАПРЯЖЕНИЯ

АННОТАЦИЯ
В статье предложена и реализована процедура восстановления асимптотического разложении полей

напряжений, деформаций и перемещений в анизотропных материалах, обобщающих решение Уильямса
для линейно упругих изотропных материалов, на основании конечно-элементного решения задачи
о деформировании образца с дефектом в анизотропном ортотропном материале в приближении плоской
задачи теории упругости. Коэффициенты разложения поля напряжений вблизи вершины трещины
в анизотропном материале определяются с помощью переопределенного метода, предложенного
изначально для восстановления асимптотического разложения из экспериментальных данных
фотоупругого исследования. В настоящей работе данный метод распространен на анизотропные
материалы с различными видами симметрии, и новизна предлагаемого подхода заключается в
реконструкции асимптотического разложения из конечно-элементного решения для компонент тензора
напряжений в узлах конечно-элементной сетки, что позволяет не исключать их поля перемещений
составляющие, отвечающие перемещениям тела как абсолютно твердого тела. В предлагаемом подходе
можно непосредственно в схеме переопределенного метода использовать данные конечно-элементных
вычислений. Показано, что коэффициенты высших приближений надежно определяются посредством
переопределенного метода, основанного на поле напряжений, найденном из конечно-элементного
анализа.

Ключевые слова: метод конечных элементов; анизотропные среды; трещина; поля напряжений у
вершины трещины; асимптотическое решение.
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Введение

Всестороннее исследование причин появления дефектов, трещин несплошностей и закономерностей
их развития в анизотропных хрупких материалах представляет жизненно важный интерес для оценки
прочности и живучести конструкций, выполненных из анизотропных материалов. Анизотропные хруп-
кие материалы (например, монокристаллический кремний) широко используются в качестве основных
компонентов в полупроводниках, фотоэлектрической технике, инфракрасной оптике и т. д. благодаря
своим выдающимся фотоэлектрическим возможностям. Вследствие хрупкости в анизотропных материа-
лах с высокой прочностью и низкой вязкостью в процессе механической обработки возможны хрупкие
разрушения, что снижает целостность элемента конструкции. Поэтому представляется особенно важ-
ным и актуальным аккуратное определение напряжений, связанных с вершиной трещины, ибо сформу-
лированные и применяемые сейчас критерии разрушения используют поля напряжений и деформаций
вблизи острия дефекта и могут дать направление его распространения. При построении поля упругих
напряжений необходимо учитывать анизотропные характеристики, чтобы точно предсказать дальнейшее
развитие трещины. В настоящее время для ортотропных анизотропных материалов построены аналити-
ческие решения задач о растяжении и комбинированном нагружении бесконечных пластин с центральной
трещиной. Для смешанного нагружения данной геометрии образца с трещиной имеется аналитическое
решение задачи, базирующееся на классическом формализме теории функции комплексного перемен-
ного [1]. В [1] получены асимптотические разложения полей напряжений, перемещений и деформаций,
содержащие слагаемые высоких порядков, дающие возможность более точной и целостной оценки по-
ля напряжений на больших расстояниях от вершины трещины, таким образом существенно расширяя
зону доминирования асимптотического решения.

Хорошо известно, что первые, главные члены рядов напряжений и деформаций у кончика острой
трещины в линейно упругом теле (ряд Уильямса) являются сингулярными, так же как и главные сла-
гаемые ряда, обобщающего ряд Уильямса на анизотропные среды в плоской постановке задачи. Следо-
вательно, данные слагаемые превалируют в непосредственной близости от вершины острой трещины,
острого выреза или острого надреза. В силу этого в малой области сингулярного доминирования, примы-
кающей к вершине, первых (сингулярных) слагаемых вполне достаточно для математического описания
и характеризации механических полей вокруг вершины трещины. Коэффициенты первых слагаемых в
рядах, отвечающих эталонному нормальному отрыву (деформации типа I) и эталонному поперечному
сдвигу (деформации типа II), полностью определяются и обуславливаются комплексом приложенных
нагрузок и конфигурацией образца. Согласно классической механике разрушения данные коэффициен-
ты именуются коэффициентами интенсивности напряжений (КИН), которые выполняют первостепенную
роль в контексте классической линейной механики хрупкого разрушения, и их критические значения
служат критериальными характеристиками состояния тела с трещиной. Ввиду этого многие исследова-
ния и в настоящее время посвящены исключительно определению либо КИН, либо КИН и Т-напряже-
ний. При этом, даже невзирая на то, что КИН являются ключевыми параметрами механики трещин, в
многочисленных исследованиях [1–11] обнаружено, что слагаемые асимптотического ряда М. Уильямса
или его обобщения на анизотропные материалы более высоких порядков, в свою очередь, также вносят
весомый вклад в описание полевых величин, ассоциированных с вершиной острой трещины. Многочис-
ленные исследования, проведенные представителями различных научных школ, показали [1–11], что при
увеличении дистанции от вершины трещины регулярными слагаемыми пренебрегать нельзя. Путем сопо-
ставления теоретического решения в рядах с экспериментально найденными значениями перемещений и
напряжений, фиксируемыми современными и классическими поляризационно-оптическими техниками, в
числе которых в последнее время преимущественно используются метод корреляции цифровых изобра-
жений (КЦИ) [2–5], наиболее часто применяемый сейчас; цифровая голографическая интерферометрия
[6; 7]; методы спекл-интерферометрии [8] и метод цифровой фотоупругости, сегодня обращающий на се-
бя пристальное внимание [9–11], выяснено, что c увеличением расстояния от кончика острой трещины
(при расширении исследуемой зоны) особые (сингулярные) слагаемые уже не в полной мере характери-
зуют искомые поля у вершины трещины, поэтому существенность и вклад слагаемых более высокого по-
рядка становятся бесспорными и очевидными. Для анизотропных материалов, таких как горные породы,
древесина, есть много примеров, когда зона процесса разрушения находится за пределами сингулярной
доминирующей зоны, что требует учета слагаемых более высокого порядка малости [12–14]. Для воз-
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можного построения асимптотических решений, учитывающих неособые слагаемые ряда, в окрестности
вершины острой трещины и выреза в образцах с заданными, конечными размерами в настоящей работе
было проведено объемное компьютерное моделирование в конечно-элементном комплексе Simulia Abaqus,
в котором выполнен большой цикл вычислений, направленных на определение напряженно-деформиро-
ванного состояния в области, охватывающей вершину трещины в анизотропных ортотропных матери-
алах, в частности с кубической симметрией их материальных свойств. Конечно-элементный анализ и
вычисления нацелены на аккуратное определение полей напряжений в окрестности вершины острого
разреза и использовании этих значений в алгоритме переопределенного метода. В вычислительных экс-
периментах варьировались два угла: угол наклона трещины к горизонтали, что позволяет рассмотреть
все типы комбинированного нагружения от эталонного чистого отрыва до эталонного чистого сдвига,
и угол между трещиной и осью симметрии упругих свойств материала.

1. Математическая постановка задачи
Хрупкое разрушение является частой причиной разрушения механических компонентов, особенно при

наличии острых трещин. В условиях хрупкого разрушения область локализации неупругих деформаций
вокруг вершины трещины оказывается относительной малой, и для исследования механического отклика
образцов можно использовать концепцию и решения линейной механики хрупкого разрушения. Для
образца с трещиной (рис. 1.1), подвергнутого произвольной нагрузке в плоскости, разложение в ряд М.
Уильямса отражает упругие напряжения вокруг вершины трещины:⎧⎨

⎩
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где σij — компоненты тензора напряжений; r, θ — полярные координаты с полюсом в вершине математи-
ческого разреза; μ1, μ2 — корни характерического уравнения; a1n, a2n — коэффициенты ряда, являющиеся
функциями приложенной нагрузки и конфигурации образца и подлежащие определению.

Рис. 1.1. Пластина с трещиной в анизотропном материале
Fig. 1.1. Plate with a crack in an anisotropic material

В (1.1) μ1 и μ2 — корни характеристического уравнения, имеющего вид

S11μ
4 − 2S16μ

3 + (2S12 + S66)μ
2 − 2S26μ+ S22 = 0, (1.2)

где Sij — компоненты тензора податливости.
Большинство анизотропных материалов, таких как горные породы, обладают одной или несколькими

плоскостями симметрии, что уменьшает количество независимых упругих констант, необходимых для
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их характеристики. Например, ортотропные материалы имеют три ортогональные плоскости симметрии,
что приводит к сокращению числа упругих постоянных до девяти. Далее, число упругих модулей во
многих случаях снижается за счет принятия гипотезы Сен-Венана [15]. В настоящем анализе исполь-
зуются исходные значения компонент тензора упругих модулей без каких бы то ни было упрощений.
На сегодняшний день доступно использование базы данных Materials Project [16], являющейся обще-
доступной базой химических и механических свойств материалов, созданной для предоставления этих
данных общественности с целью ускорения процесса обнаружения новых материалов, а также дополня-
ющей сведениям о них. Используя возможности суперкомпьютеров и новейшие методы моделирования
свойств материалов, Materials Project обеспечивает открытый веб-доступ к вычисленной информации
об известных материалах, а также мощные инструменты анализа, которые помогут вдохновить и раз-
работать новые материалы (рис. 1.2 и 1.3). В качестве примера рассмотрен материал CsSnI3. Матрица
упругих констант материала CsSnI3 имеет вид

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

11 8 7 0 0 0
8 17 6 0 0 0
7 6 20 0 0 0
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (1.3)

Рис. 1.2. Визуализация упругих свойств рассматриваемого материала: модуль Юнга (слева)
и сжимаемость (справа)

Fig. 1.2. Visualization of the elastic properties of the material in question: Young’s modulus (left)
and compressibility (right)

Рис. 1.3. Визуализация упругих свойств рассматриваемого материала: пространственное распределение
коэффициента Пуассона

Fig. 1.3. Visualization of the elastic properties of the material in question: spatial distribution of Poisson’s ratio
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2. Конечно-элементное решение задачи о комбинированном
нагружении пластины с горизонтальной и наклонной трещиной
в анизотропном материале и его анализ

Для определения напряженно-деформированного состояния в образце с центральным разрезом из
перовскита и последующего нахождения амплитудных множителей a1n, a

2
n проведена серия конечно-эле-

ментных вычислений, в ходе которой были определены поля напряжений и перемещений у вершины
разреза. Все вычисления были выполнены в конечно-элементном пакете SIMULIA Abaqus. Для построе-
ния сетки в окрестности вершины трещины использовались сингулярные конечные элементы, количество
узлов вдоль окружностей, охватывающих вершины трещины, равно 144. Таким образом, при экспортиро-
вании значений компонент тензора напряжений имеется возможность сформировать переопределенную
систему уравнений, состоящую из 435 уравнений, если избирается один контур для анализа, 870 урав-
нений в случае выбора двух контуров и т. д.

Результаты вычислений представлены на рисунках.
На рис. 2.1 показаны распределения компонент тензора напряжений σij в окрестности вершины тре-

щины для различных углов наклона трещины и расположения осей симметрии упругих свойств мате-
риала.

a b

c d

Рис. 2.1. Распределения компонент тензора напряжений и интенсивности напряжений для углов α = 90◦,
β = 0◦: a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — интенсивность касательных напряжений

Fig. 2.1. Distributions of stress tensor components and stress intensity for angles α = 90◦, β = 0◦:
a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — tangential stress intensity

На рис. 2.2 приведены распределения напряжений σij в окрестности вершины трещины для угла
наклона трещины α = 60◦ и β = 30◦; на рис. 2.3 показаны распределения напряжений σij в окрестности
вершины трещины для угла наклона трещины α = 45◦ и β = 0◦; на рис. 2.4 — распределения напряжений
σij в окрестности вершины трещины для угла наклона трещины α = 45◦ и β = 45◦.

Полученные численные решения задач о комбинированном нагружении пластины с надрезом были
использованы для воспроизведения аналитического решения вблизи кончика трещины в анизотропном
материале с помощью переопределенного метода.
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a b

c d

Рис. 2.2. Распределения компонент тензора напряжений и интенсивности напряжений для углов α = 60◦,
β = 30◦: a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — интенсивность касательных напряжений

Fig. 2.2. Distributions of stress tensor components and stress intensity for angles α = 60◦, β = 30◦:
a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — intensity of tangential stresses

a b

c d

Рис. 2.3. Распределения компонент тензора напряжений и интенсивности напряжений для углов α = 45◦,
β = 0◦: a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — интенсивность касательных напряжений

Fig. 2.3. Distributions of stress tensor components and stress intensity for angles α = 45◦, β = 0◦:
a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — intensity of tangential stresses
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a b

c d

Рис. 2.4. Распределения напряжений и интенсивности напряжений при углах α = 45◦, β = 45◦:
a — σ11, b — σ22, c — σ12, d — интенсивность касательных напряжений

Fig. 2.4. Distributions of stresses and stress intensity at angles α = 45◦, β = 45◦: a — σ11, b — σ22,
c — σ12, d — tangential stress intensity

3. Техника переопределенного метода

В настоящее время переопределенный метод [17] нахождения коэффициентов ряда Уильямса или
его обобщений на случай анизотропных сред стал основным способом определения значений коэффи-
циентов [1–14]. В большинстве случаев алгоритм переопределенного метода основан на использовании
значений компонент вектора перемещений у вершины трещины, что приводит к необходимости акку-
ратного исключения перемещения тела как абсолютно твердого тела. В настоящей работе использует-
ся подход, базирующийся на применении компонент тензора напряжений, что упрощает вычисления.
С целью реконструкции асимптотического разложения полей напряжений у вершины трещины из ко-
нечно-элементного решения выбирались значения компонент тензора напряжений вдоль окружностей,
охватывающих вершину трещины (рис. 3.1).

Для определения коэффициентов разложений (1.1), представляемых в кратком виде:

σij(r, θ) =

2∑
m=1

∞∑
n=1

amn rn/2−1f
(n)
m,ij(θ), (3.1)

оно в может быть записано в матричной форме

Σ = CA, (3.2)

где Σ — вектор-строка, состоящая и известных значений компонент тензора напряжений; C — матрица
порядка, состоящая из известных радиальных и угловых распределений компонент тензора напряжений;
A — вектор-столбец, состоящий из искомых амплитудных множителей a1n и a2n.



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия 2024. Том 30, № 2. С. 54–66
Vestnik of Samara University. Natural Science Series 2024, vol. 30, no. 2, pp. 54–66 61

Рис. 3.1. Путь для извлечения значений компонент напряжений в окрестности вершины трещины
Fig. 3.1. Path to extract stress component values in the vicinity of the crack tip

В раскрытой форме матрица C имеет вид⎛
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Таким образом, Σ — матрица, имеющая одну строку и 3M столбцов, где M — число точек, извлечен-
ных из конечно-элементного анализа, размерность матрицы C равна 3M × 2K− 1, где K — количество
слагаемых, удерживаемых в асимптотическом разложении поля напряжений. В общем случае можно со-
хранять различное число слагаемых, соответствующих нормальному отрыву и поперечному сдвигу, но
в данном случае сохранялось одинаковое число слагаемых.

В качестве тестового образца была выбрана квадратная пластина, длина стороны которой была мно-
го больше длины трещины. Результаты расчета алгоритма переопределенного метода сопоставлялись с
аналитическим решением задачи о растяжении бесконечной плоскости с математическим разрезом. Ре-
зультаты сравнения конечно-элементного решения и аналитическиого решения для большой пластины с
малым дефектом приведены на рис. 3.2–3.5. Сплошными линиями изображены угловые распределения
компонент тензора напряжений, определенные в соответствии с аналитическим решением задачи при со-
хранении различного числа слагаемых в разложении. Точками показаны результаты конечно-элементно-
го анализа. Из представленных графиков следует, что конечно-элементное решение полностью совпадает
с асимптотическим решением с коэффициентами ряда, найденными с помощью переопределенного мето-
да. Таким образом, можно заключить, что переопределенный метод, основанный на конечно-элементном
анализе напряженного состояния, позволяет с хорошей точностью воспроизвести коэффициенты обоб-
щенного ряда и дать асимптотическое представление напряжений.

Далее, в конечно-элементом пакете Simulai Abaqus была рассмотрена серия экспериментов для квад-
ратной пластины со стороной l = 10 cм и длиной трещины, равной 2a = 1 см. Полученные коэффициен-
ты ряда, обобщающего ряд Уильямса на случай ортотропных материалов, для растягиваемой пластины
оказались следующими:

a1 = 18.755 Па
√
см, a2 = −4.211 Па, a3 = 13.7

Па√
см

, a4 = 0,

a5 = −3.162
Па

см3/2
, a6 = 0.617

Па
см2

, a7 = 0.629
Па

см5/2
, a8 = 0, (3.4)

a9 = 0.115
Па

см7/2
, a10 = 0.01

Па
см4

.
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а б в

Рис. 3.2. Угловые распределения компонент тензора напряжений для углов α = 90◦, β = 0◦: а — σ11,
б — σ22, в — σ12

Fig. 3.2. Angular distributions of stress tensor components for angles α = 90◦, β = 0◦: a — σ11,
b — σ22, c — σ12

а б в

Рис. 3.3. Угловые распределения компонент тензора напряжений для углов α = 60◦, β = 30◦: а — σ11,
б — σ22, в — σ12

Fig. 3.3. Angular distributions of stress tensor components for angles α = 60◦, β = 30◦: a — σ11, b — σ22, c — σ12

а б в

Рис. 3.4. Угловые распределения компонент тензора напряжений для углов α = 45◦, β = 0◦: а — σ11,
б — σ22, в — σ12

Fig. 3.4. Angular distributions of stress tensor components for angles α = 45◦, β = 0◦: a — σ11, b — σ22, c — σ12
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а б в

Рис. 3.5. Угловые распределения компонент тензора напряжений для углов α = 45◦, β = 45◦: а — σ11,
б — σ22, в — σ12

Fig. 3.5. Angular distributions of stress tensor components for angles α = 45◦, β = 45◦: a — σ11,
b — σ22, c — σ12

Подставив полученные коэффициенты (3.4) в асимптотическое представление для компонент тензора
напряжений (1.1), можно получить следующие графики (рис. 3.6).

а б в

Рис. 3.6. Угловые распределения напряжений при углах α = 90, β = 0 для пластины с размерами f = 10 см,
b = 10 см, a = 1 см: а — σ11, б — σ22, в — σ12

Fig. 3.6. Angular stress distributions at angles α = 90, β = 0 for a plate with dimensions f = 10 cm, b = 10 cm,
a = 1 cm: a — σ11, b — σ22, c — σ12

Выводы

В работе дано обобщение переопределенного метода отыскания амплитудных множителей слагаемых
высших порядков — коэффициентов ряда, обобщающего решение М. Уильямса на анизотропные сре-
ды. Представлены описание данного метода и опыт его применения на примере пластины, ослаблен-
ной центральным математическим разрезом, из анизотропного материала с кубической сингонией его
свойств и в целом анизотропных ортотропных материалов. С помощью решения переопределенной систе-
мы уравнений вычислены коэффициенты членов разложения Уильямса более высокого порядка. Новизна
рассматриваемого подхода заключается в использовании поля напряжений в расчетной схеме переопре-
деленного метода. Процедура переопределенного метода, основанная на значениях компонент тензора
напряжений, является более простой по сравнению с техникой, базирующейся на применении компонент
вектора перемещений.
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PROCEDURE OF THE OVERDETERMINISTIC METHOD FOR FINDING
THE FIELD EXPANSION COEFFICIENTS AT THE CRACK TIP BASED

ON A FINITE ELEMENT SOLUTION FOR THE STRESS TENSOR
COMPONENTS

ABSTRACT
The article proposes and implements a procedure for reconstructing the asymptotic series expansion of

stress, strain and displacement fields in anisotropic materials, generalizing the Williams solution for linearly
elastic isotropic materials, based on a finite element solution to the problem of deforming a sample with a
defect in an anisotropic orthotropic material in the approximation of a plane problem of elasticity theory.
The stress field expansion coefficients near the crack tip in an anisotropic material are determined using an
overdeterministic method originally proposed to reconstruct the asymptotic expansion from experimental data
of a photoelastic study. In this paper, this method is extended to anisotropic materials with various types
of symmetry and the novelty of the proposed approach lies in the reconstruction of the asymptotic exansion
from the finite element solution for the stress tensor components in the nodes of the finite element grid,
which allows us not to exclude their displacement fields components corresponding to the displacement of a
body as an absolutely solid body. In the proposed approach, it is possible to use data from finite element
calculations directly in the scheme of the overdeterministic method. It is shown that the coefficients of higher
approximations are reliably determined by an overdeterministic method based on the stress field found from
finite element analysis.

Key words: finite element method; anisotropic media; crack; stress fields at the crack tip; asymptotic
solution.
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РАСЧЕТ ВЕЛИЧИНЫ ЭКРАНИРОВАНИЯ
ПРИ ВЫСОКОЧАСТОТНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ НА НЕФТЯНОЙ ПЛАСТ

АННОТАЦИЯ
В настоящее время существует проблема истощения запасов легкодобываемой нефти. Для

поддержания темпов добычи углеводородов в разработку вовлекаются трудноизвлекаемые запасы,
значительную часть которых составляют сверхвысоковязкие нефти, добыча которых занимает
относительно малую долю в мировом нефтепромысле в связи со сложностью процесса. Методы,
существующие на данный момент, не позволяют с достаточной степенью эффективности производить
извлечение тяжелой и сверхтяжелой нефти из пластов. Использование такого метода, как
сверхвысокочастотное воздействие, не получило широкого распространения на нефтепромысле, так как
для определения оптимальных параметров воздействия необходимо использовать моделирование,
что вызывает затруднения с учетом ряда проблем, связанных с особенностью метода. В
данной работе рассматривается моделирование процесса сверхвысокочастотного воздействия для
повышения эффективности процесса добычи нефти. Статья посвящена моделированию процесса
сверхвысокочастотного волнового воздействия на нефтяной пласт с учетом физико-химических
параметров залежей в пласте, таких как теплопроводность, диэлектрическая проницаемость нефти
и воды (с учетом ее солености) в пласте, в рамках метода с использованием сверхвысокочастотного
воздействия впервые определяется величина экранирования материалом труб данного воздействия
и оптимальные параметры источника излучения, параметры конструкций труб скважин для
эффективного воздействия на залежи нефти с минимальными потерями. Цель работы состоит в
определении оптимальных параметров источника сверхвысокочастотного воздействия для достижения
рентабельных значений коэффициента извлечения нефти. Применяется физико-математическая
модель сверхвысокочастотного воздействия на пласт, основанная на законах электродинамики и
плотности объемного тепловыделения в уравнении теплопроводности. Получены зависимости величины
экранирования сверхвысокочастотного излучения эксплуатационной трубой скважины от ее толщины,
зависимость величины экранирования сверхвысокочастотного излучения эксплуатационной трубой
скважины от толщины щели перфорации в данной трубе и зависимость радиуса проникновения
электромагнитных волн в пласт от показателя поглощения электромагнитного излучения в пласте.
Установлено существование минимального радиуса проникновения СВЧ-излучения в пласт для
достижения рентабельных значений коэффициента извлечения нефти свыше 30 %, составляющего
57 м, а также определен показатель поглощения СВЧ-излучения пластом, позволяющий достичь
указанного значения радиуса проникновения СВЧ-излучения в пласт.
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Введение

В настоящее время перспективным направлением для развития нефтедобывающей промышленности
является разработка месторождений с тяжелыми нефтями и природными битумами. По причине истоще-
ния запасов традиционной легкой нефти, а также вследствие усовершенствования технологий разработки
из ранее неиспользовавшихся источников углеводородов существует интерес к залежам высоковязких
нефтей и природных битумов [1]. Разработка большего объема нефти по сравнению с «первичной до-
бычей» — в данном режиме за счет внутренней энергии в пласте извлекается из этих самых пластов
ископаемое топливо — это цель всех методов повышения нефтеотдачи [2].

В последнее время, исходя из геофизического строения пластов, физико-химических свойств флюи-
дов в нем, имеющихся запасов углеводородного сырья и их состояния, климатических и географических
условий, а также технологических и экономических характеристик, используют различные способы для
извлечения из залежей высоковязких нефтей и природных битумов [3]. Выделяют следующие способы
разработки: термические методы, подразумевающие тепловое воздействие на пласт; холодные, заключаю-
щиеся в использовании растворителей, ненагретой воды, а также особенностей способов бурения скважин
для разработки пластов; физико-химические, подразумевающие использование различных полимеров и
поверхностно-активных веществ (ПАВ); газовые методы (закачка диоксида углерода для снижения вяз-
кости нефти); гидродинамические (циклическое заводнение), волновое или плазменно-импульсное воз-
действие; комбинированные (сочетание вышеописанных методов).

Однако у этих способов нефтедобычи при использовании для извлечения тяжелых высоковязких неф-
тей из пластов имеется ряд недостатков: данные способы разработки приводят к увеличенным затратам
на производство, малым коэффициентам извлечения нефти, низкому проценту светлых нефтепродуктов
в общей массе переработанных углеводородов [4]. Сверхвысокочастное воздействие (СВЧ-воздействие)
как метод интенсификации нефтедобычи может являться эффективным. Его основные преимущества
по сравнению с традиционными методами: объемный и избирательный нагрев пласта, большая скорость
прогрева, низкая стоимость содержания оборудования, снижение загрязнения окружающей среды при
использовании такой технологии. Технология СВЧ-воздействия заключается в следующем: СВЧ-излуча-
тель спускают вглубь горизонтальной или вертикальной скважины. Далее посредством интервального
излучения производится нагрев близлежащей части пласта, в частности высоковязкой нефти и природ-
ных битумов, с последующей остановкой нагрева для установления термодинамического равновесия в
пласте и для предотвращения избыточного нагрева нефти, вследствие чего может произойти ее коксова-
ние. Для нагрева широкой области пласта необходимо будет использовать интервальное расположение
СВЧ-установок по скважине с учетом распределения тепла в породе данного месторождения. Исходя из
вышесказанного, необходимо будет произвести эксперименты по распределению тепла в пласте. От дру-
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гих видов электромагнитного излучения, таких как рентгеновское, видимый свет, ИК- и УФ-излучение,
СВЧ-излучение отличается большей длиной волны (от 1 мм до 1 м для СВЧ-излучения по сравнению
с диапазоном от 1 нм до 1 мм для оптической области электромагнитного спектра) и более низкой
энергией квантов.

Следовательно, одним из перспективных способов увеличения интенсификации добычи высоковязких
нефтей и природных битумов (ВНПБ) является СВЧ-воздействие на пласт. Вода, нефть, смолопарафин
и углеводороды представляют собой высоковязкие нефти и природные битумы. Лабораторные экспери-
менты с образцами горной породы подтверждают эффективность СВЧ-воздействия [5–9].

Для рассмотрения влияния СВЧ-воздействия на пласт в месторождениях ВНПБ необходимо исполь-
зовать моделирование, так как значительно большие затраты, по сравнению с моделированием, необхо-
димы для проведения экспериментов в лабораторных установках, а тем более при испытаниях непосред-
ственно на нефтепромысле. Численное моделирование позволяет без существенных затрат рассмотреть
разные варианты воздействия на залежи нефти с различными начальными параметрами (например,
температуропроводность и теплопроводность, исходная вязкость, плотность, диэлетрическая проницае-
мость), что позволяет установить целесообразность для увеличения притока в скважину углеводородов
применения СВЧ-метода и найти оптимальные параметры воздействия на пласт: размер генератора,
частоту излучения, его мощность, а также возможность применения для увеличения эффективности
воздействия на углеводороды нелинейных свойств веществ в среде.

1. Современное состояние моделирования СВЧ-воздействия
на пласт

В работе [10] было проведено моделирование нагрева тяжелой нефти (плотность в градусах АРI
около 10) с помощью воздействия электромагнитных волн (ЭМВ), генерируемых источником энергии
мощностью 1 кВт, на продуктивный пласт, расположенный на глубине примерно 300 м. В данной ра-
боте используется предположение о линейной зависимости температуры нагрева пласта от мощности
генератора микроволн. Результаты моделирования показали очень небольшой уровень нагрева (от 10
до 30 ◦C). Однако в данной работе считается, что СВЧ-излучение имеет удовлетворительные характе-
ристики при нагреве пласта.

В статье [11] было представлено численное моделирование СВЧ-излучения для добычи тяжелых неф-
тей. Гидродинамическая модель позволяет моделировать многофазные тепловые потоки в залежах уг-
леводородов. Исследуется различное расположение скважины с микроволновым излучателем, который
моделируется точечным источником энергии. Хотя диэлектрическая проницаемость зависит от темпера-
туры и частоты микроволнового излучения, при моделировании не учитывается влияние температуры
на диэлектрическую проницаемость. Моделируется слоисто-неоднородный пласт тяжелой нефти толщи-
ной 6 м, состоящий из шести пропластков равной мощности. Как и в случае с парогравитационным
дренажем, в пласте тяжелой нефти параллельно бурились две горизонтальные скважины. Нижняя сква-
жина использовалась в качестве добывающей, но вместо закачки пара через верхнюю скважину в ней
был установлен излучатель микроволновой энергии, представленный линейным источником. В данной
работе было продемонстрировано, что от мощности СВЧ-антенны зависит скорость выделения тепла в
пласте, однако лишь до некоторого предела. А также для преодоления проблем, связанных с использо-
ванием СВЧ-излучения, исследованы несколько методов, позволяющих повысить эффективность всего
процесса. В этом исследовании подробно обсуждается каждое из предложенных решений (создание сети
добывающих и нагнетательных скважин, использование циклического СВЧ-воздействия — подразумева-
ются циклический нагрев и добыча, цикл может быть повторен несколько раз, сочетание СВЧ-воздей-
ствия с закачкой воды, а также использование активированного угля для усиления СВЧ-воздействия на
пласт, так как активированный уголь обладает более высокой диэлектрической проницаемостью по срав-
нению с водой) и показано, что в сочетании с источником микроволнового излучения они значительно
бы увеличили извлечение тяжелой нефти [11].

В исследовании [12] используется модель излучателя с бесконечно длинным проводом, который слу-
жит цилиндрическим генератором радиоволн. Допускается, что источник генерирует цилиндрическое
электромагнитное поле (ЭМП), зависящее только от радиального расстояния, и, следовательно, осесим-
метричную цилиндрическую диаграмму направленности нагрева. Данная модель является подходящей,
если протяженный источник применяется для нагрева большого по мощности участка пласта, а в центре
воздействия находится область, удаленная от краев излучателя. В этой работе для оценки генерируе-
мых электромагнитных полей (ЭМП) используются уравнения Максвелла. Для оценки плотности рас-
сеиваемой мощности вдали от источника электромагнитного излучения применяется асимптотическая
аппроксимация. Авторы в работе рассмотрели возможность использования в будущем таких микровол-
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новых поглотителей, как активированный уголь, оксиды нанометаллов и полярные растворители. Это
считается необходимым, так как сама по себе нефть плохо поглощает микроволны. Однако авторы [12]
не дают ответа на вопрос, как закачивать наночастицы в пласт через ствол скважины во время элек-
тромагнитного нагрева.

В [13] рассматривается действие микроволнового нагрева на пласт (рис. 1.1). Реализация микровол-
нового метода возможна в различных вариантах: применение высокочастотного (ВЧ) и СВЧ-излучения,
воздействие непосредственно на призабойную зону при помощи помещенного на забое источника, про-
грев может осуществляться через элементы проточной транспортировки оборудования. Для исследова-
ний в рамках данной работы было выбрано одно из месторождений, расположенное в Западной Сибири.
Исходя из исследований, на данном месторождении возможно достичь сокращения вязкости нефти в
призабойной зоне в 10 раз. Однако данные исследования проводились на дегазированном образце, что
приводит к завышенным результатам, поэтому аналитически было получено сокращение вязкости в 4 ра-
за. Технология подразумевает помещение источника ВЧ-излучения на поверхности и передачу энергии
к забою скважины через систему коаксиальных труб — обсадная колонная — насосно-компрессорные
трубы, изолированную диэлектрическими шайбами, вследствие чего за счет диэлектрических свойств
породы происходит нагрев призабойной зоны пласта.

Рис. 1.1. Технология микроволнового нагрева [13]
Fig. 1.1. Technology of microwave heating [13]

В работе [14] рассматривается модель СВЧ-воздействия с закачкой растворителя в пласт. Основным
уравнением, описывающим эти процессы, является уравнение конвективной диффузии. Скорость филь-
трации в пласте задается законом Дарси, а распределения давления и температуры рассчитываются по
уравнениям пьезопроводности и теплопроводности. В работе показано, что распределение давления и
концентрации вдоль вертикальной оси не оказывает заметного влияния на результаты моделирования.
На распределение температуры в пласте и по стволу скважины существенно влияет теплопередача в
окружающую породу. Это обусловливает необходимость двумерного решения уравнения температуро-
проводности.

В статье [15] рассматриваются преимущества и недостатки приведенных выше методов, а именно
нагрева микроволновым излучением пласта как в отдельности, так и с закачкой растворителя в пласт.
В частности, утверждается, что в первом способе значительные потери энергии при передаче ее от устья
к забою скважины являются недостатком. Указанный способ неприменим при разработке обводненных
залежей, а так как во втором способе СВЧ-волны, излучаемые в залежи, от границы вода — нефть
и вода — пустая порода будут отражаться, то эффективность при применении в залежах с высокой
обводненностью на поздних стадиях разработки в скважинах с вязкой нефтью и битумом будет низкой —
это является недостатком, который влечет за собой возможность выхода из строя оборудования для
осуществления данного способа.

В следующей модели [16] введено предположение, что в залежи находятся только глина, нефть и во-
да, при равномерном нагреве залежи происходят образование пара, уменьшение вязкости высоковязких
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нефтей и природных битумов, а также нагрев глины. Помимо этого, необходимо пренебречь движением
нефти внутри пласта. Для описания процесса преобразования электромагнитной энергии СВЧ-из-
лучения в тепловую, необходимо использовать дифференциальные уравнения Максвелла и закон
Фурье. Распространение электромагнитных волн в пласте с помощью уравнений для плотности
энергий электрического и магнитного полей сводится к уравнениям Гельмгольца. Количество энергии,
переносимой электромагнитной волной, найдем по теореме Умова — Пойтинга. Преобразование после-
дней формулы по теореме Гаусса в интеграл по объему позволит найти потери мощности излучения,
которые будут определять собой закон Джоуля — Ленца. По формуле теплового потока опреде-
ляется удельная мощность электромагнитного излучения, затрачиваемого на нагрев пласта за счет диэ-
лектрических свойств воды и ВНПБ. Электромагнитная индукция возникает при воздействии на за-
лежи ВНПБ ЭМП. Она описывается электродвижущей силой, наводимой в контуре, причем поглощение
энергии ЭМП происходит на участке с активным сопротивлением, которое этот участок имеет благо-
даря процессу поляризации молекул пластовой смеси. На начальном этапе процесс приводит к появ-
лению поверхностного тока, проникающего в объем пласта и приводящего к его нагреву. Далее в диэ-
лектрик проникает образовавшийся вихревой ток, и выделяемая нагревательным элементом тепловая
энергия превращается во внутрипластовую энергию — она определяется из уравнения закона Джоуля —
Ленца. С использованием уравнения Лапласа можно определить мгновенное значение температуры в
пласте.

На основе расчетов по математическим моделям и компьютерному моделированию в работах [16; 17]
можно сделать вывод о перспективности применения СВЧ-обработки залежи для снижения вязкости
ВНПБ и для интенсификации их добычи и транспортировки. Однако СВЧ-обработка имеет не-
однозначное влияние на вязкость нефти различного состава.

Далее необходимо рассмотреть модель СВЧ-воздействия на пластовые залежи из работы [18].
В ней уже учитывается большее количество параметров — исходная вязкость, температуропровод-
ность и теплопроводность, плотность, диэлектрическая проницаемость, а также фазовые перехо-
ды, движение границы раздела фаз, фильтрационное движение в насыщенной пористой сре-
де, возникающее или усиливающееся из-за уменьшения вязкости и теплового расширения жи-
дкой фазы, а также обратное влияние разогрева на поглощение электромагнитного излучения,
связанное с изменением диэлектрических параметров среды. Процессы прогрева и фильтрации
описываются системой двумерных взаимосвязанных уравнений теплопроводности и пьезопрово-
дности, в которых учитывается конвективный перенос тепла движущейся жидкостью, объемное
тепловыделение (вследствие поглощения электромагнитного излучения), зависимость вязкости жи-
дкости от температуры, объемное расширение жидкости вследствие ее разогрева, а также неодноро-
дность среды и скрытая теплота фазового перехода. Исследуемые задачи могут быть отнесены
к классу нелинейных задач типа задачи Стефана, осложненных конвективным теплопереносом,
объемным тепловыделением, неоднородностью среды и зависимостью физических параметров от
температуры.

Модель рассматриваемого процесса, близкую к реальности, возможно построить с учетом всех выше-
перечисленных особенностей. Для моделирования тепло- и электрофизические параметры среды яв-
ляются исходными данными. Изучены достаточно хорошо теплоемкость, теплопроводность, теплота
фазового перехода и другие теплофизические параметры многофазных сред и материалов в нефтяной
технологии. Однако об электрофизических параметрах (диэлектрической проницаемости и тангенсе угла
диэлектрических потерь) нельзя сказать то же самое, особенно в области высоких частот. Поэтому в
работе [18] было исследовано поглощение ЭМП в зависимости от частоты излучения и температуры
пласта. Выяснилось, что можно добиться того, чтобы в интервале температур вблизи температуры
фазового перехода происходило интенсивное поглощение электромагнитной энергии, для этого необхо-
димо подобрать частоту излучения определенным образом, так как для высоковязких и парафинистых
нефтей в определенном диапазоне частот наблюдается синергетический эффект для показателя по-
глощения, приводящий к резкому изменению вязкости этих нефтей. Однако в данной работе вопрос
об экранировании достаточно не исследован.

Вышеперечисленные модели имеют ряд недостатков: во-первых, в некоторых из них не учитывается
такое физическое явление, как движение нефти внутри пласта (движение границы раздела фаз),
и, как следствие, в таких моделях пренебрегается конвективным переносом тепла движущейся
жидкостью; во-вторых, в большинстве приведенных выше моделей СВЧ-воздействия на нефтяной
пласт не учтено влияние разогрева пласта на поглощение электромагнитного излучения, связанное с
изменением диэлектрических параметров среды (в частности, с изменением коэффициента поглощения
электромагнитных волн в зависимости от температуры). И в-третьих, ключевым недостатком всех выше-
приведенных моделей является отсутствие учета экранирования электромагнитных волн (ЭМВ) трубами
в скважинах.
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2. Модель экранирования СВЧ-излучения эксплуатационной
колонной

Исходя из вышенаписанного, необходимо применить новую модель, которая должна учитывать те
факторы, которые не были рассмотрены в предыдущих моделях. Поэтому в рамках данной статьи
ставится цель исследовать процесс воздействия ЭМП на пласт с учетом потерь в трубах скважины
и зависимость глубины проникновения ЭМВ в пласт от показателя поглощения ЭМВ. Необходимо
рассмотреть технологию воздействия на пласт с помощью помещенного на поверхности источника. Бо-
лее подробно нужно осветить процесс прохождения ЭМВ по системе коаксиальных труб направления,
кондуктора и промежуточных колонн. Сделать это необходимо для того, чтобы оценить потери ЭМВ
при прохождении по системе труб и в дальнейшем в эксплуатационной колонне. При прохождении из-
лучения по коаксиальным трубам можно рассматривать их в качестве конденсатора. То есть труба
выступает в качестве экрана, препятствующего попаданию ЭМП в пласт сквозь трубу. В работе [19]
эффективность электромагнитного экрана вводится как отношение напряженностей поля в защищаемой
области пространства при отсутствии экрана E0 и при его присутствии E:

Ek =
E0

E
=

H0

H
, (2.1)

где H0 и H — напряженности магнитного поля при отсутствии экрана и в его присутствии.
Эффективность экранирования сплошной металлической трубой толщиной даже 1 мм очень высока,

не говоря уже о толщинах порядка сантиметра. Она определяется по формулам:

Ek = Ek0 + 6, 3
R

λ
Ekp, (2.2)

Ek0 = 1 +
0, 5μd

R
, (2.3)

Ekp = 60πσd

∣∣∣∣∣ sh
[
(1 + i)dδ

]
(1 + i)dδ

∣∣∣∣∣ , (2.4)

где Ek0 — эффективность экранирования при нулевой частоте; R — радиус обсадной колонны; λ —
длина волны электромагнитного излучения; Ekp — эффективность плоского экрана; μ — относительная
магнитная проницаемость материала трубы; d — толщина трубы. Эффективность плоского экрана опре-
деляется формулой (2.4), где σ — удельная проводимость материала трубы; δ — толщина поверхностного
слоя, то есть расстояние, при распространении на которое аплитуда электромагнитной волны ослабевает
в e раз и получает поворот по фазе (отстает) на π

2 , а i — это мнимая единица.
При длине волны электромагнитного излучения λ, равной 100 мм (при частоте излучения f , равной

3 ГГц), для стальной трубы с относительной магнитной проницаемостю μ, равной 200, при радиусе
обсадной колонны R, равном 223 мм, и при толщине стальной трубы d 10 мм Ek будет порядка сотен
тысяч и более.

Можно рассмотреть модель прохождения СВЧ-излучения сквозь эксплуатационную колонну в
призабойную зону скважины, если рассматривать эксплуатационную колонну как металлический
экран — металлическую сетку с перфорацией для добычи нефти, при прохождении которой ЭМП
происходит потеря его энергии. Для оценки эффективности прохождения излучения сквозь перфора-
ции в колонне необходимо рассчитать поглощение ЭМП эксплуатационной трубой. Из [19] известно,
что если стенки экрана относительно толстые, а щели по своим размерам относительно велики, то по-
ле за экраном (в защищаемой области, а в данном случае, наоборот, — в области, в которую должно
попасть как можно больше ЭМВ) создается в основном за счет проникновения через эти отверстия.
Для металлической сетки-экрана можно найти оптимальную эффективность (в данном случае минима-
льную эффективность), при которой через перфорации эксплуатационной колонны в призабойную зону
будет проходить максимальное количество электромагнитных волн (потери на экранирование будут
минимальными). В данной статье рассмотрен экран с одним отверстием с параметрами, заданными ниже
(в случае перфорации многочисленными отверстиями при расчете экранирования необходимо учитывать
интерференцию волн, которые проходят сквозь отверстия и накладываются друг на друга, однако этот
случай в данной работе не рассматривается).

Анализ этих законов [19] приводит к следующей формуле для плоского экрана из сетки:

Ekp = 60π
λ

2a
∣∣ln (

2a
D

)− 1, 2 +
(
λRc

120π

)
[βf (u) + iαf (u)]

∣∣ , (2.5)

где a — шаг сетки перфорации; D — диаметр излучателя (диаметр проволоки для экрана из мета-
ллической сетки – подразумевается слой проволоки между перфорациями); Rc — сопротивление 1
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м проволоки по постоянному току, где αf (u), βf (u) зависят от функций Кельвина 1-го рода (функ-
ции Бесселя — Кельвина), они необходимы при рассмотрении распространения электромагнитных волн
сквозь щель в экране для определения величины экранирования, а коэффициент u определяется из
формулы

u =
D√
2δ

. (2.6)

На практике для δ удобно применять формулу

δ =
A√
f
, (2.7)

где коэффициент A для стали равен 1, 6 ∗ 10−2 м*Гц1/2.
Шаг сетки перфорации

a = X +D, (2.8)
так как толщина слоя металла X между перфорациями входит в шаг сетки, помимо ширины отверстия.

Из (2.7) δ = 0, 29 мкм.
В работе [19] установлено, что при u > 50 с большой точностью можно считать, что коэффициенты

вычисляются по формулам:
αf (u) = βf (u) =

u

2
√
2
. (2.9)

Возможно считать u > 50 в ниже написанных расчетах, так как уже при D, равном 1 мм, величина
u примерно равна 2400, а при больших значениях D коэффициент u увеличивается.

3. Интегральный подход к расчету экранирования
Первый модельный случай расчета: R = 10 см, f = 3 ГГц, ширина перфорационных отверстий

y = 0, 5 мм, а длина перфорации x = 100 мм, D = 25 мм. Тогда Ek ≈ 68, 3.
Исходя из выше написанного, получается, что экранирование эксплуатационной колонной ослабляет

дошедшее до забоя излучение в десятки раз, что существенно снижает эффективность воздействия ЭМВ
на пласт. При этом двухстенный экран при d � δ из сетки в E1

4πd
λ раз эффективнее одностенного из

той же сетки (при E1
4πd
λ > 1, где E1 = Ep – эффективность одностенного экрана).

Стоит отметить, что в общем случае величина заряда и плотность тока в различных точках
отверстия отличаются и эти величины взаимосвязаны. Лишь в случае, когда размеры щели
много меньше четверти длины волны, можно рассматривать задачи проникновения электрической и
магнитной составляющих поля через отверстие самостоятельно как квазистатические. Далее считая, что
электромагнитная волна падает на экран под прямым углом, а ее электрическая составляющая перпен-
дикулярна по направлению ширине трубы, и зная, что в нефтепромысле при прямоугольной перфора-
ции используют щели с шириной порядка 1 мм и менее, можно утверждать, что ширина перфора-
ции в трубе много меньше четверти длины волны, следовательно, ширина перфорации практически не
влияет на величину экранирования электромагнитной волны эксплуатационной колонной. Теперь необхо-
димо рассмотреть зависимости глубины проникновения ЭМП в пласт в зависимости от толщины трубы;
глубину проникновения ЭМП в пласт в зависимости от длины щели перфорации. Эти зависимости
рассматриваются при фиксированных прочих параметрах на тех же значениях, что и в первом моде-
льном случае, они приведены на рис. 3.1 и 3.2.

Исходя из вида рис. 3.1, можно сделать вывод о практически линейной зависимости величины Ekp

от толщины эксплуатационной трубы (в диапазоне от 0,005 до 0,25 м) при фиксированных частоте
излучения, радиусе стальной трубы, длине и ширине перфорации в трубе. Исходя из рис. 3.2, можно
сделать вывод об экспоненциальной зависимости величины Ekp от длины щели перфорации.

Теперь необходимо определить, с какой скоростью электромагнитные волны будут затухать при
прохождении продуктивного пласта. В работе [18] приведено описание процесса разогрева с помощью
уравнения теплопроводности:

crρ
∂T

∂t
+mclρl

(
vr

∂T

∂r
+ vz

∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
λr

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ
∂T

∂z

)
+

αWψ(z)

2πrh
exp[α(b− r)], (3.1)

где cr, cl — удельные теплоемкости насыщенной пористой среды и жидкости в пласте; ρ, ρl —
плотности породы и жидкости в пласте; T — температура; t — время; r — радиальная координата;
z — вертикальная координата; vr и vz — проекции скорости фильтрации на радиальную и вертикаль-
ную оси; λ — коэффициент теплопроводности пласта; α — показатель поглощения; W — мощность
источника электромагнитного излучения; ψ(z) — функция, описывающая распределение плотности
электромагнитного излучения по вертикали; b — радиус скважины; h — мощность (толщина) пласта.
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Рис. 3.1. Зависимость величины экранирования от толщины эксплуатационной трубы
Fig. 3.1. Dependence of the shielding value on the thickness of the service pipe

Рис. 3.2. Зависимость величины Ekp от длины щели перфорации
Fig. 3.2. Dependence of Ekp value from length of perforation hole

В уравнении (3.1) последнее слагаемое выражает плотность объемного тепловыделения,
возникающего вследствие поглощения электромагнитного излучения (закон Бугера — Ламберта с
учетом геометрической расходимости излучения) в зависимости от высоты источника излучения.
Необходимо ввести в описание процесса прохождения ЭМВ сквозь пласт такое понятие, как «ра-
диус прогрева» — можно обозначить его rT . Этот показатель является определением того, на каком
расстоянии от трубы скважины (уже после проникновения ЭМВ сквозь щели) плотность объемного
тепловыделения уменьшится в e раз, где e — число Эйлера. При этом в данном уравнении показате-
ль поглощения электромагнитного излучения зависит от радиуса прогрева, что непосредственно
наблюдается при поиске первой производной от плотности объемного тепловыделения по α:

∂
(

αWψ(z)
2πrh exp[α(b− r)]

)
∂α

= 0. (3.2)
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После раскрытия производной сложной функции и проведения математических преобразований по-
лучается, что

α =
1

r − b
. (3.3)

Однако при подстановке значения радиуса прогрева в формулу (3.3) искомое значение радиуса,
зависимое от α, отличается от радиуса прогрева, что затрудняет количественную оценку поглощения
ЭМВ при прохождении пласта. Поэтому необходимо ввести обозначение для искомого значения радиуса,
отличающегося от радиуса прогрева, подставляемого в формулу (3.3). Эта величина будет называться
радиусом проникновения ЭМВ в пласт — rin, т. е. это расстояние от трубы скважины, при котором
величина воздействия ЭМВ на пласт уменьшается в e раз. Необходимо вначале найти зависимость
показателя поглощения от радиуса проникновения и найти такое значение rin, при котором rin = rT .
Зависимость радиуса проникновения от показателя поглощения приведена на рис. 3.3.

Рис. 3.3. Зависимость радиуса проникновения ЭМВ от показателя поглощения
Fig. 3.3. Dependence of the electromagnetic wave penetration radius on the absorption factor

На рис. 3.3 представлена зависимость rin от α. При определении необходимого радиуса
проникновения для минимальной рентабельности разработки необходимо считать, что коэффи-
циент извлечения нефти (КИН) больше или равен 30 %. Если считать поверхность продуктивного
пласта имеющей форму цилиндра радиуса 100 м, то, исходя из минимально необходимого КИН, можно
утверждать, что при rin = 57 м коэффициент извлечения будет примерно равен 30 %. При таком rin
показатель поглощения α = 0, 026. Теперь важно понять, для каких нефтей показатель поглощения
будет равен 0,026 или меньше. Так как коэффициент диэлектрической проницаемости воды больше
почти в 40 раз, чем у чистой нефти, можно утверждать, что чем больше процентное содержание воды
в нефтяном пласте, тем больше показатель поглощения нефти.

Статическая диэлектрическая проницаемость смесей воды и нефти (у воды e = 81, у нефти e =
= 2− 4) зависит от их объемного соотношения, то есть от водонасыщенности нефти. Диэлектрическая
проницаемость же воды зависит от концентрации и состава растворенных в ней солей. Для бинарных
электролитов (это электролиты, у которых молекулы распадаются в электролите на два иона) можно
использовать формулу Фалькенгагена [20]:

ε = ε0 + 3, 79
√
C, (3.4)

где ε — диэлектрическая проницаемость раствора; ε0 — диэлектрическая проницаемость чистой воды;
C — концентрация раствора в моль/дм3.

Также известно [18], что высокочастотный предел диэлектрической проницаемости стремится к едини-
це, тогда можно рассмотреть этот случай и утверждать, что показатель поглощения будет даже меньше
того, что рассчитан ниже. В таком случае формула изменяет вид. Ширина электромагнитного спектра
β является параметром источника излучения, который заранее известен. Исходя из записанных утверж-
дений, можно найти показатель поглощения:

α =
ω (εs − ε∞)

c
√
2 (εs + ε∞)

tg
[
(1− β)

π

4

]
, (3.5)
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где εs и ε∞ — диэлектрическая проницаемость раствора при статическом пределе и при бесконечной
частоте соответственно; c — скорость света в вакууме; ω — циклическая частота излучения.

Также можно найти действительную часть диэлектрической проницаемости из [18]. С увеличением
частоты поля количество поляризующихся частиц уменьшается (отпадают наиболее медленные виды
поляризации), поэтому действительная часть диэлектрической проницаемости с повышением частоты
постепенно уменьшается и стремится к единице:

ε′ = ε∞ +
εs − ε∞

1 + (ωτ0)
2 . (3.6)

Высокочастотные электромагнитные поля взаимодействуют с задержкой во времени процессов по-
ляризации вещества по сравнению с изменением параметров самого внешнего поля. В конечном счете
процесс поляризации сопровождается интенсивным поглощением энергии поля в виде тепловой.

В силу всего вышесказанного, можно утверждать, что частоту f = 3 ГГц, можно считать относитель-
но высокой и, соответственно, диэлектрическую проницаемость можно считать стремящейся к единице
(в реальности, разумеется, эта величина больше, а это значит, что результаты будут еще более благо-
приятными, чем рассчитано ниже).

В таком случае при β источника излучения, равной 40, ω ≈ 18, 85 ∗ 109 рад/с (из условия ω = 2πf).
При вычислении количества солей в пластовых водах можно заменить все соли, растворенные

в пластовой воде, эквивалентным количеством той, которая находится в наибольшем количестве в
пластовой воде. Довольно часто такой солью является хлористый натрий. Если рассматривать соленую
воду с соленостью 10 г/л, то будет получена соленость раствора воды и соли: ε ≈ 81, 5, где учтена
диэлектрическая проницаемость NaCl 6,3. Если считать для смеси нефти и воды с водонасыщеннос-
тью 30 % и диэлектрическую проницаемость нефти без воды в месторождении равной 2, то ε∞ ≈ 1,
εs = 25, 85, тогда ε′ ≈ 1, α = 221, 48.

Заключение
Проведенное исследование эффективности проникновения СВЧ-излучения в пласт позволяет сделать

следующие выводы.
Показано, что величина экранирования СВЧ-излучения линейно зависит от толщины эксплуата-

ционной колонны скважины, причем при толщине 0,01 м напряженность электромагнитного поля
уменьшается в 50 раз.

Выявлено, что зависимость экранирования СВЧ-излучения от длины щели перфорации является
практически экспоненциальной.

Установлен минимальный радиус проникновения СВЧ-излучения в пласт для достижения рентабел-
ьных значений коэффициента извлечения нефти свыше 30 %, составляющий 57 м.

Определен показатель поглощения СВЧ-излучения пластом, позволяющий достичь указанного
значения радиуса проникновения СВЧ-излучения в пласт.
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ABSTRACT
Currently, there is a problem of depletion of easily produce oil. In order to maintain hydrocarbon

production rates, hard-to-recover reserves are being brought into development, a significant part of which
are extra-heavy oil, the production of which takes a relatively small share in the global oilfield due to the
complexity of the process. The methods existing at the moment do not allow extracting heavy and extra-heavy
oil from reservoirs with a sufficient degree of efficiency. The use of such a method as microwave impact has
not been widely used in the oilfield, because modeling is necessary to determine the optimal parameters
of the impact. It is difficult with the number of problems associated with the complexity of the method.
This article deals with the modeling of the process of microwave impact to improve the efficiency of the
oil production process. The article is devoted to modeling the process of ultra-high-frequency wave impact
on the oil reservoir, considering the physical and chemical parameters of fluids in the reservoir, such as
thermal conductivity, dielectric permeability of oil and water (considering its salinity) in the reservoir. In
the framework of the method using microwave impact for the first time determined the amount of shielding
by the pipe material of this impact and determined the optimal parameters of the radiation source and the
parameters of well pipe structures for effective impact on oil reservoirs. The aim of the work is to determine
the optimal parameters of the source of microwaves to achieve cost-effective values of oil recovery factor. In
this work the physical and mathematical model of microwave impact on the reservoir, based on the laws of
electrodynamics and the density of volumetric heat generation in this equation is applied. The dependence
of the magnitude of screening of microwave radiation by the production well pipe on its thickness and the
dependence of the magnitude of screening of radiation by the production well pipe on the thickness of the
perforation slot in this pipe and the dependence of the radius of penetration of electromagnetic waves into
the formation on the absorption factor of electromagnetic radiation in the formation are obtained. The paper
establishes the existence of a minimum radius of penetration of microwave radiation into the formation to
achieve cost-effective values of oil recovery factor over 30%, which is 57 m, and also determined the absorption
factor of microwave radiation in the formation, which allows to achieve the specified value of the radius of
penetration of microwave radiation into the formation.

Key words: hard-to-recover reserves; oil recovery factor; microwave impact; dielectric permittivity;
microwave shielding; radiation absorption; oil reservoir; oil deposits; electromagnetic radiation.
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РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ИНТЕРПРЕТАЦИИ РЕЗУЛЬТАТОВ
ИНДИКАТОРНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ НЕФТЯНЫХ ПЛАСТОВ
ПРИ НАЛИЧИИ КАНАЛОВ НИЗКОГО ФИЛЬТРАЦИОННОГО

СОПРОТИВЛЕНИЯ

АННОТАЦИЯ
Индикаторные исследования нефтяных пластов получили широкое распространение для оценки

параметров каналов низкого фильтрационного сопротивления, приводящих к преждевременному
обводнению продукции. Существующие аналитические методики их интерпретации не учитывают
диссипацию трассера. В работе предлагается методика интерпретации результатов индикаторных
исследований при наличии каналов низкого фильтрационного сопротивления, в которой учитывается
конфигурация оторочки трассера на выходе в добывающую скважину. Разработанная методика
основана на решении обратной задачи фильтрации трассера в канале низкого фильтрационного
сопротивления и впервые учитывает его диссипацию. Приведена постановка обратной задачи
фильтрации трассера в канале низкого фильтрационного сопротивления, основанной на использовании
уравнения переноса трассера в канале, соотношения для расхода индикатора в канале и пласте,
закона Дарси и связи объема оторочки трассера с ее линейным размером. Приводится алгоритм
численного определения коэффициента диссипации трассера путем решения оптимизационной задачи
по минимизации среднеквадратичного отклонения расчетных значений концентрации трассера от
промысловых данных методом градиентного спуска. Разработанный алгоритм решения обратной
задачи апробирован на примере интерпретации индикаторных исследований по двум добывающим
скважинам одного из месторождений Западной Сибири. Определены длины каждого канала низкого
фильтрационного сопротивления для выбранных скважин. Показано, что погрешность сопоставления
расчетных и промысловых данных не превышает 7 %. Установлено, что длина самого короткого канала
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низкого фильтрационного сопротивления практически соответствует расстоянию между нагнетательной
и добывающей скважинами, другие каналы имеют большую длину и могут формироваться позднее.

Ключевые слова: индикаторные исследования; обратная задача; оптимизационная задача;
метод градиентного спуска; каналы низкого фильтрационного сопротивления; концентрация трассера;
диссипация трассера; длина канала.
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Введение

Индикаторные или трассерные исследования пластов являются достаточно распространенным в Рос-
сии методом исследования межскважинного пространства продуктивных пластов [1]. Основная идея при-
менения этого метода сводится к анализу распространения специальных реагентов от нагнетательных
к добывающим скважинам. Три основных требования к этим реагентам сводятся к их растворимости
только в водной фазе, минимизации адсорбции и осадкообразования в пористом скелете пласта, а так-
же наличию быстрых и простых способов регистрации их малых концентраций. После закачки этих
реагентов в нагнетательную скважину начинается отбор и анализ проб попутной воды из ближайших
добывающих скважин. Появление индикатора в добывающих скважинах позволяет оценить гидропро-
водность пласта в соответствующем направлении [2].

Однако практика индикаторных исследований продемонстрировала совсем другой результат. Малые
концентрации индикатора по сравнению с исходными значениями появляются в добывающих скважинах
в течение дней, что не согласуется с принятыми фильтрационно-емкостными свойствами и результатами
определения абсолютной проницаемости пласта по данным геофизических и гидродинамических иссле-
дований [3]. Очевидным выводом из результатов исследований является наличие в пласте так называ-
емых каналов низкого фильтрационного сопротивления (НФС). Были предложены ряд умозрительных
моделей природы этих каналов: от «ручейков» в теле пласта [4] до трещиноватых каналов [5] или
трещин автогидроразрыва пласта (автоГРП) [6; 7]. Наибольшую поддержку получили представления о
каналах НФС как трещин автоГРП, хотя факты наличия нескольких каналов между нагнетательной и
добывающей скважинами, каналов, связывающих нагнетательную и добывающие скважины в разных
направлениях, вступают в противоречия с традиционными представлениями геомеханики о двукрылой
трещине, создаваемой при автоГРП [8]. А наличие каналов НФС в объектах разработки без системы
поддержания пластового давления и вовсе не укладываются в них [9].

Традиционные методы интерпретации индикаторных исследований строятся на определении времени
прорыва трассера в добывающую скважину, расчете скорости движения флюида по трещине и замере
перепада давления между нагнетательной и добывающими скважинами для определения проницаемости
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канала НФС [10; 11]. Замер массы попавшего трассера в добывающую скважину позволяет определить
долю потока воды, фильтрующегося через канал [12]. Таким образом, интерпретация дает ответы на
главные вопросы: объем, проницаемость канала и доля потока воды, идущего в добывающую скважину
через канал НФС. По результатам этих исследований сложилось целое направление геолого-технических
мероприятий по регулированию заводнения – потокоотклоняющие технологии (ПОТ). В случае если
объем каналов и доля воды, поступающая в продукцию через них, велики, то производится закачка
осадко-гелеобразующих реагентов в объеме, сопоставимом с объемом канала НФС для блокирования
последнего [13; 14].

Для развития методики интерпретации и уточнения длины канала, его размеров необходимо решить
прямую задачу о фильтрации трассера через пласт и канал НФС. Численные методы для решения пря-
мой задачи, предложенные, например, в работе [15], к сожалению, значительно усложняют алгоритм
интерпретации и, соответственно, удорожают и без того не дешевые индикаторные исследования. Пря-
мая задача конкретизирует динамику движения оторочки трассера по каналу НФС и позволяет сфор-
мулировать дополнительные соотношения, позволяющие оценить более полно параметры канала НФС.
В предыдущей работе авторов [16] были получены полуаналитические решения прямой задачи, исполь-
зующие выделение малых параметров. Эти решения позволяют получить аналитические соотношения
для определения параметров канала НФС, что существенно упрощает методику интерпретации индика-
торных исследований.

При интерпретации результатов трассерных исследований по известным динамике выхода индикатора
в добывающей скважине, его расходу и массе определяются проницаемость, длина и объем канала НФС.
Диссипация оторочки индикатора, наблюдаемая в промысловых данных, осложняет их интерпретацию.
В простейших методиках эта диссипация не учитывается [17].

В рамках одномерной линейной постановки задачи массопереноса трассера возможно получение ана-
литического решения для динамики концентрации индикатора [18; 19]. Алгоритм интерпретации, предло-
женный в работе [18], основывается на решении прямой задачи массопереноса трассера в гидродинамиче-
ском симуляторе CMG STARS. Это позволяет путем настройки аналитического решения на результаты
моделирования определить коэффициент диссипации. В таком подходе на значение этого коэффициента
влияют численные эффекты, получаемые в результате гидродинамического моделирования. С использо-
ванием полученного значения коэффициента диссипации проводится сопоставление расчетной динамики
концентрации индикатора с промысловыми данным. При несовпадении этих данных корреляция меж-
ду ними достигается за счет корректировки коэффициента диссипации (полученного ранее) и фактора
Коваля. Последний фактор позволяет провести эти расчеты для неоднородного пласта как однородного
с усреднением фильтрационно-емкостных свойств. Наличие сразу двух настроечных параметров вносит
существенную неопределенность в итоговые результаты. В другом подходе, где динамика концентрации
трассера содержит несколько локальных максимумов, принимается, что прорыв трассера происходит по
высокопроницаемым пропласткам (суперколлекторам), и данные исследований интерпретируются как ре-
зультат суперпозиции решения прямых задач для отдельных пропластков [20].

Проблема интерпретации состоит не только в количестве параметров, определяющих модель канала
НФС, но и в количестве параметров оторочки трассера, пришедшего в добывающую скважину, регистри-
руемых в исследовании. Авторы предлагают использовать для интерпретации новую характеристику –
конфигурацию оторочки, фиксируемой в добывающей скважине. Целью работы является решение обрат-
ной задачи интерпретации результатов трассерных исследований для определения параметров канала
НФС с учетом диссипации трассера.

1. Индикаторные исследования и исходная информация
для решения обратной задачи

Можно начать с рассмотрения простейшей ситуации, когда имеется только один канал НФС, связыва-
ющий нагнетательную и одну из окружающих ее добывающих скважин. При проведении индикаторных
исследований замеряются дебит продукции в добывающей скважине Qp и разница забойных давлений в
нагнетательной и добывающих скважинах в течение всего исследования Δp, рассчитывается средняя по
участку проницаемость пласта k, по результатам геофизических исследований пласта и пластовой жид-
кости или из геологической модели выбирается его продуктивная толщина h и эффективная мощность
(за вычетом глинистых пропластков) he, относительная фазовая проницаемость по воде при остаточ-
ной нефтенасыщенности kr(Sor), средняя вязкость пластового флюида μ или гидропроводность пласта
χ (отношение проницаемости, умноженной на мощность пласта, к вязкости пластового флюида), вяз-
кость закачиваемой воды в пластовых условиях μw. После закачки оторочки трассера в нагнетательную
скважину с концентрацией c0 и расходом Qin в течение времени t0 в ближайших добывающих сква-
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жинах проводятся периодические отборы проб воды с их дальнейшим исследованием для определения
наличия и концентрации трассера c∗.

При интерпретации индикаторных исследований замеряется время от закачки до прорыва трассера
по каналам НФС t∗ (оно определяется как среднее по интервалу выхода трассера по каналу t∗ = (t1 +
+ t2)/2, где t1 и t2 — время от начала закачки до прорыва и снижения концентрации трассера до
нуля), подсчитывается накопленная добыча трассера в скважине M∗. Пример таких замеров приведен
на рис. 1.1.

Рис. 1.1. Пример обработки индикаторного исследования в одной из добывающих скважин с определением
величин t∗, c∗, M∗

Fig. 1.1. An example of processing the tracer test in one of the producers with the determination of t∗, c∗, M∗

values

Для понимания процедуры интерпретации следует остановиться на случае исследования концентра-
ции трассера в воде в одной добывающей скважине на участке с четырехточечной системой расстановки
скважин и одним каналом НФС, связывающим нагнетательную и исследуемую добывающую скважи-
ну, с длиной l, проницаемостью kf , объемом V , средней площадью поперечного сечения A и длиной
боковой грани H (необходимой для определения потоков в канал и из него).

Традиционный алгоритм интерпретации [6; 15] позволяет рассчитать важные параметры канала
НФС. Проницаемость канала определяется из уравнений для определения среднемассовой скорости
фильтрации раствора трассера по каналу vav:

vav =
kfΔp

mμwl
, vav =

l

t∗
→ kf =

mμwl
2

t∗Δp
, (1.1)

где m — пористость. Следует отметить, что величины пористости канала, его длины должны быть
выбраны из дополнительных умозаключений, т. е. из модели канала НФС, интерпретация не позволяет
их определить.

Оценка объема канала НФС и потока Qf либо доли потока Qf/Qin через него определяются из
очевидных соотношений сохранения массы:

V = Qf t
∗,

Qf

Qin
=

M∗

M
, (1.2)

где Qin И M — расход жидкости и масса трассера, закачанного в нагнетательную скважину. Следует
подчеркнуть, что три параметра канала V , kf и Qf определяются однозначно, но заключения о длине,
пористости и площади поперечного сечения являются априорными и зависят от принимаемой модели
канала НФС.
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2. Модели каналов НФС

Как следует из обзора, природу канала НФС обычно связывают с трещинообразованием за счет
автоГРП. Трещина автоГРП образуется в процессе закачки воды за счет достижения на забое скважины
величины давления раскрытия трещин [21].

При проектировании системы поддержания пластового давления обосновываются целевые приеми-
стости и режимы воздействия, исключающие негативное влияние на выработку. Однако в процессе
эксплуатации возможны остановки, например на период проведения геолого-технических мероприятий
и последующий кратковременный периоды форсированной закачки воды, создающие предпосылки для
автоГРП. Также наличие примесей в закачиваемой воде (чешуйки глины, ржавчина, песок) [6] приво-
дит к загрязнению призабойной зоны, что при постоянном расходе закачиваемой воды ведет к росту
забойного давления и опасности формирования трещин автоГРП [22].

В этом случае используют классическую теорию трещинообразования в пористом пласте. В рамках
такого подхода трещину представляют в виде эллипса или прямоугольника с вертикальным размером,
равным толщине продуктивного интервала h и раскрытием (максимальной шириной) w. Течение жидко-
сти через трещину моделируется формулой Пуазейля для канала эллиптического сечения [22], которая
по структуре совпадает с линейным законом Дарси, если принять, что проницаемость трещины для
ламинарного потока равна kf = w2/16.

Для расчета потока жидкости в трещине необходимо знать площадь ее поперечного сечения A,
а для перетоков жидкости между трещиной и пластом – огибающую ее боковой поверхности H. Эти па-
раметры однозначно связаны с высотой и раскрытием трещины: A = πhw/4, H ≈ 0, 3175πh (при H � w).
Таким образом, согласно модели канала НФС типа трещины автоГРП, определение ее проницаемости
в результате даже стандартной интерпретации позволяет рассчитать раскрытие трещины, ее попереч-
ное сечение и огибающую боковой поверхности (при допущении, что высота трещины не выходит за
размеры продуктивного интервала).

Если рассматривать канал НФС как систему магистральных трещин, то для оценки связи пористо-
сти и проницаемости всего канала можно использовать основные выводы теории Козени — Кармана
[23], в которой обосновывается однозначная связь проницаемости и пористости среды. Эта зависимость
kf (m) определяется в результате статистической обработки экспериментов в лабораториях исследования
кернов. Тогда пористость канала можно определить после оценки его проницаемости.

В результате параметры канала НФС в модели трещины автоГРП определяются однозначно после
применения традиционной интерпретации индикаторных исследований. Необходимо отметить, что для
рассмотренных моделей длина канала также неизвестна, но обычно оценивается как кратчайшее рас-
стояние между нагнетательной и добывающей скважинами.

3. Диссипация оторочки трассера при движении по каналу НФС

Практика анализа результатов индикаторных исследований показала, что времена закачки оторочки
трассера объемом 10 ÷ 15 м3 составляют 2 ÷ 8 часов и зависят от приемистости скважины. При дви-
жении по каналу оторочка подвержена значительной диссипации, в результате которой вместо П-образ-
ной конфигурации наблюдается ее трансформация в колоколообразный вид со значительным снижением
максимальной концентрации и расширением ее продольных размеров.

Для анализа процесса диссипации оторочки при движении по каналу НФС следует рассмотреть вспо-
могательную задачу о движении оторочки примеси с первоначальным линейным размером L и исходной
концентрацией c0 в канале длиной l. Пусть оторочка движется с постоянной среднемассовой скоростью
vav и подвержена диссипации с характерным коэффициентом D. Исходный линейный размер оторочки
определяется через скорость ее движения и время ее закачки t0: L = vavt0.

Ось z направлена вдоль канала НФС. Математическая формулировка задачи приведена ниже в виде
уравнения переноса концентрации:

∂c

∂t
+ vav

∂c

∂z
= D

∂2c

∂z2
, t = 0, z > 0 : c = 0; 0 < t � t0, z = 0 : c = c0; t > t0, z = 0 : c = 0, (3.1)

где t — время.
Необходимо найти зависимость концентрации примеси на выходе из канала z = l от времени. Для

общности уравнение (3.1) приводится к безразмерному виду с введением следующих безразмерных пе-
ременных:

∂C

∂T
+

∂C

∂Z
= D

∂2C

∂Z2
, T = 0, Z > 0 : C = 0; 0 < T � T0, Z = 0 : C = 1; T > T0, Z = 0 : C = 0,
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C =
c

c0
, T =

t

t∗
, Z =

z

l
, D =

Dt∗

l2
, L =

L

l
, (3.2)

где T0 — безразмерное время закачки трассера. Следует отметить, что концентрация реагента рассчи-
тывается в потоке в канале, а замеряется в дебите жидкости добывающей скважины, которая работает
в зависимости от системы разработки и от других нагнетательных скважин.

Переход к автомодельной переменной ξ позволяет получить общее решение задачи (3.2) как супер-
позицию частных решений о распространении переднего и заднего фронтов оторочки в виде [24]:

ξ =
Z − T√

T
, C =

1

2
(erf(

1 + L− T

2
√
DT

)− erf(
1− T

2
√
DT

)). (3.3)

Как видно из решения, приведенная концентрация трассера на выходе зависит от двух безразмер-
ных параметров D и L и трех размерных параметров D, L и l. При этом в выражении (3.3) L является
известным параметром, поскольку с учетом выражения L = vavt0 и определения среднемассовой скоро-
сти

L =
t0
t∗
. (3.4)

Приведенная концентрация C должна быть пересчитана через общий дебит добывающей скважины.
С учетом сохранения интегральной массы реагента в добывающей скважине можно получить соотно-
шение расчетной и реальной концентрации реагента:

C∗ = aC, a =
Qf

Qp
, (3.5)

где C — расчетная, а C∗ — реальная концентрация; a — коэффициент перевода концентрации в канале
на ее значение в дебите скважины.

Таким образом, настроечным параметром в решении (3.3) является лишь соотношение D/l2. Под
“настройкой” здесь понимается минимизация среднего относительного отклонения расчетных значений
концентрации трассера от промысловых замеров. Для определения этого параметра использовался метод
градиентного спуска [25] со следующим алгоритмом

1. На первом этапе из промысловых данных определяется коэффициент a перевода концентрации в
канале на ее значение в дебите скважины по формуле (3.5).

2. Для «настройки» пересчитанных значений концентрации трассера на промысловые данные зада-
ются начальное приближение D1 = 10−8 и второе значение D2, на порядок отличающееся от начального,
например D2 = 10−7.

3. Эти значения закладываются в решение (3.3) и вычисляются соответствующие среднеквадратич-
ные отклонения расчетных значений концентрации от промысловых значений, определяемых как

Rn(Dn) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(Ci(Dn)− Cpi)
2, n = 1, 2. (3.6)

В (3.6) N — количество замеров концентрации; i — номер замера и соответствующего ему расчетного
значения; n — номер значения безразмерного коэффициента диссипации.

4. В соответствии с методом градиентного спуска рассчитывается следующее значение Dn+1 и соот-
ветствующее решение C(Dn+1):

Dn+1 = Dn − α
∂Rn(Dn)

∂Dn

, (3.7)

где производная от среднеквадратичного отклонения расчетных значений концентрации от промысловых
значений аппроксимируется соответствующими разностями, α — шаг спуска.

5. Далее, после расчета (3.7), проверяется условие близости значений коэффициента диссипации в
двух последовательных итерациях:

|Dn+1 −Dn

Dn

| � ε. (3.8)

Если условие (3.8) не выполняется, то осуществляется переход к следующему значению Dn+2 и возврат
на шаг 3, в противном случае коэффициент диссипации приниматеся равным Dn+1 с погрешностью ε

Реализация такого алгоритма проиллюстрирована на примере интерпретации индикаторных иссле-
дований для добывающей скважины 179 месторождения Х на рис. 3.1. Данные, использованные для
интерпретации исследований, сведены в таблице 3.1. Погрешность ε определения параметра D задава-
лась значением 1 %.

Скорость сходимости предложенного алгоритма проиллюстрирована на рис. 3.2, как и следует из
метода градиентного спуска, по мере приближения к точному значению искомого параметра сходимость
замедляется. Искомое значение безразмерного коэффициента диссипации для рассмотренного случая
D = 0,0202. Среднеквадратичное отклонение для такой «настройки» составляет 7 %.
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Рис. 3.1. Сопоставление расчетной динамики концентрации трассера на выходе в добывающую скважину 179
с промысловыми данными

Fig. 3.1. Comparison of the calculated dynamics of tracer concentration at the outlet of production well 179 with
field data

Таблица 3.1
Промысловые данные, использованные в расчетах по предложенному алгоритму

интерпретации по добывающей скважине 179 месторождения Х

Table 3.1
Field data used in calculations based on the proposed interpretation algorithm

for the production well 179 of the field X

Параметр t0, с t∗, сут. M∗, кг M , кг Qin, м3/с Qp, м3/с c0, д.е.
Значение 10800 130 2 1000 9,26 · 10−5 2,01 · 10−5 0,0012

Рис. 3.2. Процесс оптимизации среднеквадратичного отклонения расчетной концентрации
от промысловых данных по скважине 179

Fig. 3.2. Process of optimizing the standard deviation of the calculated concentration
from the field data for well 179

4. Решение обратной задачи для интерпретации результатов
трассерных исследований

Для определения других параметров канала НФС необходимо использовать результаты численно-ана-
литического решения прямой задачи о движении оторочки трассера по каналу, которое было получено
в предыдущей работе авторов [16]. Согласно этому решению, расход жидкости по каналу практически
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не меняется (с точностью до малого параметра F = 2kkr(Sor)/kf ) и равен

Qf =
kf (w)A(w)Δp

μwl
. (4.1)

Далее используется модель канала в виде трещины автоГРП или другого происхождения, тогда про-
ницаемость канала НФС и его площадь поперечного сечения являются функциями от ширины.

Объем оторочки связан с ее линейным размером по следующему соотношению:

A(w)L = Qf t0. (4.2)

Доля расхода жидкости по каналу, как и в случае традиционного алгоритма интерпретации, имеет
вид

Qf

Qin
=

M∗

M
. (4.3)

Поскольку из «настройки» рассчитано значение D, а с учетом (3.4) известно L, то можно записать:

D =
Dl2

t∗
, (4.4)

L = Ll. (4.5)

Система уравнений (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) содержит в качестве неизвестных пять величин, что
позволяет однозначно определить все неизвестные. Простые выкладки приводят к следующим значениям
искомых параметров:

Qf = Qin
M∗

M
, w =

4

√
Q2

f t0μw

π2h2ΔpL
, l =

πhw3Δp

64Qfμw
, D =

Dl2

t∗
, L =

t0l

t∗
. (4.6)

Разработанная методика интерпретации апробирована для расчета параметров каналов НФС (с при-
нятой моделью трещин) для двух добывающих скважин одного из месторождений Западной Сибири
при закачке трассера в ближайшую нагнетательную скважину. Динамика концентрации трассера в этих
скважинах приведена на рис. 4.1 и рис. 4.2. Как видно из рисунков, в первой скважине выделяются
два пика концентрации трассера, а во второй — три пика, что указывает на наличие нескольких кана-
лов НФС. Данные по условиям проведения индикаторных исследований в указанных трех скважинах
приведены в таблице 4.1, где l∗ — расстояние от добывающей до нагнетательной скважины. Результаты
настройки диссипации трассера в каналах-трещинах также приведены на рис. 4.1 и рис. 4.2. Сопоставле-
ние промысловых и расчетных данных указывает на хорошую предсказательную способность алгоритма
интерпретации.

Рис. 4.1. Данные по выходу трассера в добывающей скважине 1076 при его закачке в ближайшую
нагнетательную скважину 1074

Fig. 4.1. Data on tracer output in production well 1076 when it is injected into the nearest injection well 1074

Результаты расчетов по формулам (4.6) параметров каналов-трещин сведены в таблице 4.2. Объем
канала НФС вычислялся как V = Al. Следует отметить, что расчет объема канала и потока жидкости



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия 2024. Том 30, № 2. С. 81–94
Vestnik of Samara University. Natural Science Series 2024, vol. 30, no. 2, pp. 81–94 89

Рис. 4.2. Данные по выходу трассера в добывающей скважине 1078 при его закачке в ближайшую
нагнетательную скважину 1074

Fig. 4.2. Data on tracer output in production well 1078 when it is injected into the nearest injection well 1074

Таблица 4.1
Промысловые данные по индикаторным исследованиям на участке с тремя скважинами,

использованные в расчетах по предложенному алгоритму интерпретации

Table 4.1
Field data from indicator studies in an area with three wells,

used in calculations using the proposed interpretation algorithm

Параметр Значение по нагнетательной Значение по скважине Значение по скважине
скважине 1074 1076 1078

t0, с 10800 – –
M∗, кг – 5,954 6,469
M , кг 1000 – –

Qin, м3/с 9,26 · 10−5 – –
Qp, м3/с – 2,44 · 10−5 2,70 · 10−5

c0, д.е. 0,09 – –
Δp, атм – 160 170
μw, сП 1 1 1
h, м – 30 30
l∗, м – 644 431

через него осуществляется по одинаковым формулам как в традиционной (1.1), (1.2), так и в разрабо-
танной методике интерпретации, а их величины совпадают соответственно.

Как и ожидалось, первый пик концентрации проходит по каналу, близкому по длине к минимальному
расстоянию до нагнетательной скважины. Длина траектории канала не обязательно возрастает по мере
запаздывания пика, на скважине 1078 третий канал короче второго. Это может быть связано с тем,
что этот канал-трещина растущий и имеет меньшую проницаемость-раскрытие. Предположительно, по
мере закачки воды образуются сначала короткие трещины, затем более длинные. Это предположение
объясняет, почему сформировавшиеся ранее каналы имеют меньшую проницаемость. По ним проходит
больший объем воды, содержащей твердые и жидкие частицы, и происходит стабилизация их размеров
за счет частиц, содержащихся в закачиваемой воде.

Коэффициент диссипации изменяется в относительно небольшом диапазоне 10-4÷10-3 м2/с. Его зна-
чения намного больше коэффициента диффузии, что указывает на недуффузионный характер диссипа-
ции. Набор статистики интерпретации индикаторных исследований позволит оценить, является данный
коэффициент постоянным или меняется от трещины к трещине.
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Таблица 4.2
Результаты интерпретации индикаторных исследований по выбранным скважинам

по разработанному алгоритму

Table 4.2
Results of interpretation of indicator studies for selected wells using the developed algorithm

Параметр Значение по скважине 1076 Значение по скважине 1078
Первый канал Второй канал Первый канал Второй канал Третий канал

w, мм 0,0109 0,0312 0,0084 0,0254 0,0093
l, м 665 2229 438 1750 733
kf , Д 7,43 60,94 4,36 40,20 5,37

Qf ,м3/с 4,59 · 10−8 3,22 · 10−7 3,33 · 10−8 2,33 · 10−7 2,72 · 10−8

D, м2/с 1,21 · 10-4 2,34 · 10-3 3,72 · 10-4 1,71 · 10-3 1,10 · 10-4

A, м2 2,57 · 10-4 7,35 · 10-4 1,97 · 10-4 5,97 · 10-4 2,18 · 10-4

L, м 1,93 4,72 1,83 4,21 1,35
a 1,88 · 10-3 1,32 · 10-2 1,23 · 10-3 8,64 · 10-3 1,01 · 10-3

V , м3 0,171 1,638 0,086 1,047 0,160

Заключение
На основе решения обратной задачи движения оторочки трассера по каналу-трещине разработан

новый алгоритм интерпретации результатов индикаторных исследований, позволяющий определить, по-
мимо параметров, определяемых по традиционной методике, длину и раскрытие трещины.

Валидация расчетных значений концентрации трассера с учетом определения коэффициента дисси-
пации по методу градиентного спуска показала хорошее согласование с промысловыми данными (сред-
неквадратичные отклонения не превышают 7 %).

Установлено, что длина самого короткого канала НФС практически соответствует расстоянию между
нагнетательной и добывающей скважинами, другие каналы имеют большую длину и могут формиро-
ваться позднее.

Показано, что проницаемость самого короткого канала НФС/раскрытие соответствующей трещины
являются наименьшей/наибольшим среди более длинных каналов в пласте, поскольку по ним проходит
больший объем воды, содержащей твердые и жидкие частицы.

Диссипация трассера при движении по каналу-трещине изменяется в небольшом диапазоне, что ука-
зывает на единую физическую природу данного явления.
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SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM OF TRACER TESTS
INTERPRETATION RESULTS FOR OIL RESERVOIRS IN THE PRESENCE

OF LOW RESISTANCE CHANNELS

ABSTRACT
Tracer tests of oil reservoirs have become widely used to assess the parameters of low resistance

channels, leading to premature increasing of production water cut. The existing analytical methods of their
interpretation do not consider the dissipation of the tracer. The article proposes a methodology of tracer
tests interpretation in the presence of low resistance channels, which considers the configuration of the tracer
slug in the producer. The developed method is based on solving the inverse problem of tracer filtration in the
low resistance channel and for the first time considers its dissipation. The formulation of the inverse problem
of tracer filtration in the low resistance channel is based on the use of the tracer transfer equation in the
channel, the ratio for the reagent flow in the channel and the reservoir, Darcy’s law and the relationship of
the volume of the tracer slug with its linear size. The algorithm of numerical determination of the tracer
dissipation coefficient by solving the optimization problem by the gradient descent is given. The developed
algorithm has been tested on the example of the tracer tests interpretation for two producers of one of the
Western Siberia fields. The lengths of each channel for the selected wells are determined. It is shown that
the error of comparison of calculated and field data does not exceed 7%. It was found that the length of the
shortest channel corresponds to the distance between injector and producer, other channels have a longer
length and can be formed later.

Key words: tracer tests; inverse problem; optimization problem; gradient descent; low resistance channels;
tracer concentrarion; tracer dissipation; channel length.
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