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МАТЕМАТИКА

УДК 517.946 DOI: 10.18287/2541-7525-2018-24-2-7-17

А.И. Григорьева, А.И. Кожанов1

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СОСТАВНОГО ТИПА
С КВАЗИПАРАБОЛИЧЕСКИМ ОПЕРАТОРОМ ПЕРЕМЕННОГО

НАПРАВЛЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ В СТАРШЕЙ ЧАСТИ
И С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ2

Изучается разрешимость краевых задач для неклассических дифференциальных уравнений со-
болевского типа со знакопеременной функцией, которая имеет разрыв первого рода в точке ноль.
Также данная функция меняет знак в зависимости от знака переменной x. Доказываются теоремы
существования и единственности регулярных решений, имеющих все обобщенные по С.Л. Соболеву
производные, входящие в уравнение. Устанавливается наличие необходимых априорных оценок для
решений изучаемых задач.

Ключевые слова: уравнения соболевского типа, переменное направление эволюции, краевые за-
дачи, дифференциальный оператор, регулярные решения, существование, единственность, априорные
оценки.

Цитирование. Григорьева А.И., Кожанов А.И. Краевые задачи для уравнений составного типа 
с квазипараболическим оператором переменного направления эволюции в старшей части и с раз-
рывными коэффициентами // Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия. 2018. Т. 24. 
№ 2. С. 7–17. DOI: http://doi.org/10.18287/2541-7525-2018-24-2-7-17.

1. Постановка задач

Работа посвящена исследованию разрешимости краевых задач с внутренними условиями сопряжения
(склейки) для дифференциальных уравнений соболевского (составного)типа

Dt

(
(−1)pD2p+1

t u−Au
)
+ c(x, t)u = f(x, t), (1)

в которых x ∈ (−1, 1), (t ∈ (0, T )), 0 < T < +∞, p есть целое неотрицательное число, D2p+1
t u = ∂2p+1

∂t2p+1 ,
Dt =

∂
∂t , A — дифференциальный оператор, действие которого на заданной функции u(x, t) определяется

равенством

Au =
∂

∂x
(a0(x)ux) + a1(x)u.

Особенностями изучаемых уравнений являются, во-первых, то, что функция a0(x) имеет в точке x = 0
разрыв первого рода, во-вторых же — то, что функция a0(x) имеет разные знаки при x < 0 и x > 0.

Наличие в уравнении (1) разрывного коэффициента влечет необходимость задания на линии разрыва
условий сопряжения (склейки). Краевые задачи с условиями подобного рода достаточно хорошо изучены
для классических эллиптических, параболических и гиперболических уравнений второго порядка — см.
работы [1–5], из работ последнего времени отметим статьи [6–13]. Отметим также следующее: условия
сопряжения (склейки) естественным образом возникают при исследовании разрешимости краевых задач
для уравнений смешанного и смешанно–составного типов, а также для параболических уравнений с
меняющимся направлением эволюции — см. работы [14–24].

1 c⃝ Григорьева А.И., Кожанов А.И., 2018
Григорьева Александра Ивановна (shadrina_ai@mail.ru), кафедра высшей математики, Северо-Восточный федеральный

университет им. М.К. Аммосова, , 677000, Российская Федерация, г. Якутск, ул. Кулаковского, 48.
Кожанов Александр Иванович (kozhanov@math.nsc.ru), Институт математики им. С.Л. Соболева, Сибирское отделе-

ние АН, 630090, Российская Федерация, г. Новосибирск, ул. Академика Коптюга, 4.
2Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, проект 18–51–41009.
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Уравнение (1) при p = 0 и в случае знакопостоянной функции a0(x) представляет собой уравнение
соболевского типа называемое также псевдогиперболическим уравнением [25–27]; краевые задачи для
таких уравнений достаточно хорошо изучены. Наоборот, если a0(x) есть разрывная знакопеременная
функция, то как в случае p = 0, так и в случае p > 0 краевые задачи для уравнений (1) в такой
ситуации ранее не изучались. Частично восполнить этот пробел и предполагают авторы в настоящей
работе.

Уравнение (1) имеет модельный вид. Возможные обобщения представленных ниже результатов на
более общие уравнения будут описаны в конце работы.

Пусть Q, Q+, Q− и Q1 есть множества

Q = {(x, t) : −1 < x < 1, 0 < t < T},

Q+ = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T}, Q− = {(x, t) : −1 < x < 0, 0 < t < T},
Q1 = Q+ ∪Q−.

Далее, пусть α и β есть заданные действительные числа, a0(x), a1(x), c(x, t) и f(x, t) есть заданные
функции, определенные при x ∈ [−1, 1] и (x, t) ∈ Q соответственно, причем для функции a0(x) выпол-
няется условие

a0(x) ∈ C1([0, 1]), a0(x) > 0 при x ∈ [0, 1], a0(x) ∈ C1([−1, 0)),

a0(x) < 0 при x ∈ [−1, 0), a0(−0) = lim
x→0−0

a0(x) < 0.
(А)

Всюду ниже будем рассматривать случай p > 1, о случае же p = 0 скажем в конце работы.
Через Dk

t будем обозначать производную ∂k

∂tk
(k — целое неотрицательное число, D1

t = Dt).
Краевая задача I: найти функцию u(x, t), являющуюся на множестве Q1 решением уравнения (1)

и такую, что для нее выполняются краевые условия

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (2)

Dk
t u(x, t)|t=0, x∈(0,1) = 0, k = 0, . . . , p+ 1, (3)

Dk
t u(x, t)|t=0, x∈(−1,0) = 0, k = 1, . . . , p, (4)

Dk
t u(x, t)|t=T, x∈(0,1) = 0, k = 1, . . . , p, (5)

Dk
t u(x, t)|t=T, x∈(−1,0) = 0, k = 0, . . . , p+ 1, (6)

а также условия сопряжения

u(−0, t) = αu(+0, t), ux(+0, t) = βux(−0, t), t ∈ (0, T ). (7)

Краевая задача II: найти функцию u(x, t), являющуюся на множестве Q1 решением уравнения (1)
и такую, что для нее выполняются краевые условия (2), (3), (5) и (6), условия сопряжения (7), а
также условия

Dk
t u(x, t)|t=0, x∈(−1,0) = 0, k = p+ 2, . . . , 2p+ 1. (8)

Краевая задача III: найти функцию u(x, t), являющуюся на множестве Q1 решением уравнения (1)
и такую, что для нее выполняются краевые условия (2), (3), (4) и (6), условия сопряжения (7), а
также условия

Dk
t u(x, t)|t=T, x∈(0,1) = 0, k = p+ 2, . . . , 2p+ 1. (9)

Краевая задача IV: найти функцию u(x, t), являющуюся на множестве Q1 решением уравнения (1)
и такую, что для нее выполняются краевые условия (2), (3), (6), (8) и (9), а также условия сопря-
жения (7).

Определим функциональное пространство, в котором будет установлено существование и единствен-
ность решений краевых задач I–IV.

Определим вначале пространства V (Q+) и V (Q−):

V (Q+) = {v(x, t) : v(x, t) ∈ W 2
2 (Q

+), Dtvxx(x, t) ∈ L2(Q
+),

D2p+2
t v(x, t) ∈ L2(Q

+)},
V (Q−) = {v(x, t) : v(x, t) ∈ W 2

2 (Q
−), Dtvxx(x, t) ∈ L2(Q

−),

D2p+2
t v(x, t) ∈ L2(Q

−)}.
Введем в пространствах V (Q+) и V (Q−) нормы:

∥v∥V (Q+) =
(
∥v∥2W 2

2 (Q
+) + ∥Dtvxx∥2L2(Q+) + ∥D2p+2

t v∥2L2(Q+)

) 1
2

,
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∥v∥V (Q−) =
(
∥v∥2W 2

2 (Q
−) + ∥Dtvxx∥2L2(Q−) + ∥D2p+2

t v∥2L2(Q−)

) 1
2

.

Далее, определим пространство V0:

V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V (Q+), v(x, t) ∈ V (Q−)};

норму в этом пространстве определим естественным образом:

∥v∥V0 =
(
∥v∥2V (Q+) + ∥v∥2V (Q−)

) 1
2

.

Именно пространство V0 с этой нормой и будет основным пространством в настоящей работе; очевидно,
что данное пространство будет банаховым.

2. Единственность решений краевых задач I–IV
Прежде чем доказывать теорему единственности, заметим, что для функций v(x, t), принадлежащих

пространству V (Q+) и таких, что v(x, 0) = 0 при x ∈ (0, 1), выполняется неравенство∫
Q+

v2x dx dt 6
T 2

2

∫
Q+

v2xt dx dt; (10)

Аналогично, для функций v(x, t), принадлежащих пространству V (Q−) и таких, что v(x, T ) = 0 при
x ∈ (−1, 0), имеет место неравенство ∫

Q−

v2x dx dt 6
T 2

2

∫
Q−

v2xt dx dt. (11)

Определим числа a+0 и a−0:

a+0 = min
[0,1]

a0(x), a−0 = sup
[−1,0)

a0(x).

Теорема 1. Пусть выполняются условие (A), а также условия

αβ > 0; (11)

a1(x) ∈ C([−1, 0)), a1(x) > 0 при x ∈ [−1, 0),
a1(x) ∈ C([0, 1]), a1(x) 6 0 при x ∈ [0, 1];

(12)

c(x, t) = c1(x, t) + c2(x, t), ci(x, t) ∈ C1(Q), i = 1, 2; (13)

xc1t(x, t) 6 0 при (x, t) ∈ Q, x ̸= 0, c1(x, 0) > 0 при x ∈ [−1, 0),

c1(x, T ) > 0 при x ∈ [0, 1],
√
2|a−0| − T max

−16x60, 06t6T
|c2(x, t)| > 0,

√
2a+0 − T max

06x61, 06t6T
|c2(x, t)| > 0.

(14)

Тогда каждая из задач I, II, III или IV не может иметь в пространстве V0 более одного решения.
Доказательство. Положим

γ = −βa0(+0)

αa0(−0)
.

Пусть в уравнении (1) выполняется f(x, t) ≡ 0, и пусть u(x, t) есть решение одной из задач I, II, III
или IV с такой правой частью. Рассмотрим равенство∫

Q+

[
Dt

(
(−1)pD2p+1

t u−Au
)
+ cu

]
ut dx dt−

−γ

∫
Q−

[
Dt

(
(−1)pD2p+1

t u−Au
)
+ cu

]
ut dx dt = 0.

После интегрирования по частям с использованием соответствующих краевых условий одной из задач I,
II, III или IV, а также с использованием условий (12) и (13) это равенство нетрудно преобразовать к
виду

1

2

1∫
0

[
Dp+1

t u(x, T )
]2

dx+
γ

2

0∫
−1

[
Dp+1

t u(x, 0)
]2

dx+

∫
Q+

a0(x)(Dtux)
2 dx dt−
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−γ

∫
Q−

a0(x)(Dtux)
2 dx dt− 1

2

∫
Q+

c1tu
2 dx dt+

1

2

1∫
0

c1(x, T )u
2(x, T ) dx+

+
γ

2

∫
Q−

c1tu
2 dx dt+

γ

2

0∫
−1

c1(x, 0)u
2(x, 0) dx =

= −
∫
Q+

c2uDtu dx dt+ γ

∫
Q−

c2uDtu dx dt. (15)

Заметим, что вследствие условия (А) и условия (11) число γ будет положительным. Далее, применяя для
оценки правой части (15) неравенство Юнга, неравенства (9) и (10) и учитывая условие (14), нетрудно
из равенства (15) вывести неравенство∫

Q+

(Dtux)
2 dx dt+

∫
Q−

(Dtux)
2 dx dt 6 0.

Из этого неравенства и краевых условий задач I, II, III или IV следует u(x, t) ≡ 0 в Q1. Это тождество
и означает, что каждая из задач I, II, III или IV не может иметь в пространстве V0 более одного
решения.

Теорема доказана.

3. Существование решений краевых задач I–IV
Как и единственность, существование решений краевых задач I–IV будет доказано единым образом

для всех четырех задач.
Примененный ниже метод доказательства разрешимости краевых задач I–IV можно охарактеризовать

как метод, основанный на сведении задачи сопряжения к краевым задачам для "нагруженных" [28, 29]
дифференциальных уравнений. Ранее подобный метод успешно применялся в работах [30–32].

Теорема 2. Пусть выполняется условие (A), а также условия (11)–(14). Тогда для любой функции
такой, что f(x, t) ∈ L2(Q), fx(x, t) ∈ L2(Q

+), fx(x, t) ∈ L2(Q
−), f(−0, t) = αf(+0, t) при t ∈ (0, T ),

каждая из краевых задач I–IV имеет решение, принадлежащее пространству V0.
Доказательство. Для определенности рассмотрим краевую задачу I. Будем обозначать через f1(x, t)

сужение функции f(x, t) на прямоугольник Q−, через f2(x, t) — сужение функции f(x, t) на прямоуголь-
ник Q+. Далее, через φ1(x) обозначим определенную при x ∈ [−1, 0) функцию a′0(x)+a1(x)(1+x), через
φ2(x) — определенную при x ∈ [0, 1] функцию −a′0(x)+a1(x)(1−x). Наконец, пусть w(x, t) и z(x, t) есть
функции из пространств V (Q−) и V (Q+) соответственно, λ есть число из отрезка [0, 1]. Положим

Φ(λ,w, z)(t) = z(+0, t)− λβwx(−0, t),

Ψ(λ,w, z)(t) = wx(−0, t) + λαz(+0, t).

Пусть ε есть положительное число. Рассмотрим семейство краевых задач: найти функции w(x, t) и
z(x, t) такие, что при (x, t) ∈ Q− выполняется уравнение

(−1)pD2p+2
t (w + εAw)−DtAw + cw +

(−1)pελαφ1(x)

1 + λ2αβ
D2p+2

t Φ(λ,w, z)+

+
(−1)pλα(1 + x)

1 + λ2αβ
D2p+2

t Φ(λ,w, z)− λαφ1(x)

1 + λ2αβ
DtΦ(λ,w, z)+

+
λα(1 + x)c

1 + λ2αβ
Φ(λ,w, z) = f1(x, t), (16ε,λ)

при (x, t) ∈ Q+ выполняется уравнение

(−1)pD2p+2
t (z − εAz)−DtAz + cz +

(−1)pελβφ2(x)

1 + λ2αβ
D2p+2

t Ψ(λ,w, z)−

− (−1)pλβ(1− x)

1 + λ2αβ
D2p+2

t Ψ(λ,w, z) +
λβφ2(x)

1 + λ2αβ
DtΨ(λ,w, z)−

−λβ(1− x)c

1 + λ2αβ
Ψ(λ,w, z) = f2(x, t), (17ε,λ)
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и при этом выполняются условия

w(−1, t) = w(−0, t) = 0, t ∈ (0, T ), (18)

Dk
t w(x, t)|t=0, x∈(−1,0) = 0, k = 1, . . . , p, (19)

Dk
t w(x, t)|t=T, x∈(−1,0) = 0, k = 0, . . . , p+ 1, (20)

zx(+0, t) = z(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (21)

Dk
t z(x, t)|t=0, x∈(0,1) = 0, k = 0, . . . , p+ 1, (22)

Dk
t z(x, t)|t=T, x∈(0,1) = 0, k = 1, . . . , p. (23)

Покажем, что при фиксированных ε и λ, при принадлежности функции f(x, t) пространству L2(Q) и
при выполнении условий теоремы краевая задача (16ε,λ), (17ε,λ), (18)–(23) имеет решение {w(x, t), z(x, t)}
такое, что w(x, t) ∈ V (Q−), D2p+2

t wxx(x, t) ∈ L2(Q
−), z(x, t) ∈ V (Q+), D2p+2

t zxx(x, t) ∈ L2(Q
+).

Прежде всего заметим, что при λ = 0 существование функций w(x, t) и z(x, t) из требуемых клас-
сов действительно имеет место — это следует из того, что краевая задача (16ε,0), (17ε,0), (18)–(23)
распадается на две независимые задачи в прямоугольниках Q− и Q+ (для функций w(x, t) и z(x, t)
соответственно), разрешимость каждой из которых известна — см. [33].

Пусть теперь λ есть произвольное число из отрезка [0, 1], функции w(x, t) и z(x, t) представляют
собой произвольное решение задачи (16ε,λ), (17ε,λ), (18)–(23) из требуемого класса. Определим функцию
u(x, t):

u(x, t) =

 w(x, t) + λα(1+x)
1+λ2αβ Φ(λ,w, z) при (x, t) ∈ Q−,

z(x, t)− λβ(1−x)
1+λ2αβ Ψ(λ,w, z) при (x, t) ∈ Q+.

Для этой функции выполняются равенства

(−1)pD2p+2
t (u+ εAu)−DtAu+ cu = f1(x, t) при (x, t) ∈ Q−, (24)

(−1)pD2p+2
t (u− εAu)−DtAu+ cu = f2(x, t) при (x, t) ∈ Q+, (25)

u(−0, t) = λαu(+0, t), ux(+0, t) = λβux(−0, t) при t ∈ (0, T ), (26λ)

и выполняются также условия (19), (20), (22) и (23). Умножим равенство (25) на функцию Dtu, ра-
венство (24) — на функцию −γDtu. Интегрируя полученные равенства по прямоугольникам Q+ и Q−

соответственно, складывая, используя формулу интегрирования по частям, применяя условия теоремы
и неравенство Юнга, получим первую априорную оценку для функции u(x, t):∫

Q+

(Dtux)
2 dx dt+

∫
Q−

(Dtux)
2 dx dt 6 N1

∫
Q

f2 dx dt, (27)

постоянная N1 в которой определяется лишь функциями a0(x), a1(x) и c(x, t), также числами α, β и T .
Умножим равенство (25) на функцию (−1)p+1D2p+2

t Au, равенство (24) — на функцию
(−1)pγD2p+2

t Au. Интегрируя полученные равенства по прямоугольникам Q+ и Q− соответственно,
складывая и используя формулу интегрирования по частям, получим равенство

ε

∫
Q+

(D2p+2
t Au)2 dx dt+ γε

∫
Q−

(D2p+2
t Au)2 dx dt+

∫
Q+

a0(D
2p+2
t ux)

2 dx dt−

−
∫
Q+

a1(D
2p+2
t u)2 dx dt− γ

∫
Q−

a0(D
2p+2
t ux)

2 dx dt+ γ

∫
Q−

a1(D
2p+2
t u)2 dx dt+

+
1

2

1∫
0

[Dp+1
t Au(x, T )]2 dx+

1

2

0∫
−1

[Dp+1
t Au(x, 0)]2 dx =

= (−1)p+1

∫
Q+

f2D
2p+2
t Audx dt+ (−1)pγ

∫
Q−

f1D
2p+2
t Audx dt−

−(−1)p
∫
Q+

a0(cu)xD
2p+2
t ux dx dt− (−1)p+1γ

∫
Q−

a0(cu)xD
2p+2
t ux dx dt−

−(−1)p+1

∫
Q+

a1cuD
2p+2
t u dx dt− (−1)p

∫
Q−

a1cuD
2p+2
t u dx dt. (28)
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Условия теоремы, неравенство Юнга и оценка (27) дают следствие из равенства (28) — вторую апри-
орную оценку для решения u(x, t) краевой задачи (16ε,λ), (17ε,λ), (18)–(23)

ε

∫
Q+

(
D2p+2

t Au
)2

dx dt+ ε

∫
Q−

(
D2p+2

t Au
)2

dx dt+

∫
Q+

(
D2p+2

t ux

)2
dx dt+

+

∫
Q−

(
D2p+2

t ux

)2
dx dt 6 N2

∫
Q

f2 dx dt, (29)

постоянная N2 в которой определяется функциями a0(x), a1(x) и c(x, t), а также числами α, β, T и ε.
Из оценок (27) и (29) вытекает очевидная результирующая оценка

ε

∫
Q+

(
D2p+2

t uxx

)2
dx dt+ ε

∫
Q−

(
D2p+2

t uxx

)2
dx dt+ ∥u∥2V0

6 N3

∫
Q

f2 dx dt (30)

с постоянной N3, определяющейся функциями a0(x), a1(x) и c(x, t), а также числами α, β, T и ε.
Имеют место равенства

w(x, t) = u(x, t)− λα(1 + x)u(+0, t) при (x, t) ∈ Q−,

z(x, t) = u(x, t) + λβ(1− x)ux(−0, t) при (x, t) ∈ Q+.

Из этих равенств и из оценки (30) вытекают оценки для функций w(x, t) и z(x, t):

ε

∫
Q+

(
D2p+2

t zxx

)2
dx dt+ ∥z∥2V (Q+) 6 N4

∫
Q

f2 dx dt, (31)

ε

∫
Q−

(
D2p+2

t wxx

)2
dx dt+ ∥w∥2V (Q−) 6 N4

∫
Q

f2 dx dt (32)

постоянная N4 в которых вновь определяется функциями a0(x), a1(x) и c(x, t), числами α, β, T и ε.
Оценки (31) и (32), разрешимость краевой задачи (16ε,0), (17ε,0), (18)–(23) и теорема о методе продол-

жения по параметру [34, гл. III, § 14] дают разрешимость в требуемом классе задачи (16ε,λ), (17ε,λ),
(18)–(23) при любом λ из отрезка [0, 1] — в частности, и при λ = 1. Другими словами, краевые за-
дачи (16ε,1), (17ε,1), (18)–(23) и (24), (25), (261), (19), (20), (22), (23) при фиксированном ε и при
принадлежности функции f(x, t) пространству L2(Q) имеют решения {w(x, t), z(x, t)} и u(x, t) такие,
что w(x, t) ∈ V (Q−), D2p+2

t wxx(x, t) ∈ L2(Q
−), z(x, t) ∈ V (Q+), D2p+2

t zxx(x, t) ∈ L2(Q
+) и u(x, t) ∈ V0,

D2p+2
t uxx(x, t) ∈ L2(Q

−), D2p+2
t uxx(x, t) ∈ L2(Q

+). Покажем, что для этих решений при выполнении
дополнительных условий на функцию f(x, t) имеют место оценки, равномерные по ε.

Итак, пусть u(x, t) есть решение краевой задачи (24), (25), (261), (19), (20), (22), (23). Рассмотрим
для этого решения равенство (28). Интегрируя по частям в интегралах от функций f1

∂
∂x

(
a0D

2p+2
t ux

)
и

f2
∂
∂x

(
a0D

2p+2
t ux

)
(по областям Q− и Q+ соответственно), используя условия на функцию f(x, t), приме-

няя неравенство Юнга и учитывая оценку (29), нетрудно показать, что для функции u(x, t) выполняется
априорная оценка

ε

∫
Q+

(
D2p+2

t Au
)2

dx dt+ ε

∫
Q−

(
D2p+2

t Au
)2

dx dt+

∫
Q+

(
D2p+2

t ux

)2
dx dt+

+

∫
Q−

(
D2p+2

t ux

)2
dx dt 6 N ′

2

∫
Q

f2 dx dt+

∫
Q+

f2
x dx dt+

∫
Q−

f2
x dx dt

 , (33)

постоянная N ′
2 в которой определяется функциями a0(x), a1(x), c(x, t), а также числами α, β и T .

Следующая оценка ∫
Q+

(DtAu)
2
dx dt+

∫
Q−

(DtAu)
2
dx dt 6

6 N5

∫
Q

f2 dx dt+

∫
Q+

f2
x dx dt+

∫
Q−

f2
x dx dt

 (34)
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с постоянной N5, определяющейся функциями a0(x), a1(x), c(x, t), числами α, β и T , очевидным образом
вытекает из уравнений (24) и (25), оценок (27) и (33).

Оценки (27),(33) и (34), а также свойство рефлексивности гильбертова пространства позволяют стан-
дартным образом (см., например, [37]) выбрать последовательность {εm}∞m=1 положительных чисел и
семейство функций {um(x, t)}∞m=1, являющихся решениями краевых задач (24), (25), (261), (19), (20),
(22), (23) при ε = εm и таких, что при m → ∞ имеют место сходимости εm → 0, um(x, t) → u(x, t) слабо
в пространстве V0, εmD2p+2

t Aum → 0 слабо в пространствах L2(Q
+) и L2(Q

−). Предельная функция
u(x, t) и будет представлять собой искомое решение из пространства V0 краевой задачи I.

Для краевых задач II, III и IV все рассуждения и тем самым доказательство разрешимости в про-
странстве V0 проводятся полностью аналогично вышеприведенным.

Теорема полностью доказана.

4. Дополнение

1. Условие (11) теорем 1 и 2 вполне можно заменить на условие

αβ > 0.

В случаях α = 0, или β = 0, или α = β = 0 каждая из задач I–IV распадается на две независимые
задачи, разрешимость в пространстве V0 которых известна [33].

2. Коэффициенты a0 и a1 вполне могут зависеть и от переменной t, все условия и выкладки при
этом лишь незначительно усложняются. Самосопряженный вид оператора A также не является суще-
ственным — оператор A может иметь вид

Au = a0(x, t)uxx + a1(x, t)ux + a2(x, t)u.

3. В случае p = 0 все задачи I–IV совпадают между собой и представляют собой краевую задачу
для псевдогиперболического уравнения с переменным направлением эволюции.
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The solvability of boundary value problems for non-classical Sobolev type differential equations with
an alternating function is studied. This function has a discontinuity of the first kind at the point zero
and changes its sign depending on the sign of the variable x. The existence and uniqueness of regular
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А.В. Дюжева1

О ЗАДАЧЕ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
IV ПОРЯДКА

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральным условием для псевдогиперболи-
ческого уравнения четвертого порядка. Присутствующая в уравнении доминирующая смешанная
производная позволила интерпретировать поставленную задачу как аналог задачи Гурса. Получены
условия на коэффициенты уравнения и входные данные, гарантирующие существование единствен-
ного решения поставленной задачи.

Ключевые слова: псевдогиперболическое уравнение, нелокальное условие, задача Гурса, прин-
цип сжатых отображений.

Цитирование. Дюжева А.В. О задаче с нелокальными условиями для уравнений IV поряд-
ка // Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия. 2018. Т. 24. № 2. С. 18–23. DOI: 
http://doi.org/10.18287/2541-7525-2018-24-2-18-23.

Введение
К настоящему времени краевые и нелокальные задачи для линейных уравнений в частных произ-

водных второго порядка достаточно хорошо изучены, многие постановки задач для них давно стали
классическими и вошли в учебники по математической физике. Однако многие процессы современного
естествознания при математическом моделировании приводят к уравнениям более высокого порядка.
Например, математическая модель стержня Рэлея [16], описывающая продольные колебания толстого
короткого стержня с учетом поперечного движения стержня, уравнение Кортевега - де Фриза [13], мо-
делирующее процесс распространения длинных волн на поверхности воды, уравнения, описывающие
нестационарные волны в стратифицированных и вращающихся жидкостях [5], уравнение Л. Бианки [1],
используемое при описании явлений фильтрации и ионно-звуковых волн в плазме [4]. При этом часто
оказывается, что одна и та же задача описывает одновременно несколько разных явлений. Примеры
явлений, математические модели которых основаны на уравнениях высокого порядка, приведены также
в монографии [10].

Особое место среди уравнений порядка выше второго занимают уравнения соболевского типа. На-
чало в исследовании таких уравнений положил С.Л. Соболев в своей работе [14]. Интересно отметить,
что для некоторых уравнений соболевского типа естественно ставить как начально-краевые задачи [12],
так и задачи типа Гурса [8]. Одним из первых, кого заинтересовали задачи типа задачи Гурса для
уравнений высокого порядка, был В.И. Жегалов [6]. В дальнейшем исследования продолжили его уче-
ники, отметим работу [7] и список литературы в ней. В этой связи отметим, что в литературе часто
такие уравнения называются уравнениями с доминирующей смешанной производной. Так же задачами
для таких уравнений активно занимается Замышляева А.А. с соавторами [9] и список литературы там.

В большинстве упомянутых работ рассмотрены задачи типа Гурса, в которых условия заданы на
части границы области. В последнее время для уравнений с доминирующей производной стали активно
изучаться также и нелокальные задачи. В работе [3] для доказательства разрешимости задачи для
уравнения четвертого порядка вводится понятие обобщенного решения и доказывается его существование
и единственность в выбранном пространстве.

В предлагаемой работе рассмотрена нелокальная задача с интегральным граничным условием для
модифицированного уравнения Буссинеска-Лява, моделирующего продольные колебания упругого стерж-
ня с учетом поперечной инерции и при внешнем воздействии. Для такого уравнения можно поставить

1 c⃝ Дюжева А.В., 2018
Дюжева Александра Владимировна (aduzheva@rambler.ru), кафедра математики и бизнес-информатики, Самарский

национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара,
Московское шоссе, 34.
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как смешанную задачу, так и при условии что b(x, t) ̸= 0 задачу Гурса, что и было сделано в предла-
гаемой работе. Заметим, что для уравнения второго порядка задача с нелокальными условиями типа
Стеклова [15] была изучена в работе [2].

1. Постановка задачи

В ограниченной области QT = (0, l)× (0, T ), рассмотрим уравнение

utt − a(x, t)uxx − b(x, t)uxxtt + c(x, t)u = f(x, t), (1.1)

и поставим для него следующую задачу: найти решение уравнения (1.1), удовлетворяющее начальным
условиям

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (1.2)

и условиям
u(0, t) = 0, (1.3)

ux(0, t) =

∫ l

0

G(x)u(x, t)dx. (1.4)

Заметим, что второе из условий (1.4) является нелокальным.

2. Разрешимость задачи

Будем считать, что выполняются следующие условия:
H1. a(x, t) ∈ C(Q̄T ), b(x, t) ∈ C(Q̄T ), c(x, t) ∈ C(Q̄T );
H2. b(x, t) ̸= 0, ∀(x, t) ∈ QT ;
H3. f(x, t) ∈ C(Q̄T ), G(x) ∈ C([0, l]).
Из условий H1 и H3 следует, что a(x, t), b(x, t), c(x, t), f(x, t) ограничены в Q̄T , а G(x) на сегменте

[0, l]. Условие H2 позволяет записать уравнение (1.1) в виде

uxxtt = B(x, t)utt −A(x, t)uxx + C(x, t)u− F (x, t), (2.1)

где B(x, t) = 1
b(x,t) , A(x, t) = a(x,t)

b(x,t) , C(x, t) = a(x,t)
b(x,t) , F (x, t) = f(x,t)

b(x,t) .

Обозначим C̃(QT ) = {u : u ∈ C2(QT ), uxxtt ∈ C(QT )}.
Лемма. Если выполняются условия∫ l

0

G2(ξ)u(ξ, t)dξ <
3

l3
и l3 > 1,

задача (1.1)–(1.4) эквивалентна интегральному уравнению

u = x

∫ l

0

Gudx+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

∫ ξ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξ′dξdτ ′dτ. (2.2)

Доказательство. Пусть u(x, t) — решение задачи (1.1)-(1.4), u ∈ C̃(QT ). Тогда очевидно, u(x, t) удо-
влетворяет уравнению (2.1). Действительно, интегрируя равенство (2.1) и учитывая (1.2) и (1.4), полу-
чим (2.2).

Пусть теперь u ∈ C̃(QT ) и удовлетворяет (2.2). Дифференцируя дважды по t и дважды по x, по-
лучим (2.1).

Покажем, что выполняются условия (1.2)–(1.4).
При t = 0 из (2.2) получаем однородное уравнение Фредгольма:

u(x, 0) =

∫ l

0

xG(ξ)u(ξ, 0)dξ. (2.3)

Ядро K(x, ξ) = xG(ξ) уравнения (2.3) вырожденное. Поэтому для отыскания его решения, замечая, что∫ l

0

xG(ξ)u(ξ, 0)dξ = C,

приходим к представлению
u = Cx.
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Очевидно, что постоянная C может быть найдена из равенства

C

∫ l

0

G(ξ)ξdξ = C,

что в силу условий леммы приводит к утверждению C = 0, следовательно, u(x, 0) = 0.
Продифференцировав (2.2) по t, а затем положив t = 0, имеем

ut(x, 0) =

∫ l

0

xG(ξ)ut(ξ, 0)dξ. (2.4)

Рассуждая аналогично, получаем, что (2.4) имеет только нулевое решение, откуда следует, что ut(x, 0) =
= 0.

Покажем, что выполняется граничное условие (1.4). Из (2.2) имеем

ux(x, t) =

∫ l

0

Gudx+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξdτ ′dτ,

при x = 0 получаем соотношение (1.4). Условие (1.3) очевидно.
Таким образом, выполняются начальные и граничные условия поставленной задачи (1.2)–(1.4).
Лемма доказана.
Обозначим

M = max{max
Q̄T

|A(x, t)|, max
Q̄T

|B(x, t)|, max
Q̄T

|C(x, t)|},

γ = max
[0,l]

|G(x)|, R = max
Q̄T

|F (x, t)|.

C2
p(QT ) — класс функций u(x, t), таких что u(x, t) имеет непрерывные производные до второго по-

рядка в QT и
max |u| 6 p, max |utt| 6 p, max |uxx| 6 p.

C2,4
p (QT ) — класс функций из C2

p(QT ), имеющих uxxtt непрерывные в QT .
Теорема. Если выполняется

2l2pγ + k(T 2l2 + l2 + T 2) < p;

l2γ + l2MT <
1

3
; l2γ + l2M <

1

3
; T 2M <

1

3
.

Тогда существует единственное решение задачи (1.1)-(1.4) в C2
p(QT ).

Доказательство. Зададим расстояние в C2(QT ) формулой

ρ(u, u) = max
Q̄T

|u− u|+max
Q̄T

|utt − utt|+max
Q̄T

|uxx − uxx|.

Введем оператор

U(u) = x

∫ l

0

Gudx+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

∫ ξ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξ′dξdτ ′dτ. (2.5)

Обозначим для удобства v(x, y) = U(u).
Пусть maxQ̄T

|u| 6 p, maxQ̄T
|uxx| 6 p, maxQ̄T

|utt| 6 p.
Из (2.2) легко следует, что

|v| 6 l2γp+ T 2l2k, (2.6)

где k = pM +R.
Замечая, что

vtt = x

∫ l

0

Guttdx+

∫ x

0

∫ ξ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dξ′dξ,

vxx =

∫ t

0

∫ τ

0

(Butt −Auxx + Cu− F )dτ ′dτ,

получим
|vtt| 6 l2γp+ l2k, (2.7)

|vxx| 6 T 2k. (2.8)

Из условий теоремы следует, что оператор U переводит замкнутый шар S(0, p) в себя.
Рассмотрим теперь

max
Q̄T

|v − v| = max
Q̄T

|x
∫ l

0

G(u− u)dx+
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+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ x

0

∫ ξ

0

[B(utt − utt)−A(uxx − uxx) + C(u− u)]dξ′dξdτ ′dτ | 6

6 l2γmax
Q̄T

|u− u|+MT 2l2[max
Q̄T

|utt − utt|+ (2.9)

+max
Q̄T

|uxx − uxx|+max
Q̄T

|u− u|] 6 L1ρ(u, u),

где L1 = l2γ +MT 2l2. Аналогично оценим следующую разность

max
Q̄T

|vtt − vtt| 6 l2γmax
Q̄T

|utt − utt|+Ml2[max
Q̄T

|utt − utt|+ (2.10)

+max
Q̄T

|uxx − uxx|+max
Q̄T

|u− u|] 6 L2ρ(u, u),

где L2 = l2(γ +M). Таким же образом оценим следующую разность

max
Q̄T

|vxx − vxx| 6 MT 2[max
Q̄T

|utt − utt|+ (2.11)

+max
Q̄T

|uxx − uxx|+max
Q̄T

|u− u|] 6 L3ρ(u, u),

где L3 = T 2M.
Тогда получим

ρ(u, u) 6 qmax
Q̄T

|u− u|+max
Q̄T

|utt − utt|+max
Q̄T

|uxx − uxx|,

где q = max{l2(γ +MT 2), l2(γ +M), T 2M}. Из условий теоремы следует, что q < 1. Это означает, что
оператор U сжимающий. Таким образом, выполнены условия принципа сжимающего отображения [11,
с. 44], из чего следует, что существует единственное решение интегрального уравнения (2.2). Как было
доказано в лемме, задача (1.1)–(1.4) эквивалентна интегральному уравнению (2.2). Из чего следует, что
существует единственное решение и задачи (1.1)–(1.4).
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SHAPE PROPERTIES OF THE SPACE OF PROBABILITY MEASURES
AND ITS SUBSPACES

In this article we consider covariant functors acting in the categorie of compacts, preserving the
shapes of infinite compacts, ANR-systems, moving compacts, shape equivalence, homotopy equivalence
and A(N)SR properties of compacts. As well as shape properties of a compact space X consisting of
connectedness components 0 of this compact X under the action of covariant functors, are considered.
And we study the shapes equality ShX = ShY of infinite compacts for the space P (X) of probability
measures and its subspaces.
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For a compact X by P (X)denote the space of probability measures. It is known that for an infinite
compact X, this space P (X) is homeomorphic to the Hilbert cube Q. For a natural number n ∈ N
by Pn (X) denote the set of all probability measures with no more than n support, i.e. Pn (X) =
= {µ ∈ P (X) : |suppµ| 6 n}. The compact Pn (X) is a convex linear combination of Dirac measures in the
form

µ = m1δx1 +m2δx2 + ...+mnδxn ,
∑n

i=1 mi = 1,mi > 0, xi ∈ X,
δxi - the Dirac measure at a point xi. By δ (X) denote the set of all Dirac measures. Recall that the space
Pf (X) ⊂ P (X) consists of all probability measures in the form µ = m1δx1 + m2δx2 + ... +mkδxk

of finite
support, for each of which mi > k

k+1 for some i. For a positive integer n put Pf,n ≡ Pf ∩Pn. For a compact
X we have Pf,n (X) = {µ ∈ Pf (X) : |suppµ| 6 n}; PC

f ≡ Pf ∩PC , PC
f,n ≡ Pf ∩Pn ∩PC .PC

n ≡ PC ∩P. For the
compact X by PC (X) denote the set of all measures µ ∈ P (X) the support of each of which lies in one
of the components of the compact X [12].

1. Introduction
For a space X by �X denote the expansion (partition) of the space X consisting of all the connected

components. If f : X → Y is a continuous mapping, then the continuous mapping �f : �X → �Y is uniquely
determined by condition πY

◦f = �f ·πX , where πY : Y → �Y and πX : X → �X, i.e. we have the following
diagram

X
f→ Y

πX ↓
�f

↓ πY

�X → �Y

(1.1)

Lemma 1. If X is a compact ANR-space, then the map PC (πX) isahomotopy equivalence.
1 c⃝ Zhuraev T.F., Zhuvonov Q.R., Ruziev Zh.Kh., 2018
Zhuraev Tursunboy Faizievich (tursunzhuraev@mail.ru), Department of General Mathematics, Tashkent State Pedagogical

University named after Nizami, 27, Bunyodkor Street, Tashkent, 100070, Republik of Uzbekistan.
Zhuvonov Qamariddin Rizokulovich (qamariddin.j@mail.ru), Department of Higher Mathematics, Tashkent Institute of

Irrigation and Agricultural Mechanization Engineers, 39, Kari Niyazov Street, Tashkent, 100000, Republic of Uzbekistan.
Ruziev Zhamshid Khudaikulovich (jruziev@mail.ru), Department of General Mathematics, Tashkent State Pedagogical

University named after Nizami, 27, Bunyodkor Street, Tashkent, 100070, Republik of Uzbekistan.



Shape properties of the space of probability measures and its subspaces 25

Proof. Let be an ANR-compact, then the space PC (X) is a finite set or is a finite union of Hilbert cubes
and points. The space PC(�X) consists of finitely many points, because the space X is an ANR-compact. For
any µ ∈ PC(�X) the transformation (PC(f))−1(µ) is the Hilbert cube, or one point, i.e. Sh((PC(f))−1(µ))
is trivial, then by Theorem 7 [5] the map PC(f) is a shape equivalence, and thus, is a homotopy equivalence.
The proof is complete.

Theorem 1. Let X be a compact and let πX : X → �X be a quotient map. Then the mapping PC (πX)
induces a shape equivalence, i.e. Sh

(
PC (X)

)
= Sh (�X).

Proof. Suppose X is compact, �X is also compact, then by V.I.Ponamareva theorem [6] dim�X = 0.
Hence, dimPC (X) = 0 and PC (�X) = 0. By Theorem 2 [5] the mapping PC (πX) is a shape equivalence.
This means that Sh

(
PC (X)

)
= ShPC (�X) and

∣∣�PC (�X)
∣∣ = |�X|. This proves the theorem.

Definition [10]. A normal subfunctor F of the functor Pn is called locally convex if the set F (ñ) is
locally convex.

We say that a functor F1 is a subfunctor (respectively nadfunktorom?) of a functor F2 if there exists a
natural transformation h : F1 → F2 that the map h (X) : F1 (X) → F2 (X) is a monomorphism (epimorphism)
for each object X. By exp denote the hyperspace functor of closed subsets. For example, the identity functor
Id is a subfunctor of expn, where expn X = {F ∈ expX : |F | 6 n}, and the nth degree functor n is a
nadfunktorom of functors expn and SPn

G. A normal subfunctor F of the functor Pn is uniquely determined
by its value F (n) at an n-point space. Note that Pn(n) is the (n− 1)-dimensional simplex. Any subset of
the (n− 1)-dimensional simplex σn−1 defines a normal subfunctor of the functor Pn if it is invariant under
simplicial mappings.

An example of not normal subfunctor of the functor Pn is the functor of probability measures PC
n whose

supports lie in one of components. One of the examples of locally convex subfunctors of Pn, is a functor
SPn ≡ SPn

Sn
.

Corollary 1. If for compacts X and Y the equality |�X| = |�Y | = ℵ0 holds, then Sh
(
PC (X)

)
=

= Sh
(
PC (Y )

)
and ShP (X) = ShP (Y ), where |Z| is the cardinality of a set Z.

Proof. Suppose the sets |�X| and |�Y | are countable. In this case, by Arkhangelskii’s result [8], the
spaces |�X| and |�Y | are compact and metrizable. Note that |�X| and |�Y | have a dense set of isolated
points. Then the compacts P (X) and P (Y ) are homeomorphic to the Hilbert cube Q. On the other hand,
PC [X] = �X and PC [�Y ] = �Y . Consequently, Sh

(
PC (�X)

)
= Sh

(
PC (�Y )

)
. The corollary is proved.

By M� we denote the class of all compacts X such that �X is metrizable. From corollary it follows
that if X,Y ∈ M�, then �X and �Y have a countable dense set of isolated points [9].

Corollary 2. If X,Y ∈ M�, then either Sh
(
PC (X)

)
> Sh

(
PC (Y )

)
or Sh

(
PC (X)

)
6 Sh

(
PC (Y )

)
.

Therefore, if �X and �Y are infinite, then Sh
(
PC (X)

)
= Sh

(
PC (Y )

)
, i.e. Sh

(
PC (X)

)
> Sh

(
PC (Y )

)
and Sh

(
PC (X)

)
6 Sh

(
PC (Y )

)
.

Proof. Suppose that X and Y are elements of the family M�. Then �X and �Y are the zero-dimensional
compacta. In particular, if �X and �Y are finite sets, then by Theorem 1 we obtain the desired.

If |�X| > ℵ0, then �X contains Cantor’s discontinuum. In this case, �Y can be embedded into �X,
then the compact �Y is a retract for �X [10]. Sh (�X) > Sh (�Y ) and Sh

(
PC (�X)

)
> Sh

(
PC (�Y )

)
.

Consequently, by Theorem 1 we have ShPC [�X] > ShPC [�Y ]. If �X 6 ℵ0 and �Y 6 ℵ0, then compacts
�X and �Y are homeomorphic to Mazurkiewicz-Sierpinski ordinal compact [11]. Last, suppose �X and �Y
are infinite sets, then Sh (�X) > Sh (�Y ) if and only if �X and �Y are homeomorphic [3]. If |�X| > |�Y |
or |�X| < |�Y |, then either �Y or �X is retract for �Xor �Y , respectively. By Theorem 1 we have
Sh
(
PC (X)

)
> Sh

(
PC (Y )

)
. Corollary 2 is proved.

Remark. In [11] it is shown that the Borsuk’s definition of shapes of compacts is equivalent to the shapes
of ANR-systems.

Lemma 2. For any compact X we have |�Pf (X)| = |�X|.

Proof. Let X b an arbitrary compact, �X its set of connected components, i.e. �X = {x′
i ∈ X :

π−1
X (x′

i)− is connected component of the point x′
i}. It is obvious that �X is compact and �X ⊂ X. Hence,

Sh (�X) 6 ShX. On the other hand, the commutativeness of the diagram

πX : X → �X
↑ ↑

Pf (πX) : Pf (X) → δ (�X)
(1.2)

implies |�ShPf (X)| = |�X|. From (1.2) we get |�Pf (X)| = |�X|. Lemma 2 is proved.
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Let us note that for all x ∈ X and y ∈ X between sets
(
r−1
f

)
(x) and

(
r−1
f

)
(y) there is a one-one

correspondence, i.e. to an arbitrary point µx ∈
(
P−1
f

)
(X) we assign µy ∈

(
P x
f

)−1

, where
µx = m0δx0 +m1δx1 + ...+mkδxk

, µy = m0δy0 + ...+mkδxk
.

In the case of the infinite compacts X and Y the spaces P (X) and P (Y )are homeomorphic to the Hilbert
cube Q. If A and B are Z-sets lying in the compacts P (X) and P (Y ), then by Chapman’s theorem [2],
ShA = ShB if and only if P (X) \A is homeomorphic to P (Y ) \B. In [10,12] it is shown that the subspaces
F (X) and F (Y )are Z-sets in the compacts P (X) and P (Y ), where F = Pf (X) , Pf,n (X) , PC

f,n (X) , PC
f (X).

Moreover, it was noted that this space X is a strong deformation retract for F (X). So the following is valid.

Theorem 2. For infinite compacts X and Y the following conditions are equivalent:

1. ShX = ShY ;

2. P (X) \Pf (X) ≃ P (Y ) \Pf (Y );

3. P (X) \δ (X) ≃ P (Y ) \δ (Y );

4. P (X) \F (X) ≃ P (Y ) \F (Y ), where F = PC
f,n, P

C
f .

Theorem 3. Suppose that X and Y are elements of M�, X ∈ M�and Y ∈ M�. Then the following
conditions are equivalent:

1. Sh (�X) = Sh (�Y );

2. P (X) \PC (X) ≃ P (Y ) \PC (Y ).

Theorem 4. Suppose that X and Y are elements of M�. Then Sh (�X) = Sh (�Y ) if and only if
ShX = Sh (�X).

It is known that from the inequality ShX 6 ShY it follows Sh (�X) 6 Sh (�Y ). In particular, the
equality ShX = ShY implies Sh (�X) = Sh (�Y ).

Now let Sh (�X) = Sh (�Y ). From the fact that the compacts �X and �Y are zero-dimensional and
metrizable, and by Mardeschicha Segal theorem [3], �X and �Y are homeomorphic. If for any y ∈ �X
the set π−1

y (y) has the trivial shape, then by Theorem 7 [5] we have ShY = Sh (�X); By virtue of the
zero-dimensionality and equality ShY = Sh (�X) it follows Y ≃ �X ≃ �Y .

Note that in this case ShX = ShY and X ≃ Y , i.e. ShX = Sh (�X) is equivalent to ShX = ShY .

Corollary 3. a) The space PC (X) is an ASR if and only if X is connected; b) PC (X) is an ANSR
if and only if X has finitely many connected components.

Theorem 5. For any infinite zero-dimensional compacts X and Y the followings are true:
a) If ShX = ShY , then Pn (X) ≃ Pn (Y );
b) if ShX = ShY , then P (X) \Pn (X) ≃ P (Y ) \Pn (Y );
c) ShPn (X) = ShPn (Y ) if and only if P (X) \Pn (X) ≃ P (Y ) \Pn (Y );
d) ShF (X) = ShF (Y ) if and only if P (X) \F (X) ≃ P (Y ) \F (Y ), where Fare locally convex subfunctors

of the functor Pn;
e) ShX = ShY if and only if P (X) \δ (X) ≃ P (Y ) \δ (Y ).

Theorem 6. For any infinite zero-dimensional compacts X and Y the following conditions are equivalent:

1. ShX = ShY ;

2. ShF (X) = ShF (Y ), where F = Pf,n, P
C
f,n, Pf, P

C
f ;

3. X ≃ Y ;

4. P (X) \F (X) ≃ P (Y ) \F (Y );

Theorem 7. For any infinite compacts X and Y we have: a) if ShX = ShY , then P (X) \Pn (X) ≃
P (Y ) \Pn (Y )for any n ∈ N ;

b) if ShX = ShY , then P (X) \F (X) ≃ P (Y ) \F (Y ), where F are locally convex subfunctors of the
functors Pn.

Theorem 8. For any infinite compacts X ∈ M� and Y ∈ M� we have:
a) ShX = ShY if and only if P (X) \Pn (X) ≃ P (Y ) \Pn (Y );
b) ShX = ShY if and only if P (X) \F (X) ≃ P (Y ) \F (Y ).
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СВОЙСТВА ФОРМЫ ВЕРОЯТНОСТНОГО ПРОСТРАНСТВА
И ЕГО ПОДПРОСТРАНСТВ

В этой заметке мы рассмотрим ковариантные функторы, действующие в категории компактов,
сохраняющие формы бесконечных компактов, ANR-систем, движущиеся компакты, эквивалентность
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1. Introduction

Let X be a topological space. By C(X) is denoted the ring of all continuous real valued functions on
the space X with the compact-open topology. The diagonal product of all mappings at C(X) is defined by
the embedding of X intoRC(X).

If X is compact, then closed span of its images is a convex compact space which is denoted by P (X) [6].
On the other hand the probability measure functor P is covariant functor acting in the category of compact
spaces and their continuous maps. P (X) is a convex subspace of a linear space M(X) conjugate to the
space C(X) of continuous functions on X with the weak topology, consisting of all non-negative functional
µ (i.e.µ (φ) > 0) for every non-negative φ ∈ C (X) with unit norm [2,7]. For a continuous map f : X → Y
the mapping

P (f) : P (X) → P (Y )

is defined as follows (P (f) (µ))φ = µ (φ ◦ f) .
The space P (X) is naturally embedded inRC(X). The base of neighborhoods of a measure µ ∈ P (X)

consists of all sets of the form O (µ1, φ1, φ2, ..., φk, ε) = {µ′ ∈ P (X) : |µ (φi)− µ′ (φi)| 6 ε, i = 1, k, } where
ε > 0, φ1, φ2, ..., φk ∈ C (X) are arbitrary functions.

2. About a topology on a subspace of the space of probability
measures

Let F be a subfunctor of P with a finite support. Then the base of neighborhoods of a measure µ0 =

= m0
1 ·δ(x1)+ ...+m0

s ·δ(xs) ∈ f(X) consists of sets of the form O < µ0, U1, ..., US >= {µ ∈ F (X) : µ =
s+1∑
i=1

µi},

where µi ∈ M+(X) is the set of all non-negative functional and ∥µi+1∥ < ε, suppµi ⊂ Ui,|∥µ∥ −m0
i | < ε

for i = 1, ..., S, where U1, ..., US− are neighborhoods of points x1, ..., xS with disjoint closures.
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In fact, first we show that the set 0 < µ0, U1, ..., US , ε > contains a neighborhood of the measures µ0 in
the weak topology. For each i = 1, ..., S we take the function φi : X → I, satisfying the conditions: φi([Ui]) =
= 1, φi(

∪
j ̸=1

[Uj ]) = 0. Furthermore, we take the function φs+1 : X → I so that φs+1 (X\U1

∪
...
∪

US) = 1,

and φs+1 ({x1, ..., xs}) = 0. Now let us check the inclusion

O (µ, φ1, ..., φs, φs+1, ε/2) ⊂ O < (µ0, U1, ...Us, ε) . (2.1)

We present a measure µ ∈ O (µ0, φ1, ..., φs, φs+1, ε/2) in the form µ = µ1+...+µs+µs+1, where suppµi ⊂ Ui

for i = 1, ..., S, suppµi ⊂ X\ (U1 ∪ ... ∪ Us) . Then ε
2 > |µ (φs+1)− µ (φs+1)| = |µ (φs+1)|. But µs+1 6 µ, so

µs+1 (φs+1) < ε
2 at the same time, by definition of the function φs+1 we have µs+1 (φs+1) = µs+1 (1x) =

= ∥µs+1∥. So, ∥µs+1∥ < ε
2 < ε. To prove the inclusion (1) it remains to show that

∣∣∥µ∥ −m0
i

∣∣ < ε. We
have ε

2 > |µ0 (φi)− µ (φi)| > |µ0 (φi)| − |µ (φi)| = m0
i − |(µ1 + ...+ µs + µs+1) (φi)| = φi /by definition of

the function / = m0
1 − (µi + µs+1) (φi) = m0

i − µi (φ) − µs+1 (φi) = m0
i − ∥µi∥ − µs+1 (φi). Consequently,

m0
i − ∥µi∥ < ε

2 + µs+1 (φi) 6 ε
2 + µs+1 (1x) =

ε
2 + ∥µs+1∥ < ε

2 + ε
2 = ε.

On the other hand, ε
2 > µi (φi)+µs+1 (φi)−m0

i = ∥µi∥−m0
i +µs+1 (φi) thus ∥µ∥−m0

i < ε
2 . The Inequality∣∣∥µ∥ −m0

i

∣∣ < ε and the inclusion (1) are proved.
We now show that in every neighborhood of the base O (µ0, φ1, φ2, ..., φk, ε) there is a neighborhood of

the form O < µ0, U1, ..., US , δ >. It is enough to consider the neighborhood of the form O (µ0, φ, ε) ,since the
family of neighborhoods of the measureµ0 in the form O < µ0, U1, ..., US , δ > is directed down by inclusion
/ intersection of a finite number of neighborhoods of this type contains a neighborhood of the same form
/. This follows from the validity of the inclusion

O < µ0, U
1
1 ∩ U2

1 ∩ ... ∩ U1
s ∩ U2

s ,
1

2
min {δ1, δ2} >⊂ O < U0, U

1
1 , ..., U

1
s , δ1 > ∩O < µ0, U

2
1 , ..., U

2
s , δ2 > (2.2)

The main part of checking is the following:

µ(U j
i ) = µ(U1

i ∩ U2
i ) + µ(U j

i \U1
i ∩ U2

i ) 6 µ(U1
i ∩ U2

i ) + µ(X\
s∪

e=1
(U1

e

∩
U2
e )) <

< µ
(
U1
i

∩
U2
i

)
+ 1

2 min {δ1, δ2} 6 µ
(
U1
i

∩
U2
i

)
+ 1

2δj .
Therefore, for the measure µ from the left side of proved inclusion (3.1) we have

µ0(U
j
i )− µ(U j

i ) 6 µ0(U
j
i )− µ(U1

i ∩ U2
i ) = m0

i − µ(U1
i ∩ U2

i ) 6 1
2 min {δ1, δ2} < δj

on the other hand
µ(U j

i )− µ0(U
j
i ) < µ(U1

i ∩ U2
i ) +

1
2δj −m0

i < 1
2 min {δ1, δ2}+ 1

2δj 6 δj .
It remains to find a neighborhood of the form O < µ0, U1, ..., US , δ > in the neighborhood O(µ0, φ, ε).

Since O(µ0, λφ, λε) = O(µ0, φ, ε), for λ > 0, we can assume that ∥φ∥ 6 1. Moreover, one can also assume
that φ > 0. For δ > 0 we take disjoint neighborhoods Ui of the points xi so that ocsillations of the function
φ on Ui was less than δ.

Then |µ0(φ)− µ(φ)| 6 |m0
1φ(x1)−

∫
u1

φdµ| + ... + |m0
sφ(xs)−

∫
us

φdµ| + |
∫

X\U1∪...∪Us

φdµ|. Further

|m0
iφ(xi)−

∫
ui

φdµ| = |m0
iφ(xi)−

∫
ui

φ(xi)dµ+
∫
ui

φ(xi)dµ−
∫
ui

φdµ| 6 m0
iφ(xi) −

∫
ui

φ(xi)dµ +

+ |
∫
ui

[φ(xi)− φ]dµ| 6 φ(xi)|m0
i − ∥µi∥|+

∫
ui

|φ(xi)− φ|dµ 6 φ(xi)δ+ δ∥µi∥ 6 2δ. Therefore, for δ < ε
(2S+1) the

inclusion O < µ0, U1, ..., US , δ >⊂ O(µ0, φ, ε) holds.

3. Basic notions and conventions
It is known that for an infinite compact space X, the space P (X) is homeomorphic to the Hilbert cube Q

[5], where Q =
∞∏
i=1

[−1, 1]
i

, [−1, 1] is the segment in the real line R. For a natural number n ∈ N by Pn (X)

we denote the set of all probability measures with support consisting of at most n points, i.e. Pn (X) =
= {µ ∈ P (X) : |suppµ| 6 n}.The compact Pn (X) is convex combinations of

Dirac measures of the form: µ = m1δx1 +m2δx2 + ...+mnδxn ,
n∑

i=1

mi = 1,mi > 0, xi ∈ X, δxi− is the Dirac

measure at the point xi. By δ (X) we denote the set of all Dirac measures and Pω (X) =
∞∪

n=1
Pn (X). Recall

that the space Pf (X) ⊂ P (X) consists of all probability measures in the form µ = m1δx1 +m2δx2 + . . .+
+mkδxk

of finite supports, for each of which mi > k
k+1 for some i [2,7]. For a natural n put Pf,n ≡ Pf ∩Pn

for the compact x. For compact X Pf,n (X) = {µ → Pf (X) : |supp µ| 6 n} and hold. For the compact X
by P c(X) we denote the set of all measures µ ∈ P (X), support of each of which is contained to one of the
components of the compact X [7].
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We say that a functor F1 is a subfunctor (respectively ontofunctor) of a functor F2, if there is a natural
transformation h : F1 → F1 such that for every object X the mapping h (X) : F1(X) → F2(X) is a
monomorphism (epimorphism). By exp we denote the well known hyperspace functor of closed subsets. For
example, the identity functor Id is a subfunctor of the functor expn, where expnX = {F ∈ expX : |F | 6 n}
and n− of n-degree is a ontofunctor of expn and SPn

G. A normal subfunctor F of the functor Pn is uniquely
determined by its value F (ñ) on ñ where {ñ} denotes n-point set {0, 1, ..., n−1}. Note that Pn(n) is the (n−
−1)-dimensional simplex σn−1. Any subset of (n−1) - dimensional simplex σn−1 defines a normal subfunctor
of the functor Pn, if it is invariant with respect to simplicial mappings to itself.

Definition [7]. A normal subfunctor Fof the functor Pn is locally convex if the set F (ñ) is locally convex.
An example which is not a normal subfunctor of the functor Pn is the functor P c

n of probability measures,
whose supports contains in one of components of a space. One of the examples of locally convex subfunctors
of the functor Pn is a functor SPn ≡ SPn

Sn
, where Sn is a group of homeomorphisms (permutation group)

of n-point set.

Definition [1,8]. We say that a space X is countable dimension (shortly X ∈ c ·d), if X =
∞∪

n=1
Xn, where

dimXn < ∞ for each n. In particular, X is a countable union of zero-dimensional spaces, i.e. dimXi = 0
for every Xi.

Theorem 1. If X ∈ c · d, then Pf,n(X) ∈ c · d for each n ∈ N .
Proof. Let X ∈ c · d. Then X is a countable union of finite-dimensional spaces dimXi < ∞ in the sense

of dim. In this case, Pf,n(X) is a countable union of Pf,n(Xi), i.e. Pf,n(X) = Pf,n(
∞∪
i=1

Xi) =
∞∪
i=1

Pf,n(Xi).

By [9] for each i ∈ N the compact Pf,n (Xi) is finite-dimensional in the sense of dim, i.e. dimPf,n (Xi) < ∞,
more accurately, dimPf,n (Xi) 6 ndimXi + dimPf,n (ñ) = ndimXi + n − 1. In this case dimPf,n (ñ) = n −
− 1, since Pf,n (ñ) is a part of the (n− 1)-dimensional simplex δn−1 spanned by the points {1, 2, ..., n− 1},
i.e. for each i ∈ N the space Pf,n (Xi) is finite-dimensional. Hence, Pf,n (X) is a countable union of finite-
dimensional spaces. So Pf,n (X) ∈ c ·d. If X is a countable union of zero-dimensional spaces dimXi = 0, then
dimPf,n (Xi) = n − 1 for each i ∈ N . In this case, Pf,n (X) is also a countable union of finite-dimensional
spaces, i.e. Pf,n (X) ∈ c · d.Theorem is proved.

From the equation Pf (X) =
∞∪

n=1
Pf,n (X), in the particular case we have.

Corollary 1. If the compact X is a c · d space, then Pf (X) ∈ c · d.
Let X be a finite-dimensional compact. Then the space Pf,n (X) is also finite-dimensional. More accurately,

dimPf,n (X) 6 ndimX+n−1 = n (dimX + 1)−1. On the other hand, there is an open and closed mapping
decreasing dimension of spaces. Fibers of the mappings rXf,n are similar cell, i.e. fibers are contractible to a
point.

Theorem 2. Suppose φ : X → Y is a continuous surjective open mapping between the infinite compacts
X and Y . Then the mapping Pf,n (φ) : Pf,n (X) → Pf,n (Y ) is also open.

Proof. Let X and Y be infinite compacts and let the mapping φ : X → Y be surjective and open.
Then by the normality of the functor Pf,n (φ) the mapping Pf,n (φ)is surjective. In this case, we have the
following commutative diagram

Pf,n (X)
Pf,n(φ)−→ Pf,n (Y )

↓ rXf,n ↓ rYf,n
δ (X) −→ [δ (φ)] δ (Y )

(3.1)

where δ (X) and δ (Y ) are Dirac measures on compacts X and Y . Let µ (x) = m1δx0
1
+ m2δx2 + ... +

+mkδxk
, rxf,n (µ0 (X)) = δx0

1
, Pf,n (φ) (µ0 (x)) = m1δy0

1
+m2δy2 + ...+mkδyk

.
From the fact that the mapping rxf,n, δ (φ) is open and the diagram (3) is commutative, it follows that

the mapping Pf,n (φ) is open. Commutativity of diagram (3) follows from Lemma 2 of Uspensky’s work [3].
Theorem 2 is proved.

Similarly as theorem 2, one can proof the following.
Theorem 3. For infinite compacts X and Y a surjective map is open if and only if the map Pf (φ) :

Pf (X) → Pf (Y ) is open.
Corollary 2. If X ∈ c · d, then Pn (X) ∈ c · d, Pω (X) ∈ c · d and Pω (X) ∈ A (N)R.
Let X be a topological space and let A ⊂ X. A set A is called homotopy dense in X, if there is a

homotopy h : X × [0, 1] → X such that h (x, 0) = idx and h : (X × (0, 1 ]) ⊂ A. A set A is called homotopy
void if complement of A is homotopy dense in X. The set A ⊂ X is called the Z−set in X [4], if A is
closed and for each cover U ∈ cov (X) there is a map f : X → X such that (f, idx) ≺ U and f (X)∩A = ∅.

Theorem 4. For any infinite compact X and for each n ∈ N the compact Pn (X)is the Z−set in Pω (X).
Proof. By infinity of metric compact X the space Pω (X) is convex and a locally convex metric space.

So, Pω (X) ∈ A (N)R. On the other hand, the space is compact. It is obvious that Pn (X) is a subspace
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of Pω (X), since the compact Pf,n (X) is a subset of the compact Pn (X). We fix a measure µ0 = 1
k δx1 +

+ 1
k δx2 + ...+ 1

k δxk
.

Let [0,1] is the unit interval. We construct a homotopy h (µ, t) : Pω (X)× [0, 1] → Pω (X) getting h(µ, t) =
= (1− t)µ+ tµ0.

Obviously, h(µ, 0) = µ i.e. h(µ, 0) = idPω(X) and h(Pω(X)× (0, 1]) ⊂ Pω(X)\Pn(X). This means that
n ∈ N for any subspace Pω(X)\Pn(X) homotopically dense in Pω(X). Then the set Pn(X) is homotopically
small in Pω(X). Hence, by one of the results in [4], the subspace Pω(X)\Pn(X) ∈ ANR and Pω (X) \Pn (X)
are ANR-spaces. In this case, from theorem 1.4.4. [4] it follows that Pω (X) is the Z−set in Pω (X). Theorem
4 is proved.

Lemma 1. For any infinite compact X each compact subset A of Pω (X) is a Z−set, i.e. Pω (X) has
the compact Z−property.

Proof. Let X be an infinite compact, A is compact subset, i.e. A ⊂ Pω (X). Consider the set A∩Pn (X) =
= An. It’s obvious that P1 (X) ⊂ P2 (X) ⊂ ... ⊂ Pn (X) ⊂ ... By theorem 4, the set is a Z−set in Pω (X)

for each n ∈ N . Then A =
∞∪

n=1
An is σ − Z−set and is closed in Pω (X). Then by one of the results in [4]

A is a Z−set in Pω (X). Lemma 1 is proved.
From Theorem 4 and Lemma 1, in particular, the cases arise.
Corollary 2. For any infinite compact X the followings hold:

a) The compact Pf,n (X) is a Z−set in Pω (X) for all n ∈ N .
b) The compact Pf (X) is also Z−set in Pω (X).

Corollary 3. For an arbitrary infinite compact X we have:
a) For each n ∈ N the subspace Pω (X) \Pf,n (X) is an ANR space µ homotopically dense in Pω (X).
b) The subspace Pω (X) \Pf,n (X) is ANR and homotopically dense in Pω (X).

We say that X has strongly discrete approximation property (shortly, SDAP) if for every map f : Q×
× N → X and for every cover U ∈ cov (X) there exists a mapping f : Q × N → X such that

(
f, f

)
≺ U

and the family
{
f (Q× {n})

}
is discrete in X.

Let {x1, x2, ..., xn+1} be an (n+1)-point subset of the compact X. Fix the measure µ0 = 1
n+1δx1+

1
n+1δx2+

+ ...+ 1
n+1δxn+1 . It is clear that µ0∈Pn (X) and µ0 ∈ Pω (X). We construct a homotopy h (µ, t) : Pω (X)×

×[0, 1] → Pω (X) getting h (µ, t) = (1− t)µ+tµ0. It is known that h (µ, 0) = idPω(X) and h (µ, (0, 1])∩Pn (X) =
= ∅. By the structure of the space Pω (X) an by the definition of the homotopy this satisfies the condition
of problem 10,1.4 of work [4], i.e. the set Pn (X) is a strongly Z-set in.

Therefore, Pω (X) is a strongly set and Pω (X) ∈ ANR, i.e. the following is true.
Theorem 5. For any infinite compact X the space Pω (X) has strongly discrete approximation property,

i.e. Pω (X) ∈ SDAP .
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М.В. Шамолин1

О ДВИЖЕНИИ МАЯТНИКА В МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ.
ЧАСТЬ 3. ЗАВИСИМОСТЬ ПОЛЯ СИЛ ОТ ТЕНЗОРА

УГЛОВОЙ СКОРОСТИ

В предлагаемом цикле работ исследуются уравнения движения динамически симметричного за-
крепленного n-мерного твердого тела-маятника, находящегося в некотором неконсервативном поле
сил. Его вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых тел, помещенных в од-
нородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о движении свободного
n-мерного твердого тела, также находящегося в подобном поле сил. При этом на данное свободное
тело действует также неконсервативная следящая сила, либо заставляющая во все время движения
величину скорости некоторой характерной точки твердого тела оставаться постоянной во времени
(что означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела
двигаться прямолинейно и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил). В данной ра-
боте рассматривается тот случай, когда силовое поле зависит линейным образом от тензора угловой
скорости.

Ключевые слова: многомерное твердое тело, неконсервативное поле сил, динамическая система,
случаи интегрируемости.
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1. Введение зависимости от угловой скорости

Данная глава посвящена динамике многомерного твердого тела в пространстве En. Но, поскольку
данный раздел посвящен исследованию случая движения при наличии зависимости момента действую-
щих сил от тензора угловой скорости, введем такую зависимость с более общих позиций.

Пусть x = (x1N , . . . , xnN ) — координаты точки N приложения неконсервативной силы (воздействия
среды) на (n−1)-мерный диск Dn−1, Q = (Q1, . . . , Qn) — компоненты, не зависящие от угловой скорости.
Будем вводить зависимость функций (x1N , . . . , xnN ) от тензора угловой скорости Ω лишь линейным
образом, поскольку само данное введение априори не очевидно [1–3].

Итак, примем следующую зависимость:

x = Q+R, (1.1)

где R = (R1, . . . , Rn) — вектор-функция, содержащая компоненты тензора угловой скорости Ω. При этом
зависимость функции R от тензора угловой скорости — гироскопическая:

R =


R1

R2

...
Rn

 = − 1

vD
Ω


h1

h2

...
hn

 . (1.2)

Здесь (h1, . . . , hn) — некоторые положительные параметры.
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N = xN ≡ 0, то

x2N = Q2 − h1
ωrn−1

vD
, x3N = Q3 + h1

ωrn−2

vD
, . . . , xnN = Qn + (−1)n+1h1

ωr1

v
. (1.3)

1 c⃝ Шамолин М.В., 2018
Шамолин Максим Владимирович (shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru), Институт механики, Московский го-

сударственный университет им. М.В. Ломоносова, 119192, Российская Федерация, г. Москва, Мичуринский пр., 1.
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Таким образом, функция rN выбирается в следующем виде (диск Dn−1 задается уравнением
x1N ≡ 0):

rN =


0

x2N

...
xnN

 = R(α)iN − 1

vD
Ωh, (1.4)

где

iN = iv
(π
2
, β1, . . . , βn−2

)
, h =


h1

h2

...
hn

 , Ω ∈ so(n). (1.5)

В нашем случае

iN =


0

cosβ1

sinβ1 cosβ2

. . .
sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinβ1 . . . sinβn−2

 . (1.6)

Таким образом, выполнены равенства

x2N = R(α) cosβ1 − h1
ωrn−1

vD
, x3N = R(α) sinβ1 cosβ2 + h1

ωrn−2

vD
, . . . ,

xn−1,N = R(α) sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2 + (−1)nh1
ωr2

v ,
xnN = R(α) sinβ1 . . . sinβn−2 + (−1)n+1h1

ωr1

v ,

(1.7)

убеждающее нас о том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнительный демп-
фирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент неконсервативной
силы (т. е. присутствует зависимость момента от тензора угловой скорости).

Итак, для построения силового поля также используется пара функций R(α), s(α), информация о
которых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа Чаплыгина [4, 5],
динамические функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (1.8)

2. Приведенные системы

Для случая n-мерного твердого тела нас будет прежде всего интересовать случай (1—(n− 1)), т. е.
когда в некоторой связанной с телом системе координат Dx1 . . . xn оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, . . . , I2︸ ︷︷ ︸
n−1

}, (2.1)

а именно, в гиперплоскости Dx2 . . . xn тело динамически симметрично (другими словами, Dx1 — ось
динамической симметрии).

В нашем случае закрепленного маятника действительно реализуется случай (2.1). Тогда может быть
получена часть динамических уравнений движения тела, которая описывает движение тела вокруг цен-
тра масс и соответствуют алгебре Ли so(n):
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(I1 + (n− 3)I2)ω̇1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r1 + (−1)n+1(I1 − I2)Wn−1(Ω) =
= (−1)nxnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r2 + (−1)n(I1 − I2)Wn−2(Ω) =
= (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇rn−2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇rn−2 + (I1 − I2)W2(Ω) = −x3N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 + (I2 − I1)W1(Ω) = x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(2.2)

при этом rn−2 + 1 = rn−1, а функции Wt(Ω), t = 1, . . . , n− 1, — квадратичные формы по компонентам
ω1, . . . , ωf , f = n(n− 1)/2, тензора Ω, причем

Wt(Ω)|ωk1
=...=ωks=0 = 0, s = (n− 1)(n− 2)/2, kj ̸= ri, (2.3)

j = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n− 1.

Таким образом, первая группа кинематических уравнений в нашем случае примет следующий вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,
vD sinα cosβ1 = lωrn−1 + v∞ sin ξ cos η1,

vD sinα sinβ1 cosβ2 = −lωrn−2 + v∞ sin ξ sin η1 cos η2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vD sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2 =
= (−1)n+1lωr2 + v∞ sin ξ sin η1 . . . sin ηn−3 cos ηn−2,

vD sinα sinβ1 . . . sinβn−2 = (−1)nlωr1 + v∞ sin ξ sin η1 . . . sin ηn−2.

(2.4)

И далее, образуется вторая группа кинематических уравнений:
ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(ηn−2) ◦ T2,3(ηn−3) ◦ . . . ◦

◦Tn−3,n−2(η2)Tn−2,n−1(η1)



(−1)nη̇n−2
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−3

(−1)n+1η̇n−3
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η̇2
sin ξ
cos ξ sin η1

−η̇1
sin ξ
cos ξ

ξ̇


. (2.5)

Сразу же заметим, что система (2.2), в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = . . . = In, (2.6)

обладает s = (n− 1)(n− 2)/2 циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1

= const, . . . , ωks ≡ ω0
ks

= const, s =
(n− 1)(n− 2)

2
. (2.7)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (2.8)

Пространством положений такого (обобщенного) сферического (физического) маятника является
(n− 1)-мерная сфера

Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}, (2.9)
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а фазовым пространством — касательное расслоение (n− 1)-мерной сферы

T∗S
n−1{(ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) : (2.10)
0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}.

Теорема 2.1. Совместные уравнения (2.2), (2.4), (2.5) при выполнении условий (2.6)–(2.8), (1.4),
(1.8) редуцируются к динамической системе на касательном расслоении (2.10) (n − 1)-мерной сферы
(2.9).

Действительно, если ввести безразмерные параметры и дифференцирование:

b∗ = ln0, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, H1∗ =

h1B

(n− 2)I2n0
, < · >= n0v∞ <′>, (2.11)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:
ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ

′ cos ξ + sin ξ cos ξ−
−
[
η′21 + η′22 sin2 η1 + η′23 sin2 η1 sin

2 η2+

+ . . .+ η′2n−2 sin
2 η1 . . . sin

2 ηn−3

]
sin ξ
cos ξ = 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ−

−
[
η′22 + η′23 sin2 η2 + η′24 sin2 η2 sin

2 η3+
+ . . .+ η′2n−2 sin

2 η2 . . . sin
2 ηn−3

]
sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + (b∗ −H1∗)η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
2
cos η1

sin η1
−

−
[
η′23 + η′24 sin2 η3 + η′25 sin2 η3 sin

2 η4+
+ . . .+ η′2n−2 sin

2 η3 . . . sin
2 ηn−3

]
sin η2 cos η2 = 0,

η′′3 + (b∗ −H1∗)η
′
3 cos ξ + ξ′η′3

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
3
cos η1

sin η1
+ 2η′2η

′
3
cos η2

sin η2
−

−
[
η′24 + η′25 sin2 η4 + η′26 sin2 η4 sin

2 η5+
+ . . .+ η′2n−2 sin

2 η4 . . . sin
2 ηn−3

]
sin η3 cos η3 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η′′n−4 + (b∗ −H1∗)η
′
n−4 cos ξ + ξ′η′n−4

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
n−4

cos η1

sin η1
+ . . .+ 2η′n−5η

′
n−4

cos ηn−5

sin ηn−5
−

−
[
η′2n−3 + η′2n−2 sin

2 ηn−3

]
sin ηn−4 cos ηn−4 = 0,

η′′n−3 + (b∗ −H1∗)η
′
n−3 cos ξ + ξ′η′n−3

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
n−3

cos η1

sin η1
+ . . .+ 2η′n−4η

′
n−3

cos ηn−4

sin ηn−4
−

−η′2n−2 sin ηn−3 cos ηn−3 = 0,

η′′n−2 + (b∗ −H1∗)η
′
n−2 cos ξ + ξ′η′n−2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ+

+2η′1η
′
n−2

cos η1

sin η1
+ . . .+ 2η′n−3η

′
n−2

cos ηn−3

sin ηn−3
= 0, b∗ > 0, H1∗ > 0.

(2.12)

В частности, при n = 5 имеем:
ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ

′ cos ξ + sin ξ cos ξ−
−
[
η′21 + η′22 sin2 η1 + η′23 sin2 η1 sin

2 η2
]

sin ξ
cos ξ = 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ −

[
η′22 + η′23 sin2 η2

]
sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + (b∗ −H1∗)η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ + 2η′1η

′
2
cos η1

sin η1
− η′23 sin η2 cos η2 = 0,

η′′3 + (b∗ −H1∗)η
′
3 cos ξ + ξ′η′3

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ + 2η′1η

′
3
cos η1

sin η1
+ 2η′2η

′
3
cos η2

sin η2
= 0,

b∗ > 0, H1∗ > 0.

(2.13)

Вспомним для начала про группу переменных z:
ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(ηn−2) ◦ T2,3(ηn−3) ◦ . . . ◦ Tn−2,n−1(η1)


z1
z2
. . .
zn−1

 , (2.14)

где матрица Tk,k+1(η), k = 1, . . . , n−2, получена из единичной наличием минора второго порядка Mk,k+1:

Tk,k+1 =



1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

 , (2.15)
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Mk,k+1 =

(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)
, mk,k = mk+1,k+1 = cos η, mk+1,k =

= −mk,k+1 = sin η.

После же перехода от переменных z к промежуточным безразмерным переменным

zk = n0v∞(1 + b∗H1∗)Zk, k = 1, . . . , n− 2,
zn−1 = n0v∞(1 + b∗H1∗)Zn−1 − n0v∞b∗ sin ξ,

(2.16)

система (2.12) будет эквивалентна системе

ξ′ = (1 + b∗H1∗)Zn−1 − b∗ sin ξ, (2.17)

Z ′
n−1 = − sin ξ cos ξ+

+(1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−2)
cos ξ

sin ξ
+H1∗Zn−1 cos ξ, (2.18)

Z ′
n−2 = − (1 + b∗H1∗)Zn−2Zn−1

cos ξ

sin ξ
−

− (1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−3)
cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Zn−2 cos ξ, (2.19)

Z ′
n−3 = − (1 + b∗H1∗)Zn−3Zn−1

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Zn−3Zn−2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+

+(1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−4)
cos ξ

sin ξ

1

sin η1

cos η2
sin η2

+H1∗Zn−3 cos ξ, (2.20)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = − (1 + b∗H1∗)Z1

cos ξ

sin ξ

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cos ηs−1

sin η1 . . . sin ηs−1

}
+

+H1∗Z1 cos ξ, (2.21)

η′1 = − (1 + b∗H1∗)Zn−2
cos ξ

sin ξ
, (2.22)

η′2 = (1 + b∗H1∗)Zn−3
cos ξ

sin ξ sin η1
, (2.23)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η′n−3 = (−1)n+1 (1 + b∗H1∗)Z2
cos ξ

sin ξ sin η1 . . . sin ηn−4
, (2.24)

η′n−2 = (−1)n (1 + b∗H1∗)Z1
cos ξ

sin ξ sin η1 . . . sin ηn−3
, (2.25)

на касательном расслоении

T∗S
n−1{(Zn−1, . . . , Z1; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) : (2.26)

0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}.

Видно, что в системе (2.17)–(2.25) порядка 2(n− 1) по причине цикличности переменной ηn−2 выде-
ляется независимая подсистема (2.17)–(2.24) порядка 2(n− 1)− 1, которая может быть самостоятельно
рассмотрена на своем (2n− 3)-мерном многообразии.

В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

ξ′ = (1 + b∗H1∗)Z4 − b∗ sin ξ, (2.27)

Z ′
4 = − sin ξ cos ξ+

+(1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cos ξ

sin ξ
+H1∗Z4 cos ξ, (2.28)

Z ′
3 = − (1 + b∗H1∗)Z3Z4

cos ξ

sin ξ
−

− (1 + b∗H1∗) (Z
2
1 + Z2

2 )
cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Z3 cos ξ, (2.29)

Z ′
2 = − (1 + b∗H1∗)Z2Z4

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Z2Z3

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+
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+(1 + b∗H1∗)Z
2
1

cos ξ

sin ξ

1

sin η1

cos η2
sin η2

+H1∗Z2 cos ξ, (2.30)

Z ′
1 = − (1 + b∗H1∗)Z1Z4

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Z1Z3

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

−

− (1 + b∗H1∗)Z1Z2
cos ξ

sin ξ

1

sin η1

cos η2
sin η2

+H1∗Z1 cos ξ, (2.31)

η′1 = − (1 + b∗H1∗)Z3
cos ξ

sin ξ
, (2.32)

η′2 = (1 + b∗H1∗)Z2
cos ξ

sin ξ sin η1
, (2.33)

η′3 = − (1 + b∗H1∗)Z1
cos ξ

sin ξ sin η1 sin η2
, (2.34)

на касательном расслоении

T∗S
4{(Z4, Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2, η3) ∈ R8 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π} (2.35)

четырехмерной сферы S4{(ξ, η1, η2, η3) ∈ R4 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π}.
Видно, что в системе восьмого порядка (2.27)–(2.34) по причине цикличности переменной η3 вы-

деляется независимая подсистема седьмого порядка (2.27)–(2.33), которая может быть самостоятельно
рассмотрена на своем семимерном многообразии.

3. Полный список первых интегралов при любом конечном n

Перейдем теперь к интегрированию искомой системы (2.17)–(2.25) порядка 2(n−1) (без всяких упро-
щений — при наличии всех коэффициентов).

Аналогичным образом, для полного интегрирования системы (2.17)–(2.25) порядка 2(n−1) необходимо
знать, вообще говоря, 2n− 3 независимых первых интегралов. Однако после замены переменных

Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1

→


wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

 ,

wn−1 = −Zn−1, wn−2 =
√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−2, wn−3 = Z2

Z1
,

wn−4 = − Z3√
Z2

1+Z2
2

, . . . , w2 = − Zn−3√
Z2

1+...+Z2
n−4

, w1 = − Zn−2√
Z2

1+...+Z2
n−3

,
(3.1)

система (2.17)–(2.25) распадается следующим образом:

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)wn−1 − b∗ sin ξ,

w′
n−1 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w

2
n−2

cos ξ
sin ξ +H1∗wn−1 cos ξ,

w′
n−2 = (1 + b∗H1∗)wn−2wn−1

cos ξ
sin ξ +H1∗wn−2 cos ξ,

 (3.2)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2)

1+w2
s

ws

cos ηs

sin ηs
,

η′s = ds(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2), s = 1, . . . , n− 3,

}
(3.3)

η′n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2), (3.4)

где
d1(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) =

= −(1 + b∗H1∗)Zn−2(wn−1, . . . , w1)
cos ξ
sin ξ ,

d2(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) =

= (1 + b∗H1∗)Zn−3(wn−1, . . . , w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−2(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) =

= (−1)n(1 + b∗H1∗)Z1(wn−1, . . . , w1)
cos ξ

sin ξ sin η1... sin ηn−3
,

(3.5)

при этом
Zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, (3.6)

— функции в силу замены (3.1).
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В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w4 − b∗ sin ξ,

w′
4 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w

2
3
cos ξ
sin ξ +H1∗w4 cos ξ,

w′
3 = (1 + b∗H1∗)w3w4

cos ξ
sin ξ +H1∗w3 cos ξ,

 (3.7)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3)

1+w2
2

w2

cos η2

sin η2
,

η′2 = d2(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3),

}
(3.8)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3)

1+w2
1

w1

cos η1

sin η1
,

η′1 = d1(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3),

}
(3.9)

η′3 = d3(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3), (3.10)

где
d1(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) = −Z3(w4, w3, w2, w1)

cos ξ
sin ξ =

= ∓ w1w3√
1+w2

1

cos ξ
sin ξ ,

d2(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) = Z2(w4, w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
=

= ± w2w3√
1+w2

1

√
1+w2

2

cos ξ
sin ξ sin η1

,

d3(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) = −Z1(w4, w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1 sin η2
=

= ∓ w3√
1+w2

1

√
1+w2

2

cos ξ
sin ξ sin η1 sin η2

,

(3.11)

при этом
Zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (3.12)

— функции в силу замены (3.1).
Система (3.2)–(3.4) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
n−1{(wn−1, . . . , w1; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) : (3.13)

0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}.

В частности, система (3.7)–(3.10) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
4{(w4, w3, w2, w1; ξ, η1, η2, η3) ∈ R8 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π} (3.14)

четырехмерной сферы S4{(ξ, η1, η2, η3) ∈ R4 : 0 6 ξ, η1, η2 6 π, η3 mod 2π}.
Видно, что в системе (3.2)–(3.4) порядка 2(n − 1) выделяется независимая подсистема третьего по-

рядка (3.2), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, n−3
независимых системы второго порядка (3.3) (после замены независимой переменной), а также (по при-
чине цикличности переменной ηn−2) уравнение (3.4) на ηn−2 отделяется.

В частности, в системе восьмого порядка (3.7)–(3.10) выделяется независимая подсистема третьего
порядка (3.7), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, две
независимых системы второго порядка (3.8), (3.9) (после замены независимой переменной), а также (по
причине цикличности переменной β3) уравнение (3.10) на η3 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (3.2)–(3.4) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (3.2), по одному — для систем (3.3) (всего n− 3 штуки) и дополнительный
первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (3.4) (т. е. всего n).

В частности, для полной интегрируемости системы (3.7)–(3.10) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (3.7), по одному — для систем (3.8), (3.9) и дополнительный первый интеграл,
”привязывающий” уравнение (3.10) (т. е. всего пять).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (3.2) неавтономную систему второго порядка

dwn−1

dξ =
sin ξ cos ξ−(1+b∗H1∗)w

2
n−2 cos ξ/ sin ξ+H1∗wn−1 cos ξ

−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗ sin ξ ,
dwn−2

dξ = (1+b∗H1∗)wn−2wn−1 cos ξ/ sin ξ+H1∗wn−2 cos ξ
−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗ sin ξ .

(3.15)

Используя замену τ = sin ξ, перепишем систему (3.15) в алгебраическом виде

dwn−1

dτ =
τ−(1+b∗H1∗)w

2
n−2/τ+H1∗wn−1

−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗τ
,

dwn−2

dτ = (1+b∗H1∗)wn−2wn−1/τ+H1∗wn−2

−(1+b∗H1∗)wn−1−b∗τ
.

(3.16)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

wn−1 = u2τ, wn−2 = u1τ, (3.17)
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приводим систему (3.16) к следующему виду:

τ du2

dτ + u2 =
1−(1+b∗H1∗)u

2
1+H1∗u2

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
,

τ du1

dτ + u1 = (1+b∗H1∗)u1u2+H1∗u1

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
,

(3.18)

что эквивалентно
τ du2

dτ =
(1+b∗H1∗)(u

2
2−u2

1)+(b∗+H1∗)u2+1
−(1+b∗H1∗)u2−b∗

,

τ du1

dτ = 2(1+b∗H1∗)u1u2+(b∗+H1∗)u1

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
.

(3.19)

Сопоставим системе второго порядка (3.19) неавтономное уравнение первого порядка

du2

du1
=

1− (1 + b∗H1∗)(u
2
1 − u2

2) + (b∗ +H1∗)u2

2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1
, (3.20)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
(1 + b∗H1∗)(u

2
2 + u2

1) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1

)
= 0. (3.21)

Итак, уравнение (3.20) имеет следующий первый интеграл:

(1 + b∗H1∗)(u
2
2 + u2

1) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1
= C1 = const, (3.22)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(wn−1, wn−2; ξ) =

=
(1 + b∗H1∗)(w

2
n−1 + w2

n−2) + (b∗ +H1∗)wn−1 sin ξ + sin2 ξ

wn−2 sin ξ
= C1 = const. (3.23)

Замечание 3.1. Рассмотрим систему (3.2) с переменной диссипацией с нулевым средним [6, 7, 8],
становящейся консервативной при b∗ = H1∗:

ξ′ = −(1 + b2∗)wn−1 − b∗ sin ξ,

w′
n−1 = sin ξ cos ξ − (1 + b2∗)w

2
n−2

cos ξ
sin ξ + b∗wn−1 cos ξ,

w′
n−2 = (1 + b2∗)wn−2wn−1

cos ξ
sin ξ + b∗wn−2 cos ξ.

(3.24)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2∗)(w
2
n−1 + w2

n−2) + 2b∗wn−1 sin ξ + sin2 ξ = C∗
1 = const, (3.25)

wn−2 sin ξ = C∗
2 = const. (3.26)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.25), (3.26) также является первым интегралом
системы (3.24). Но при b∗ ̸= H1∗ каждая из функций

(1 + b∗H1∗)(w
2
n−1 + w2

n−2) + (b∗ +H1∗)wn−1 sin ξ + sin2 ξ (3.27)

и (3.26) по отдельности не является первым интегралом системы (3.2). Однако отношение функций
(3.27), (3.26) является первым интегралом системы (3.2) при любых b∗,H1∗.

Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.2). Для
этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.22) при u1 ̸= 0 следующим образом:(

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)

)2

+

(
u1 −

C1

2(1 + b∗H1∗)

)2

=
(b∗ −H1∗)

2 + C2
1 − 4

4(1 + b∗H1∗)2
. (3.28)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b∗ −H1∗)
2 + C2

1 − 4 > 0, (3.29)

и фазовое пространство системы (3.2) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых равенством
(3.28).

Таким образом, в силу соотношения (3.22) первое уравнение системы (3.19) примет вид

τ
du2

dτ
=

2(1 + b∗H1∗)u
2
2 + 2(b∗ +H1∗)u2 + 2− C1U1(C1, u2)

−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2
, (3.30)

где

U1(C1, u2) =
1

2(1 + b∗H1∗)
{C1 ± U2(C1, u2)}, (3.31)
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U2(C1, u2) =
√

C2
1 − 4(1 + b∗H1∗)(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u2

2),

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.29).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.2) примет вид∫

dτ

τ
=

∫
(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)du2

A
, (3.32)

A = 2(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u
2
2)− C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + b∗H1∗)).

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна

ln | sin ξ|. (3.33)

Если
u2 +

b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
= r1, b21 = (b∗ −H1∗)

2 + C2
1 − 4, (3.34)

то правая часть равенства (3.32) примет вид

−1

4

∫
d(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r

2
1)

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

+

+(b∗ −H1∗)(1 + b∗H1∗)

∫
dr1

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

C1
± 1

∣∣∣∣∣± −b∗ +H1∗

2
I1, (3.35)

где

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21. (3.36)

При вычислении интеграла (3.36) возможны три случая.
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

ln

∣∣∣∣∣
√

(b∗ −H1∗)2 − 4 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+
+

1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√
(b∗ −H1∗)2 − 4−

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+ const. (3.37)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (3.38)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const. (3.39)

Возвращаясь к переменной

r1 =
wn−1

sin ξ
+

b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
, (3.40)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√

(b∗ −H1∗)2 − 4± 2(1 + b∗H1∗)r1√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

± C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+
+

1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√

(b∗ −H1∗)2 − 4∓ 2(1 + b∗H1∗)r1√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

∓ C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+ const. (3.41)
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II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 + b21

b1(
√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)
+ const. (3.42)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + b∗H1∗)r1

C1(
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)

+ const. (3.43)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (3.2)
— предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фа-
зовых переменных.

Замечание 3.2. В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вместо C1 под-
ставить левую часть первого интеграла (3.22).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(wn−1, wn−2; ξ) = G

(
sin ξ,

wn−1

sin ξ
,
wn−2

sin ξ

)
= C2 = const. (3.44)

Итак, найдены два первых интеграла (3.23), (3.44) независимой системы третьего порядка (3.2). Оста-
лось указать по одному первому интегралу — для систем (3.3) (их всего n−3) и дополнительный первый
интеграл, ”привязывающий” уравнение (3.4).

Действительно, искомые первые интегралы имеют вид

Θ′′
s+2(ws; ηs) =

√
1 + w2

s

sin ηs
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (3.45)

Θ′′
n(wn−3, wn−4; ηn−4, ηn−3, ηn−2) =

= ηn−2 ± arctg
Cn−1 cos ηn−3√

C2
n−2 sin

2 ηn−3 − C2
n−1

= Cn = const, (3.46)

при этом в левую часть равенства (3.46) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы (3.45)
при s = n− 4, n− 3.

Теорема 3.1. Система (3.2)–(3.4) порядка 2(n− 1) обладает достаточным количеством (n) неза-
висимых первых интегралов (3.23), (3.44), (3.45), (3.46).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.2)–(3.4) имеет n первых инте-
гралов, выражающихся соотношениями (3.23), (3.44), (3.45), (3.46) (при этом используются выражения
(3.32)–(3.43)), являющихся трансцендентными функциями фазовых переменных (в смысле комплексного
анализа) и выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

Теорема 3.2. Три группы соотношений (2.2), (2.4), (2.5) при условиях (2.6)–(2.8), (1.4), (1.8) облада-
ют n первыми интегралами (полным набором), являющимися трансцендентными функциями с точки
зрения комплексного анализа, выражающимися через конечную комбинацию элементарных функций.

4. Топологические аналогии
Первая группа аналогий снова касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи

v ≡ const. (4.1)

В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к си-
стеме

α̇ = −zn−1 +
σv

(n− 2)I2

s(α)

cosα
Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

żn−1 =
v2

(n− 2)I2
s(α)Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
− (z21 + . . .+ z2n−2)

cosα

sinα
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)szn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)}
,

żn−2 = zn−2zn−1
cosα

sinα
+ (z21 + . . .+ z2n−3)

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα

{
zn−1∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
+
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+
n−2∑
s=2

(−1)s+1zn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
cosβ1

sinβ1

}
−

− v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

żn−3 = zn−3zn−1
cosα

sinα
− zn−3zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
− (z21 + . . .+ z2n−4)

cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
{∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)[
−zn−1 + zn−2

cosβ1

sinβ1

]
+

+
n−2∑
s=3

(−1)szn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
}+

+
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
, (4.2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = β̇n−2(−ωr1 sinβn−2 + ωr2 cosβn−2)+

+(−1)n
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

= z1
cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
(−1)n+1∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
×

×

{
n−1∑
s=2

(−1)szn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+(−1)n
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

β̇1 = zn−2
cosα

sinα
+

σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

β̇2 = −zn−3
cosα

sinα sinβ1
+

σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−2 = (−1)n+1z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−2
∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

где

∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(
β1 +

π

2
, β2, . . . , βn−2

)
),

∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

)
),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.3)

∆v,n−3

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

)
),

∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

)
),

а функция Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде

Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= |rN | = (rN , iN (β1, . . . , βn−2)) =

= 0 · cos π
2
+

n∑
s=2

xsN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
isN (β1, . . . , βn−2). (4.4)
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Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n, (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0) — компоненты единичного вектора по оси
вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n−2)-мерной сфере Sn−2{β1, . . . , βn−2}, заданной равенством α = π/2,
как экваториальном сечении соответствующей (n−1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} (заданной ра-
венством (4.1)).

При выполнении условий (1.4), (1.8) система (4.2) примет вид

α′ = − (1 + bH1)Zn−1 + b sinα, (4.5)

Z ′
n−1 = sinα cosα−

− (1 + bH1) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−2)
cosα

sinα
−H1Zn−1 cosα, (4.6)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

+(1 + bH1) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−3)
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−H1Zn−2 cosα, (4.7)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− (1 + bH1)Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + bH1) (Z
2
1 + . . .+ Z2

n−4)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1Zn−3 cosα, (4.8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
−

−H1Z1 cosα, (4.9)

β′
1 = (1 + bH1)Zn−2

cosα

sinα
, (4.10)

β′
2 = − (1 + bH1)Zn−3

cosα

sinα sinβ1
, (4.11)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−3 = (−1)n (1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−4
, (4.12)

β′
n−2 = (−1)n+1 (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
. (4.13)

если ввести безразмерные параметры, переменные и дифференцирование по аналогии с (2.11):

b = σn0, n2
0 =

AB

(n− 2)I2
, H1 =

h1B

(n− 2)I2n0
, zk = n0vZk, k = 1, . . . , n− 1, (4.14)

< · >= n0v <′> .

В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

α′ = − (1 + bH1)Z4 + b sinα, (4.15)

Z ′
4 = sinα cosα− (1 + bH1) (Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cosα

sinα
−H1Z4 cosα, (4.16)

Z ′
3 = (1 + bH1)Z3Z4

cosα

sinα
+ (1 + bH1) (Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−H1Z3 cosα, (4.17)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

− (1 + bH1)Z
2
1

cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1Z2 cosα, (4.18)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+(1 + bH1)Z1Z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
−H1Z1 cosα, (4.19)

β′
1 = (1 + bH1)Z3

cosα

sinα
, (4.20)

β′
2 = − (1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1
, (4.21)

β′
3 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 sinβ2
. (4.22)
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Теорема 4.1. Система (4.5)–(4.13) (для свободного тела) эквивалентна системе (2.17)–(2.25) (для
закрепленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, . . . , ηn−2 = βn−2, b∗ = −b, H1∗ = −H1, (4.23)

а также сопоставить переменные Zk ↔ −Zk, k = 1, . . . , n− 1.
Для полного интегрирования системы (4.5)–(4.13) необходимо знать, вообще говоря, 2n − 3 незави-

симых первых интегралов (в частности, для полного интегрирования системы (4.15)–(4.22) необходимо
знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов). Однако после следующей замены пере-
менных 

Zn−1

Zn−2

. . .
Z2

Z1

→


wn−1

wn−2

. . .
w2

w1

 ,

wn−1 = Zn−1, wn−2 =
√
Z2
1 + . . .+ Z2

n−2, wn−3 = Z2

Z1
,

wn−4 = Z3√
Z2

1+Z2
2

, . . . , w2 = Zn−3√
Z2

1+...+Z2
n−4

, w1 = Zn−2√
Z2

1+...+Z2
n−3

,
(4.24)

система (4.5)–(4.13) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)wn−1 + b sinα,
w′

n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
n−2

cosα
sinα −H1wn−1 cosα,

w′
n−2 = (1 + bH1)wn−2wn−1

cosα
sinα −H1wn−2 cosα,

 (4.25)

w′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1+w2
s

ws

cos βs

sin βs
,

β′
s = ds(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

}
(4.26)

β′
n−2 = dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), (4.27)

где
d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
= (1 + bH1)Zn−2(wn−1, . . . , w1)

cosα
sinα ,

d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =
= −(1 + bH1)Zn−3(wn−1, . . . , w1)

cosα
sinα sin β1

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dn−2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) =

= (−1)n+1(1 + bH1)Z1(wn−1, . . . , w1)
cosα

sinα sin β1... sin βn−3
,

(4.28)

при этом
Zk = Zk(wn−1, . . . , w1), k = 1, . . . , n− 2, (4.29)

— функции в силу замены (4.24).
В частности, при n = 5 система (4.15)–(4.22) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)w4 + b sinα,
w′

4 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
3
cosα
sinα −H1w4 cosα,

w′
3 = (1 + bH1)w3w4

cosα
sinα −H1w3 cosα,

 (4.30)

w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
2

w2

cos β2

sin β2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.31)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
1

w1

cos β1

sin β1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.32)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (4.33)

где
d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = (1 + bH1)Z3(w4, w3, w2, w1)

cosα
sinα =

= ±(1 + bH1)
w1w3√
1+w2

1

cosα
sinα ,

d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) = −(1 + bH1)Z2(w4, w3, w2, w1)
cosα

sinα sin β1
=

= ∓(1 + bH1)
w2w3√

1+w2
1

√
1+w2

2

cosα
sinα sin β1

,

d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) =
= (1 + bH1)Z1(w4, w3, w2, w1)

cosα
sinα sin β1 sin β2

=

= ±(1 + bH1)
w3√

1+w2
1

√
1+w2

2

cosα
sinα sin β1 sin β2

,

(4.34)
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при этом
Zk = Zk(w4, w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, (4.35)

— функции в силу замены (4.24).
Система (4.25)–(4.27) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
n−1{(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) ∈ R2(n−1) : (4.36)

0 6 α, β1, . . . , βn−3 6 π, βn−2 mod 2π}
(n− 1)-мерной сферы Sn−1{(α, β1, . . . , βn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 α, β1, . . . , βn−3 6 π, βn−2 mod 2π}.

В частности, система (4.30)–(4.33) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
4{(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3) ∈ R8 : 0 6 α, β1, β2 6 π, β3 mod 2π} (4.37)

четырехмерной сферы S4{(α, β1, β2, β3) ∈ R4 : 0 6 α, β1, β2 6 π, β3 mod 2π}.
Видно, что в системе (4.25)–(4.27) порядка 2(n − 1) выделяется независимая подсистема третьего

порядка (4.25), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии,
n− 3 независимых систем второго порядка (4.26) (после замены независимой переменной), а также (по
причине цикличности переменной βn−2) уравнение (4.27) на βn−2 отделяется.

В частности, в системе восьмого порядка (4.30)–(4.33) выделяется независимая подсистема третьего
порядка (4.30), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, две
независимых системы второго порядка (4.31), (4.32) (после замены независимой переменной), а также
(по причине цикличности переменной β3) уравнение (4.33) на β3 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.25)–(4.27) достаточно указать два незави-
симых первых интеграла системы (4.25), по одному — для систем (4.26) (всего n− 3 штуки) и допол-
нительный первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.27) (т. е. всего n).

В частности, для полной интегрируемости системы (4.30)–(4.33) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (4.30), по одному — для систем (4.31), (4.32) и дополнительный первый
интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.33) (т. е. всего пять).

Следствие 4.1.

1. Угол атаки α и углы β1, . . . , βn−2 для свободного тела эквивалентны соответственно углам от-
клонения ξ и η1, . . . , ηn−2 закрепленного маятника.

2. Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закрепленного
маятника.

3. Первые интегралы системы (4.25)–(4.27) могут быть автоматически получены через равенства
(3.23), (3.44), (3.45), (3.46) после подстановок (4.23) (см. также [9]):

Θ′
1(wn−1, wn−2;α) =

=
(1 + bH1)(w

2
n−1 + w2

n−2)− (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (4.38)

Θ′
2(wn−1, wn−2;α) = G

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const. (4.39)

Θ′′
s+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (4.40)

Θ′′
n(wn−3, wn−4;βn−4, βn−3, βn−2) =

= βn−2 ± arctg
Cn−1 cosβn−3√

C2
n−2 sin

2 βn−3 − C2
n−1

= Cn = const, (4.41)

при этом в левую часть равенства (4.41) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы
(4.40) при s = n− 4, n− 3.

Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела, т. е.
когда выполнено свойство

VC ≡ const (4.42)

(VC — скорость центра масс), поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил:

T − s(α)v2 ≡ 0. (4.43)
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В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к си-
стеме

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (4.44)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

−T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (4.45)

Z ′
n−1 =

s(α)

(n− 2)I2n2
1

· Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)sZn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

}
−

−Zn−1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.46)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
×

×{Zn−1∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+

n−2∑
s=2

(−1)s+1Zn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cosβ1

sinβ1

}
−

− s(α)

(n− 2)I2n2
1

·∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−2 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.47)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−

(
n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
{∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

[
−Zn−1 + Zn−2

cosβ1

sinβ1

]
+

+
n−2∑
s=3

(−1)sZn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
}+

+
s(α)

(n− 2)I2n2
1

·∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−3 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.48)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
(−1)n+1∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z){

n−1∑
s=2

(−1)sZn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+(−1)n
s(α)

(n− 2)I2n2
1

∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (4.49)

β′
1 = Zn−2

cosα

sinα
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (4.50)

β′
2 = −Zn−3

cosα

sinα sinβ1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (4.51)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+
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+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (4.52)

где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+
T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα. (4.53)

Тогда, в силу условий (4.42), (1.4), (1.8), (4.14) преобразованная динамическая часть уравнений дви-
жения (система (4.45)–(4.52)) примет вид аналитической системы

α′ = −Zn−1 + b

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+ b sinα cos2 α− bH1Zn−1 cos

2 α, (4.54)

Z ′
n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+bZn−1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−1 sin

2 α cosα+

+bH1Z
2
n−1 sinα cosα−H1Zn−1 cosα, (4.55)

Z ′
n−2 = (1 + bH1)Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+ (1 + bH1)

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZn−2

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−2 sin

2 α cosα+

+bH1Zn−2Zn−1 sinα cosα−H1Zn−2 cosα, (4.56)

Z ′
n−3 = (1 + bH1)Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− (1 + bH1)Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−(1 + bH1)

(
n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2

sinβ2
+

+bZn−3

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZn−3 sin

2 α cosα+

+bH1Zn−3Zn−1 sinα cosα−H1Zn−3 cosα, (4.57)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+bZ1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα− bZ1 sin

2 α cosα+

+bH1Z1Zn−1 sinα cosα−H1Z1 cosα, (4.58)

β′
1 = (1 + bH1)Zn−2

cosα

sinα
, (4.59)

β′
2 = −(1 + bH1)Zn−3

cosα

sinα sinβ1
, (4.60)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−3 = (−1)n(1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−4
, (4.61)

β′
n−2 = (−1)n+1(1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
, (4.62)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом:

n1 = n0. (4.63)
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В частности, при n = 5 получим следующую систему восьмого порядка:

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) sinα+ b sinα cos2 α−
−bH1Z4 cos

2 α, (4.64)

Z ′
4 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 )

cosα

sinα
+

+bZ4(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ4 sin
2 α cosα+

+bH1Z
2
4 sinα cosα−H1Z4 cosα, (4.65)

Z ′
3 = (1 + bH1)Z3Z4

cosα

sinα
+ (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+bZ3(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ3 sin
2 α cosα+

+bH1Z3Z4 sinα cosα−H1Z3 cosα, (4.66)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
−

−(1 + bH1)Z
2
1

cosα

sinα

1

sinα

cosβ2

sinβ2
+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ2 sin
2 α cosα+

+bH1Z2Z4 sinα cosα−H1Z2 cosα, (4.67)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z4

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα

cosβ1

sinβ1
+

+(1 + bH1)Z1Z2
cosα

sinα

1

sinα

cosβ2

sinβ2
+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4 ) cosα− bZ1 sin
2 α cosα+

+bH1Z1Z4 sinα cosα−H1Z1 cosα, (4.68)

β′
1 = (1 + bH1)Z3

cosα

sinα
, (4.69)

β′
2 = −(1 + bH1)Z2

cosα

sinα sinβ1
, (4.70)

β′
3 = (1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1 sinβ2
. (4.71)

Для полного интегрирования системы (4.54)–(4.62) порядка 2(n−1) необходимо знать, вообще говоря,
2n− 3 независимых первых интегралов. Однако после замены переменных (4.24) система (4.54)–(4.62)
распадается следующим образом:

α′ = −wn−1 + b(w2
n−2 + w2

n−1) sinα+ b sinα cos2 α−
−bH1wn−1 cos

2 α,
w′

n−1 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
n−2

cosα
sinα+

+bwn−1(w
2
n−2 + w2

n−1) cosα− bwn−1 sin
2 α cosα+

+bH1w
2
n−1 sinα cosα−H1wn−1 cosα,

w′
n−2 = (1 + bH1)wn−2wn−1

cosα
sinα+

+bwn−2(w
2
n−2 + w2

n−1) cosα− bwn−2 sin
2 α cosα+

+bH1wn−2wn−1 sinα cosα−H1wn−2 cosα,


(4.72)

w′
s = d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2)

1+ws
1

ws

cos βs

sin βs
,

β′
s = d1(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n− 3,

}
(4.73)

β′
n−2 = d2(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , β2), (4.74)

где выполнены условия (4.28).
В частности, при n = 5 система (4.64)–(4.71) распадается следующим образом:

α′ = −w4 + b(w2
3 + w2

4) sinα+ b sinα cos2 α−
−bH1w4 cos

2 α,
w′

4 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
3
cosα
sinα+

+bw4(w
2
3 + w2

4) cosα− bw4 sin
2 α cosα+

+bH1w
2
4 sinα cosα−H1w4 cosα,

w′
3 = (1 + bH1)w3w4

cosα
sinα+

+bw3(w
2
3 + w2

4) cosα− bw3 sin
2 α cosα+

+bH1w3wn−1 sinα cosα−H1w3 cosα,


(4.75)
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w′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
2

w2

cos β2

sin β2
,

β′
2 = d2(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.76)

w′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3)

1+w2
1

w1

cos β1

sin β1
,

β′
1 = d1(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3),

}
(4.77)

β′
3 = d3(w4, w3, w2, w1;α, β1, β2, β3), (4.78)

где выполнены условия (4.34).
Система (4.72)–(4.74) рассматривается на касательном расслоении (4.36) (n − 1)-мерной сферы

Sn−1{(α, β1, . . . , βn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 α, β1, . . . , βn−3 6 π, βn−2 mod 2π}.
В частности, система (4.75)–(4.78) рассматривается на касательном расслоении (4.37) четырехмерной

сферы S4{(α, β1, β2, β3) ∈ R4 : 0 6 α, β1, β2 6 π, β3 mod 2π}.
Видно, что в системе (4.72)–(4.74) порядка 2(n − 1) выделяется независимая подсистема третьего

порядка (4.72), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии,
n− 3 независимых систем второго порядка (4.73) (после замены независимой переменной), а также (по
причине цикличности переменной βn−2) уравнение (4.74) на βn−2 отделяется.

В частности, в системе восьмого порядка (4.75)–(4.78) выделяется независимая подсистема третьего
порядка (4.75), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, две
независимых системы второго порядка (4.76), (4.77) (после замены независимой переменной), а также
(по причине цикличности переменной β3) уравнение (4.78) на β3 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (4.72)–(4.74) достаточно указать два незави-
симых первых интеграла системы (4.72), по одному — для систем (4.73) (всего n− 3 штуки) и допол-
нительный первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.74) (т. е. всего n).

В частности, для полной интегрируемости системы (4.75)–(4.78) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (4.75), по одному — для систем (4.76), (4.77) и дополнительный первый
интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.78) (т. е. всего пять).

Если вопрос о первых интегралах системы (4.5)–(4.13) (или (4.25)–(4.27)) решается с помощью след-
ствия 4.1, то аналогичный вопрос для системы (4.54)–(4.62) (или (4.72)–(4.74)) решает следующая тео-
рема 4.2.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (4.72) имеет следующий вид:

Θ′′
1(wn−1, wn−2;α) =

=
(1 + bH1)(w

2
n−1 + w2

n−2)− (b+H1)wn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const. (4.79)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (4.72), используя
при этом первый интеграл (4.79). Для этого введем следующие обозначения и новые переменные:

τ = sinα, wn−1 = u2τ, wn−2 = u1τ, p =
1

τ2
. (4.80)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неоднородного
уравнения:

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1−H1u2 − u2
2 − U2

1 (C1, u2))

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2 − (1 + bH1)U2

1 (C1, u2)
, (4.81)

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(1 + bH1)(1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u2
2)},

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 > 0. (4.82)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл в
явном виде. При этом общее решение уравнения (4.81) зависит от произвольной постоянной C2. Полные
выкладки в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее решение линейного
однородного уравнения, полученного из (4.81), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1−A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1

2
(b+H1)
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имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[1−A1u2]
2/(1+A4

1)

∣∣∣∣∣
√
C2

1 − 4A2
1(1−A1u2)2 ± C1√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ∓ C1

∣∣∣∣∣
±A4

1/(1+A4
1)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const. (4.83)

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид (аналогичный
трансцендентному первому интегралу из плоской динамики):

Θ′′
2(wn−1, wn−2;α) = G

(
sinα,

wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
= C2 = const, (4.84)

используя при этом обозначения и замены (4.80).
Итак, найдены два первых интеграла (4.79), (4.84) независимой системы третьего порядка (4.72).

Осталось указать по одному первому интегралу — для систем (4.73) (всего n − 3 штуки) и дополни-
тельный первый интеграл, ”привязывающий” уравнение (4.74).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (4.40), (4.41), а имен-
но:

Θ′
s+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

sinβs
= Cs+2 = const, s = 1, . . . , n− 3, (4.85)

Θ′
n(wn−3, wn−4;βn−4, βn−3, βn−2) =

= βn−2 ± arctg
Cn−1 cosβn−3√

C2
n−2 sin

2 βn−3 − C2
n−1

= Cn = const, (4.86)

при этом в левую часть равенства (4.86) вместо Cn−2, Cn−1 необходимо подставить интегралы (4.85)
при s = n− 4, n− 3.

Теорема 4.2. n первых интегралов (4.79), (4.84), (4.85), (4.86) системы (4.72)–(4.74) являются
трансцендентными функциями своих фазовых переменных и выражаются через конечную комбинацию
элементарных функций.

Теорема 4.3. n первых интегралов (4.79), (4.84), (4.85), (4.86) системы (4.72)–(4.74) эквивалентны
n первым интегралам (4.38), (4.39), (4.40), (4.41) системы (4.25)–(4.27).

Действительно, пары первых интегралов (4.79), (4.38), (4.85), (4.40) и (4.86), (4.41) совпадают. Оста-
лось формально отождествить фазовые переменные wk, k = 1, . . . , n − 1, для системы (4.72)–(4.74) с
фазовыми переменными wk, k = 1, . . . , n− 1, для системы (4.25)–(4.27). Аналогичные рассуждения, ка-
сающиеся пары первых интегралов (4.84), (4.39), не приводим ввиду громоздкости изложения (см. также
[10, 11, 12]).

Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии в том смысле, в котором они
объяснены выше.

1) Движение закрепленного на (обобщенном) сферическом шарнире многомерного физического ма-
ятника в потоке набегающей среды (неконсервативное поле сил при учете дополнительной зависимости
момента сил от тензора угловой скорости).

2) Движение многомерного свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со следящей силой
(при наличии неинтегрируемой связи и при учете дополнительной зависимости момента сил от тензора
угловой скорости).

3) Сложное движение многомерного твердого тела, вращающегося вокруг центра масс, движущегося
прямолинейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при учете дополнительной
зависимости момента сил от тензора угловой скорости.

О более общих топологических аналогиях см. также [13; 14].
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ON A PENDULUM MOTION IN MULTI-DIMENSIONAL SPACE. PART 3.
DEPENDENCE OF FORCE FIELDS ON THE TENSOR OF ANGULAR

VELOCITY

In the proposed cycle of work, we study the equations of motion of dynamically symmetric fixed
n-dimensional rigid bodies–pendulums located in a nonconservative force fields. The form of these equa-
tions is taken from the dynamics of real fixed rigid bodies placed in a homogeneous flow of a medium.
In parallel, we study the problem of motion of a free n-dimensional rigid body also located in a similar
force fields. Herewith, this free rigid body is influenced by a nonconservative tracing force; under action
of this force, either the magnitude of the velocity of some characteristic point of the body remains con-
stant, which means that the system possesses a nonintegrable servo constraint. In this work, we study
that case when the force fields linearly depend on the tensor of angular velocity.

Key words: multi-dimensional rigid body, non-conservative force field, dynamical system, case of
integrability.
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Л.Н. Косыгина1

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ
У ВЕРШИНЫ ТРЕЩИНЫ ДЛЯ ПЛАСТИНЫ С БОКОВЫМИ

НАДРЕЗАМИ: ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

В работе проведено теоретическое исследование напряженно-деформированного состояния (НДС)
бесконечной пластины с двумя полубесконечными симметричными краевыми разрезами. Аналити-
ческое решение получено с помощью разложения в ряд М. Уильямса и последующего подсчета
амплитудных коэффициентов разложения с использованием комплексного представления напряже-
ний. Проведен анализ многопараметрического разложения поля напряжений и вычислительный экс-
перимент с удержанием различного количества слагаемых. Сравнение комплексного представления
поля напряжений с полученным асимптотическим разложением в ряд М. Уильямса показало необ-
ходимость аккуратной оценки количества удерживаемых слагаемых в зависимости от расстояния от
вершины трещины.

Ключевые слова: разложение М. Уильямса, напряженно-деформированное состояние пла-
стины с полубесконечными разрезами, вычисление высших приближений асимптотического ряда
М. Уильямса.

Цитирование. Косыгина Л.Н. Асимптотическое представление поля напряжений у вершины тре-
щины для пластины с боковыми надрезами: теоретическое исследование и вычислительный экспе-
римент // Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия. 2018. Т. 24. № 2. С. 55–66. DOI: 
http://doi.org/10.18287/2541-7525-2018-24-2-55-66.

Введение

Предложенное М. Уильямсом описание поля напряжений в окрестности вершины трещины посред-
ством асимптотического разложения является одним из широко используемых методов решения задач
механики разрушения [1–11]. М. Уильямс использовал функцию напряжений [12–16], представленную
в виде разложения в ряд по собственным функциям χ(r, θ) =

∑
i fi(θ)r

λi , где fi(θ) и λi — собствен-
ные функции и собственные значения соответственно, а r, θ — полярные координаты. В этом случае
компоненты напряжений имеют следующий вид

σij(r, θ) =
2∑

m=1

∞∑
k=−∞

a
(m)
k f

(m)
k,ij (θ)r

k
2−1, (1)

где индекс m в круглых скобках здесь и далее по тексту отвечает типу нагружения функции (m =

= 1 соответствует нормальному отрыву, m = 2 поперечному сдвигу), f
(m)
k,ij (θ) являются универсальными

угловыми функциями и определяются соотношениями

f
(1)
k,11(θ) =

k
2

{[
2 + k

2 + (−1)k
]
cos
(
k
2 − 1

)
θ −

(
k
2 − 1

)
cos
(
k
2 − 3

)
θ
}
,

f
(1)
k,22(θ) =

k
2

{[
2 + k

2 − (−1)k
]
cos
(
k
2 − 1

)
θ +

(
k
2 − 1

)
cos
(
k
2 − 3

)
θ
}
,

f
(1)
k,12(θ) =

k
2

{(
k
2 − 1

)
sin
(
k
2 − 3

)
θ −

[
k
2 + (−1)k

]
sin
(
k
2 − 1

)
θ
}
,

(2)

1 c⃝ Косыгина Л.Н., 2018
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f
(2)
k,11(θ) = −k

2

{[
2 + k

2 − (−1)k
]
sin
(
k
2 − 1

)
θ −

(
k
2 − 1

)
sin
(
k
2 − 3

)
θ
}
,

f
(2)
k,22(θ) = −k

2

{[
2− k

2 + (−1)k
]
sin
(
k
2 − 1

)
θ +

(
k
2 − 1

)
sin
(
k
2 − 3

)
θ
}
,

f
(2)
k,12(θ) =

k
2

{(
k
2 − 1

)
cos
(
k
2 − 3

)
θ −

[
k
2 − (−1)k

]
cos
(
k
2 − 1

)
θ
}
,

(3)

а амплитудные коэффициенты a
(m)
k учитывают множество краевых задач механики разрушения (гео-

метрию образца и систему нагрузок).
Первые два слагаемых для ряда Уильямса (1) достаточно просто определяются и существует боль-

шое количество аналитических решений [7–9], полученных посредством разложения Уильямса для раз-
личных образцов с трещинами. Однако в ряде экспериментальных и теоретических работ [1–6; 10; 11],
опубликованных в последнее время, показана необходимость учета большего числа слагаемых, что в
действительности является трудной задачей. Масштабные множители a

(m)
k могут быть определены раз-

ными способами: 1) экспериментально; 2) теоретически; 3) численно с помощью метода конечного эле-
мента. Фотоупругость, с одной стороны, является эффективным способом нахождения коэффициентов
полного асимптотического разложения М. Уильямса, поскольку экспериментально можно определить
разность главных напряжений и найти амплитудные коэффициенты с помощью оптико-механического
закона. С другой стороны, использование метода фотоупругости приводит к системе нелинейных ал-
гебраических уравнений, решение которой в случае большого количества удерживаемых слагаемых в
асимптотическом разложении М. Уильямса наталкивается на существенные математические трудности.
В силу указанных причин представляется важным и актуальным рассмотреть конфигурации образцов
с трещинами, для которых имеется аналитическое решение, раскладывая которое в ряд в окрестности
трещины можно получить высшие приближения и оценить их вклад в общее поле напряжений и пере-
мещений в окрестности вершины трещины. В настоящей работе приводится комплексное представление
поля напряжений в образце с двумя симметричными надрезами, находящимся под действием соредото-
ченных сил (рис. 1), и разложение функции Вестергаарда в ряд с целью определения коэффициентов
полного асимптотического разложения М. Уильямса поля напряжений в этом образце.

x

y

z =iy0 0

P

P

q
-a a

Q

Q

z =-iy0 0

Рис. 1. Пластина с двумя полубесконечными краевыми надрезами

1. Комплексное представление решения. Функция Вестергаарда

При решении плоских задач теории упругости часто используется функция напряжений. Для рас-
чета напряжений у трещины удобно ее выбрать в виде комплексной функции двух переменных, что
значительно упрощает математические выкладки. В общем виде любую функцию напряжений можно
представить следующим образом [17]

Φ(z) = Re [(x1 − ix2)ϕ(z)x1 + χ(z)] ,

здесь Re [ ] — действительная часть функции комплексного переменного z = x1 + ix2, а ϕ(z), χ(z) —
аналитические функции, выбранные соответствующим образом.

Вестергаард, решая задачу распределения напряжений около острой трещины, проанализировал свой-
ства комплексных функций определенного типа и подобрал граничные условия, соответствующие этим
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свойствам [18]. Им было предложено при решении задачи о растяжении пластины (случай трещины
первого типа — нормальный отрыв) использовать комплексную функцию следующего вида

Φ1(z) = Re [Φ∗∗
1 (z)] + x2 Im [Φ∗

1(z)] , (4)

здесь Im [ ] — мнимая части функции комплексного переменного z, а Φ∗
1(z) и Φ∗∗

1 (z) первый и второй
интегралы функции Φ(z)

Φ1(z) =
dΦ∗

1(z)

dz
, Φ∗

1(z) =
dΦ∗∗

1 (z)

dz
.

Для трещины первого типа комплексное представление напряжений определяется соотношениями

σ
(1)
11 = Re [Φ1(z)]− x2 Im [Φ′

1(z)] ,

σ
(1)
22 = Re [Φ1(z)] + x2 Im [Φ′

1(z)] ,

σ
(1)
12 = −x2 Im [Φ′

1(z)] .

(5)

В случае трещины второго типа (поперечный сдвиг) в качестве функции напряжений рассматрива-
ется функция

Φ2(z) = −x2 Re [Φ∗
2(z)] ,

где Φ∗
2(z) — функция комплексного переменного, выбранная с учетом граничных условий.

Тогда для трещины второго типа комплексное представление напряжений определяется соотношени-
ями

σ
(2)
11 = 2 Im [Φ2(z)] + x2 Re [Φ′

2(z)] ,

σ
(2)
22 = −x2 Re [Φ′

2(z)] ,

σ
(2)
12 = Re [Φ2(z)]− x2 Im [Φ′

2(z)].

(6)
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Рис. 2. Контурные линии компонент тензора напряжений в случае нормального отрыва. а) линии равных
значений компоненты тензора напряжений σ

(1)
11 ; б) линии равных значений компоненты тензора напря-

жений σ
(1)
22 ; в) линии равных значений компоненты тензора напряжений σ

(1)
12 ; г) линии интенсивности

напряжений σ
(1)
e
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Поскольку рассматриваемая среда является линейно-упругой и изотропной, то справедлив принцип
суперпозиции. Тогда для смешанного нагружения поле напряжений определяется соотношениями

σe
ij = Meσ

(1)
ij + (1−Me)σ

(2)
ij , (7)

здесь Me = 2/π arctg(P/Q), 0 6 Me 6 1 — параметр смешанности, его варьирование позволяет получить
весь диапазон смешанных форм деформирования: от нормального отрыва при Me = 1 до поперечного
сдвига при Me = 0.

2. Растяжение пластины с двумя боковыми надрезами.
Комплексное представление решения

Как упоминалось выше, для получения высших приближений ряда Уильямса и оценки их вклада в
общее поле напряжений необходимо рассматривать конфигурации образцов с трещинами, для которых
имеется аналитическое решение. Одним из таких образцов является пластина с двумя полубесконечны-
ми боковыми разрезами (рис. 1). Итак, рассмотрим бесконечную пластину с двумя полубесконечными
боковыми разрезами симметричными относительно мнимой оси (вершины разрезов располагаются на
расстоянии a от мнимой оси).

Функции Вестергаарда для трещин первого и второго типа в рассматриваемом случае имеют соот-
ветственно вид [19]

Φ1(z) =
P

π

(
f − αy0

∂f

∂y0

)
, Φ2(z) =

Q

π

(
f + αy0

∂f

∂y0

)
, (8)

здесь

f =
y0

y20 + z2

√
a2 + y20
a2 − z2

.

После применения оператора дифференцирования и ряда преобразований комплексные потенциа-
лы (8) удается представить в виде

Φi(z) =
c
(i)
4 (z2 + c

(i)
5 )

√
a2 − z2 (z2 + y20)

2 , (9)

c
(i)
4 = c

(i)
1 c

(i)
3 , c

(i)
5 = c

(i)
2 /c

(i)
1 ,

c
(1)
1 = a2 + y20 − α(a2 + 2y20), c

(2)
1 = a2 + y20 + α(a2 + 2y20),

c
(1)
2 = y20

[
y20 + a2(1 + α)

]
, c

(2)
2 = y20

[
y20 + a2(1− α)

]
,

c
(1)
3 =

P y0

π
√
a2 + y20

, c
(2)
3 =

Qy0

π
√
a2 + y20

.

Для получения поля напряжений требуется выделить действительные и мнимые части функций,
входящих в комплексные потенциалы (9)

Re
[(
z2 + y20

)2]
= A1 = (x2 − x2

2 + y20)
2 − 4x2

1x
2
2,

Im
[(
z2 + y20

)2]
= A2 = 4x1x2(x

2
1 − x2

2 + y20),

Re
[√

a2 − z2
]
= Y1 =

√(
X1 +

√
X2

1 +X2
2

)
/2,

Im
[√

a2 − z2
]
= Y2 = X2/ (2Y1) , X1 = a2 − x2

1 + x2
2, X2 = −2x1x2,

Re
[
z2 + c

(i)
5

]
= D

(i)
1 = x2

1 − x2
2 + c

(i)
5 , Im

[
z2 + c

(i)
5

]
= D2 = 2x1x2.

Приведенные выше соотношения позволяют представить мнимую и действительную части комплекс-
ных потенциалов в виде

Re [Φi(z)] = f
(i)
1

(
D

(i)
1 B1 −D2B2

)
, Im [Φi(z)] = f

(i)
1

(
D

(i)
1 B2 +D2B1

)
,

B1 = A1Y1 −A2Y2, B2 = A1Y2 +A2Y1, f
(i)
1 = c

(i)
4 /

[(
A2

1 +A2
2

) (
Y 2
1 + Y 2

2

)]
.

Аналогичным образом выделяются действительные и мнимые части функций, входящих в выражение
производных комплексных потенциалов

Φ′
i(z) =

3c
(i)
4 z

(
z4 + a1z

2 + a2
)

(a2 − z2)3/2 (z2 + y20)
2 , (10)
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Рис. 3. Контурные линии компонент тензора напряжений в случае поперечного сдвига. а) линии равных
значений компоненты тензора напряжений σ

(2)
11 ; б) линии равных значений компоненты тензора напря-

жений σ
(2)
22 ; в) линии равных значений компоненты тензора напряжений σ

(2)
12 ; г) линии интенсивности

напряжений σ
(2)
e

Re
[(
z2 + y20

)]
= A11 = x2

1 + y20 − x2
2, Im

[(
z2 + y20

)]
= A22 = 2x2x2,

Re
[(
z2 + y20

)3]
= p1 = A3

11 − 3A11A
2
22, Im

[(
z2 + y20

)3]
= p2 = 3A2

11A22 −A3
22,

Re
[(
a2 − z2

)3/2]
= q1 = Y 3

1 − 3Y1Y
2
2 , Im

[(
a2 − z2

)3/2]
= q2 = 3Y 2

1 Y2 − Y 3
2 ,

Re
[
z4 + a1z

2 + a2
]
= r1 = a1

(
x2
1 − x2

2

)
+ a2 − 4x2

1x
2
2 +

(
x2
1 − x2

2

)2
,

Im
[
z4 + a1z

2 + a2
]
= r2 = 2x1x2

[
2
(
x2
1 − x2

2

)
+ a1

]
.

Эти соотношения позволяют представить мнимую и действительную части производных комплексных
потенциалов (10) в виде

Re [Φ′
i(z)] = f

(i)
2 R1, Im [Φ′

i(z)] = f
(i)
2 R2,

f
(i)
2 = 3c

(i)
4 /

[(
p21 + p22

) (
q21 + q22

)]
,

R1 = (p1q2 + p2q1)(r1x2 + r2x1) + (p1q1 − p2q2)(r1x1 − r2x2),
R2 = (p1q1 − p2q2)(r1x2 + r2x1)− (p1q2 + p2q1)(r1x1 − r2x2).

Тогда поля напряжений, полученные после подстановки ранее приведенных выражений в представ-
ление (5), будут иметь вид

а) трещина первого типа (нормальный отрыв)

σ
(1)
11 = f

(1)
1 (B1D

(1)
1 −B2D2)− f

(1)
2 R2x2,

σ
(1)
22 = f

(1)
1 (B1D

(1)
1 −B2D2) + f

(1)
2 R2x2,

σ
(1)
12 = −f

(1)
2 R1x2,

(11)

б) трещина второго типа (поперечный сдвиг)

σ
(2)
11 = 2(B2D

(2)
1 +B1D2)f

(2)
1 + f

(2)
2 R1x2,

σ
(2)
22 = −f

(2)
2 R1x2,

σ
(2)
12 = (B1D

(2)
1 −B2D2)− f

(2)
2 R2x2.

(12)
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в) соотношения для поля напряжений в случае смешанного нагружения легко получить из выраже-
ния (7) с помошью (11) и (12).

На графиках приведены контурные линии компонент тензора напряжений для нормального отрыва
(рис. 2), поперечного сдвига (рис. 3) и смешанного нагружения (рис. 4).

x/a

y/a а) 

x/a

y/a б) 

x/a

y/a в) 

x/a

y/a г) 

Рис. 4. Контурные линии компонент тензора напряжений в случае смешанного нагружения для пара-
метра смешанности Me = 0.5. а) линии равных значений компоненты тензора напряжений σ11; б) линии
равных значений компоненты тензора напряжений σ22; в) линии равных значений компоненты тензора
напряжений σ12; г) линии интенсивности напряжений σe

3. Растяжение пластины с двумя боковыми надрезами.
Асимптотическое представление решения

3.1. Нормальный отрыв

Разложение в ряд Тейлора функций, входящих в комплексный потенциал (9), в окрестности вершины
трещины z = −a имеет вид

z2 + c
(1)
5 =

∞∑
k=0

α
(1)
k (z + a)k, (a− z)−1/2 =

∞∑
m=0

β
(1)
m (z + a)m,(

z + iy0
)−2

=
∞∑
p=0

δ
(1)
p (z + a)p,

(
z − iy0

)−2
=

∞∑
j=0

η
(1)
j (z + a)j ,

(13)

здесь
α
(1)
0 = a2 + c

(1)
5 , α

(1)
1 = −2a, α

(1)
2 = 1, α

(1)
k = 0, k > 2,

β(1)
m =

|2m− 1| !!
22m+1/2am+1/2m!

, δ(1)p =
p+ 1

(a+ iy0)
p+2 , η

(1)
j =

j + 1

(a− iy0)
j+2

.
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Подстановка соотношений (13) в (9) дает асимптотическое разложение комплексного потенциала в
окрестности вершины трещины z = −a+ reiθ

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ
(1)
n (z + a)n−1/2,

ζ
(1)
n =

n∑
l=0

ξ
(1)
l γ

(1)
n−l, ξ

(1)
l =

l∑
j=0

α
(1)
j β

(1)
j−l, γ

(1)
l =

l∑
j=0

δ
(1)
j η

(1)
j−l.

Тогда в окрестности вершины трещины z = −a + reiθ комплексный потенциал и его производная
имеют вид

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ
(1)
n rn−1/2

[
cos
(
n− 1

2

)
θ + i sin

(
n− 1

2

)
θ
]
,

Φ
′

1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

(
n− 1

2

)
ζ
(1)
n rn−

3
2

[
cos
(
n− 3

2

)
θ + i sin

(
n− 3

2

)
θ
]
.

(14)

Подстановка полученных соотношений (14) в (5) приводит к выражениям

σij = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ(1)n rn−
1
2 g

(1)
n,ij(θ), (15)

g
(1)
n,11(θ) =

1
2

[(
n+ 3

2

)
cos
(
n− 1

2

)
θ −

(
n− 1

2

)
cos
(
n− 5

2

)
θ
]
,

g
(1)
n,22(θ) =

1
2

[(
n− 1

2

)
cos
(
n− 5

2

)
θ −

(
n− 5

2

)
cos
(
n− 1

2

)
θ
]
,

g
(1)
n,12(θ) =

1
2

(
n− 1

2

) [
sin
(
n− 5

2

)
θ − sin

(
n− 1

2

)
θ
]
.

Разложение Уильямса для трещины первого типа представляется соотношением

σ
(1)
ij (r, θ) =

∞∑
k=1

a
(1)
k f

(1)
k,ij(θ)r

k
2−1. (16)

Следует отметить, что в результате сравнения выражения (15) и представления (16), все амплитуд-
ные множители с четными номерами равны нулю и также справедливы соотношения

f
(1)
2n+1,ij(θ) = (2n+ 1)g

(1)
n,ij(θ).

Тогда амплитудные коэффициенты асимптотического разложения М. Уильямса равны

a
(1)
2n+1 =

c
(1)
4 ζ

(1)
n

2n+ 1
, a

(1)
2n = 0, ∀n > 1.

x/a

y/a a)

x/a

y/a б)

Рис. 5. Линии уровня напряжений σ11 в окрестности вершины трещины z = −a а) асимптотическое
представление напряжений (n = 31), б) комплексное представление напряжений

Поскольку разложение в ряд Тейлора справедливо в круге |z + a| < 2a (рис. 5), то в окрестности
вершины второй трещины необходимо также получить асимптотическое представление.

Разложение в ряд Тейлора функций, входящих в комплексный потенциал (9), в окрестности вершины
трещины z = a имеет вид

z2 + c
(1)
5 =

∞∑
k=0

α̃
(1)
k (z − a)k, (a− z)−1/2 =

∞∑
m=0

β̃
(1)
m (z − a)m,(

z + iy0
)−2

=
∞∑
p=0

δ̃
(1)
p (z − a)p,

(
z − iy0

)−2
=

∞∑
j=0

η̃
(1)
j (z − a)j ,

(17)



62 Л.Н. Косыгина

здесь
α̃
(1)
0 = a2 + c

(1)
5 , α̃

(1)
1 = 2a, α̃

(1)
2 = 1, α̃

(1)
k = 0, k > 2,

β̃(1)
m =

(−1)m |2m− 1| !!
22m+1/2am+1/2m!

, δ̃(1)p =
(−1)p(p+ 1)

(a+ iy0)
p+2 , η̃

(1)
j =

(−1)j(j + 1)

(a− iy0)
j+2

.

Подстановка соотношений (17) в (9) дает асимптотическое разложение комплексного потенциала
Φ1(z) в окрестности вершины трещины z = a

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ̃
(1)
n (z − a)n−1/2,

ζ̃
(1)
n =

n∑
l=0

ξ̃
(1)
l γ̃

(1)
n−l, ξ̃

(1)
l =

l∑
j=0

α̃
(1)
j β̃

(1)
j−l, γ̃

(1)
l =

l∑
j=0

δ̃
(1)
j η̃

(1)
j−l.

Поскольку в окрестности вершины трещины z = a + re−i(π+θ), то комплексный потенциал и его
производная имеют вид

Φ1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

(−1)nζ̃
(1)
n rn−1/2

[
cos
(
n− 1

2

)
θ + i sin

(
n− 1

2

)
θ
]
,

Φ
′

1(z) = c
(1)
4

∞∑
n=0

(−1)n+1
(
n− 1

2

)
ζ̃
(1)
n rn−

3
2

[
cos
(
n− 3

2

)
θ + i sin

(
n− 3

2

)
θ
]
.

(18)

Подстановка полученных соотношений (18) в (5) приводит к выражениям

σij = c
(1)
4

∞∑
n=0

ζ̃(1)n rn−
1
2 g

(1)
n,ij(θ). (19)

Проведение сравнительного анализа (19) и (16) приводит к следующим выражениям для амплитуд-
ных множителей

ã
(1)
2n+1 =

(−1)nc
(1)
4 ζ̃

(1)
n

2n+ 1
, ã

(1)
2n = 0, ∀n > 1.

3.2. Поперечный сдвиг
Поскольку комплексные потенциалы для трещин первого и второго типа имеют общий вид (9) с

точностью до индекса, то для случая поперечного сдвига в дальнейшем используются асимптотические
разложения, полученные в предыдущем разделе с соответствующей заменой индекса в круглых скобках
с ”1” на ”2”. Тогда подстановка соотношений (14) в (6) приводит к выражениям

σ
(2)
ij = c

(2)
4

∞∑
n=0

ζ(2)n rn−
1
2 g

(2)
n,ij(θ), (20)

g
(2)
n,11(θ) =

1

2

[(
n+

7

2

)
sin

(
n− 1

2

)
θ −

(
n− 1

2

)
sin

(
n− 5

2

)
θ

]
,

g
(2)
n,22(θ) =

1

2

(
n− 1

2

)[
sin

(
n− 5

2

)
θ − sin

(
n− 1

2

)
θ

]
,

g
(2)
n,12(θ) =

1

2

[(
n+

3

2

)
cos

(
n− 1

2

)
θ −

(
n− 1

2

)
cos

(
n− 5

2

)
θ

]
.

Разложение М. Уильямса поля напряжений для трещины второго типа представляется соотношением

σ
(2)
ij (r, θ) =

∞∑
k=1

a
(2)
k f

(2)
k,ij(θ)r

k
2−1. (21)

Следует отметить, что в результате сравнения выражения (20) и представления (21), как и в случае
нормального отрыва, все амплитудные множители с четными номерами равны нулю и справедливы
соотношения

f
(2)
2n+1,ij(θ) = −(2n+ 1)g

(2)
n,ij(θ).

Тогда амплитудные коэффициенты асимптотического разложения М. Уильямса равны

a
(2)
2n+1 = −c

(2)
4 ζ

(2)
n

2n+ 1
, a

(2)
2n = 0, ∀n > 1,

Аналогичным образом легко получить разложения в окрестности вершины второй трещины z = a,
что приводит к следующим соотношениям для амплитудных коэффициентов ряда М. Уильямса

ã
(2)
2n+1 =

(−1)n+1c
(2)
4 ζ̃

(2)
n

2n+ 1
, ã

(2)
2n = 0, ∀n > 1.
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Рис. 6. Линии уровня компоненты напряжений σ11 в окрестности вершины трещины z = −a. а) линии
уровня компоненты напряжений σ11 на расстоянии от вершины трещины r/a = 0.01 б) линии уровня
компоненты напряжений σ11 на расстоянии от вершины трещины r/a = 0.2; г) линии уровня компоненты
напряжений σ11 на расстоянии от вершины трещины r/a = 0.4

3.3. Смешанное нагружение

Для нахождения асимптотического представления в случае смешанного нагружения необходимо под-
ставить полученные разложения (16) и (21) соотношения (7) и, выбрав значение для параметра сме-
шанности Me, получить соответствующие формы смешанного нагружения.

4. Анализ количества удерживаемых слагаемых

Для оценки количества удерживаемых слагаемых в полученном разложении поля напряжений в ряд
М. Уильямса в системе компьютерной алгебры Mathematica была разработана программа, которая поз-
воляет вычислить любое наперед заданное количество коэффициентов асимптотического разложения.
Что, в свою очередь, дает возможность оценить вклад высших приближений и ответить на вопрос:
нужно ли учитывать высшие приближения и, если да, то сколько слагаемых в разложении следует
учитывать.

На рис. 6 приведены распределения нормального напряжения σ11 на разных расстояниях от кончика
трещины z = −a в случае нормального отрыва, поперечного сдвига и смешанного нагружения. Сплош-
ные разноцветные линии соответствуют асимптотическому разложению с различным количеством удер-
живаемых слагаемых, разрывная линия — комплексному представлению поля напряжений. Анализируя
полученные представления, можно сделать вывод, что при удалении от вершины трещины действитель-
но необходимо увеличивать количество учитываемых слагаемых в разложении М. Уильямса. Например,
для достижения точности 10−6 на расстояниях от кончика трещины, равных 0.4 a, требуется учитывать
девятнадцать слагаемых, при расстояниях, эквивалентных 0.1 a, требуется учитывать девять слагаемых,
а при 0.01 a требуемая точность достигается уже учетом трех слагаемых.
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Выводы
В работе получено многопараметрическое разложение поля напряжений на примере задачи о растя-

жении бесконечной пластину с двумя полубесконечными боковыми разрезами, а также проведен вычис-
лительный эксперимент с удержанием различного количества слагаемых в полученном асимптотическом
разложении М. Уильямса. Сравнение полученных асимптотического и комлексного представлений пока-
зало необходимость учета высших приближений в полном асимптотическом разложении М. Уильямса
поля напряжений. Чем больше расстояние от кончика трещины, тем больше слагаемых следует удер-
живать в разложении.

Таким образом, при построении асимптотических решений задач, для которых отсутствуют точные
аналитические решения, следует прибегать к построению многопараметрических асимптотических разло-
жений. Проведенный анализ в дальнейшем может быть использован при обработке экспериментальных
данных (например, в рамках метода цифровой фотоупругости). Разложение поля напряжений в ряд М.
Уильямса может быть использовано при решении задач для любых конфигураций образцов с трещина-
ми, а все математические трудности возникают при нахождении амплитудных коэффициентов a

(m)
k , для

определения которых можно использовать экспериментальные картины, полученные с помощью метода
цифровой фотоупругости.

Автор выражает благодарность и глубокую признательность своему научному руководителю, докто-
ру физико-математических наук, доценту, профессору кафедры математического моделирования в ме-
ханике Самарского национального университета имени академика С.П. Королева Степановой Ларисе
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AND COMPUTATIONAL EXPERIMENT

This article is aimed at theoretical study of the stress-strain state of an infinite plate with two
semi-infinite symmetrical edge notches. The analytical solution is obtained by means of decomposition in
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУКАХ
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М.О. Мамчуев1

МОДЕЛЬ ДИФФУЗИОННО-ДРЕЙФОВОГО ТРАНСПОРТА НОСИТЕЛЕЙ
ЗАРЯДА С УЧЕТОМ ПРОЦЕССА РЕКОМБИНАЦИИ В СЛОЯХ

С ФРАКТАЛЬНОЙ СТРУКТУРОЙ

Исследуется теоретическая (полуфеноменологическая) модель диффузионно-дрейфового транспор-
та носителей заряда в слоях с фрактальной структурой, учитывающая процесс рекомбинации носи-
телей заряда (НЗ) основанная на дифференциальном уравнении в частных производных дробного
порядка по временной переменной. В аналитическом виде найдены решения уравнений модели.

Ключевые слова: объемная плотность заряда, рекомбинации носителей заряда, диффузионо-
дрейфовый транспорт носителей заряда, дробная производная Римана — Лиувилля, дробная про-
изводная Капуто, фрактальная структура.
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Введение
Для описания различных процессов переноса в средах с фрактальной структурой в настоящее время

широко применяется математический аппарат дробного интегродифференцирования [1,2]. Уравнения с
дробной производной по времени описывают эволюцию некоторой физической системы с потерями, при-
чем дробный показатель производной указывает на долю состояний системы, сохраняющихся за время
эволюции. В работах [3–5] с помощью таких уравнений описаны процессы диффузии на фрактальных
структурах, моделирующих пористые и неупорядоченные структуры, обсуждается их применимость для
описания процессов переноса и релаксации.

В работах [8] разработаны модели дисперсионного транспорта НЗ в неупорядоченных средах.
При описании модели неравновесного транспорта НЗ в неупорядоченных полупроводниках [8,9] бы-

ло получено уравнение диффузии-дрейфа с зависящими от времени подвижностью и коэффициентом
диффузии. Главная особенность этого уравнения – наличие частной производной по времени дробного
порядка, совпадающего с дисперсионным параметром α < 1.

В работе [9] предложена теоретическая (полуфеноменологическая) модель диффузионно-дрейфового
транспорта носителей заряда в слоях с фрактальной структурой, основанная на дифференциальном
уравнении в частных производных дробного порядка по временной переменной

∂α
0tρ−

∂2ρ

∂x2
+ a

∂ρ

∂x
= 0. (1)

В аналитическом виде найдено решение этого уравнения и проведен анализ выражения для плотно-
сти тока носителей заряда. С помощью численных расчетов показано, что уменьшение порядка дроб-
ной производной при наличии внешнего электрического поля приводит к уширению и асимметрии про-
странственных распределений носителей заряда, что с физической точки зрения соответствует усилению
процессов рассеяния.

В работе [10] показано, что для ρ(x, t) выполняется следующий закон сохранения заряда∫ ∞

−∞
ρ(x, t)dx =

∫ ∞

−∞
ρ0(x)dx.

1 c⃝ Мамчуев М.О., 2018
Мамчуев Мухтар Османович (mamchuevmo@yandex.ru), отдел теоретической и математической физики, Институт при-

кладной математики и автоматизации, 360000, Российская Федерация, г. Нальчик, ул. Шортанова, 89 А.
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Это свойство является необходимым для применения уравнения (1) при моделировании переноса
заряда в фрактальных полупроводниковых структурах.

Уравнение (1) описывает диффузионно-дрейфовый транспорт НЗ без учета процессов генерации и
рекомбинации.

В данной работе исследуется модель диффузионно-дрейфового транспорта НЗ с учетом процессов
генерации и рекомбинации.

1. Диффузионно-дрейфовое приближение
В данном приближение плотность тока НЗ линейно зависит от градиентов потенциала электрическо-

го поля и концентрации заряда. Коэффициент пропорциональности является множителем подвижности
НЗ, параметром определяющим объемные свойства полупроводника. В диффузионно-дрейфовом прибли-
жении концентрация НЗ мала, рассматривается случай невырожденного полупроводника. Электрическое
поле также слабое, т.е не вносит заметного вклада в равновесное распределение скоростей НЗ. В невы-
рожденном полупроводнике НЗ дрейфуют в слабом электрическом поле и диффундируют независимо
от остальных НЗ. Представление плотности тока в виде дрейфовой и диффузионной составляющих
справедливо при L >

√
Dτ .

Из условия слабости полей следует, что в процессе движения носители заряда не должны разогре-
ваться, т. е. набирать за время между неупругими столкновениями энергию, которая превышала бы их
среднюю тепловую энергию.

2. Аналитические решения уравнений модели
Будем использовать оператор дробного интегро-дифференцирования Римана — Лиувилля [1]:

Dα
stf(t) =


sign(t−s)
Γ(−α)

∫ t

s
f(t′)

(t−t′)1+α dt
′, α < 0,

f(t), α = 0,

signn(t− s) dn

dtnD
α−n
st f(t), n− 1 < α 6 n, n ∈ N,

а также регуляризованную дробную производную (производную Капуто)

∂α
stf(t) = signn(t− s)Dα−n

st

dnf(t)

dtn
, n− 1 < α 6 n, n ∈ N,

где Γ(α) – гамма-функция Эйлера, α – порядок операторов.
Уравнение диффузионно-дрейфового транспорта НЗ с учетом процессов генерации и рекомбинации

имеет вид

∂α
0tρ−

∂2ρ

∂x2
+ a

∂ρ

∂x
+ ρ = 0, (2)

где ρ(x, t) – плотность заряда, a = µE
√

τ
D = const, где E – напряженность внешнего электрического

поля, µ и D – подвижность и коэффициент диффузии НЗ, τ – это время жизни НЗ. Пространственная
переменная x является безразмерной и отнесена к диффузионной длине

√
Dτ .

Уравнение (2) применимо лишь для случая, когда фрактальный слой можно считать макроскопиче-
ски сплошной средой – данный слой всегда занимает определенный объем и ограничивается некоторой
гладкой поверхностью в евклидовом пространстве при произвольном значении метрической фрактальной
размерности (т.н. массовый фрактал). При этом свойство фрактальности учитывается через феномено-
логический параметр α. Такой подход, по существу, подразумевает эргодичность системы, когда про-
странственная фрактальность учитывается через динамику НЗ по временной переменной. Если имеется
фрактальная среда, то процесс переноса в ней НЗ должен происходить медленнее, чем в аналогичной
сплошной среде; в предлагаемой модели этому соответствует условие α < 1. Кроме того, система пред-
полагается «адиабатической», т.е. имеет место условие α = const.

Генерация и рекомбинация подвижных носителей (основных и неосновных) происходит в полупро-
воднике непрерывно, поэтому скорость изменения их концентрации определяется разностью скоростей
этих процессов. Изменение концентрации неосновных носителей при внешнем воздействии (при облуче-
нии светом или воздействии лазерного излучения) запишем следующим классическим уравнением:

dρ

dt
= −ρ

τ
(3)

Если в начальный момент времени плотность заряда равна ρ0(x), то функция ρ(x, t) определяется как
решение задачи Коши с начальным условием

ρ(x, 0) = ρ0(x). (4)
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Решение задачи (1), (4) имеет вид [11]

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)e

−a(x−ξ)
2 Dα−1

0t (x− ξ, t)dξ =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)K(x− ξ, t)dξ,

где

(x, t) =
1

2

∫ ∞

|x|
ϕ
(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
h0(x, τ)dτ,

K(x, t) =
e

−a
2 x

2

∫ ∞

|x|
t−αϕ

(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
h0(x, τ)dτ,

h0(x, τ) =

{
J0(

√
c
√
τ2 − x2), c > 0,

I0(
√
|c|
√
τ2 − x2), c < 0,

ϕ(α, β; t) =
∑∞

n=0
tn

n! Γ(αn+β) , функция Райта, J0(t) =
∑∞

n=0
(−1)n

n!n!

(
t
2

)2n
, I0(t) =

∑∞
n=0

1
n!n!

(
t
2

)2n – функ-
ции Бесселя.

При c > 0 решение уравнения (2) имеет вид

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)e

−a(x−ξ)
2

∫ ∞

|x|
t−αϕ

(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
J0(

√
c
√
τ2 − x2)dτ.

Неравновесные НЗ возникают в результате облучения поверхности полупроводника лазерным излу-
чением. Если в полупроводнике нет электрического тока и объемных зарядов, вследствие процессов
генерации и рекомбинации НЗ придут в равновесное состояние. Тогда изменение во времени неравно-
весных концентрации электронов (дырок) в зонах может определятся уравнением

∂α
0tρ = −ρ

τ
. (5)

Пусть
ρ(0) = ρ0 (6)

— начальная плотность заряда, тогда распределение плотности заряда, может быть найдено как решение
задачи Коши (5), (6) [1], и определяется формулой

ρ(t) = ρ0 · E1/α

(
− tα

τ
; 1

)
,

где E1/α (z;µ) =
∑∞

k=0
zk

(αk+µ) – функция Миттаг-Леффлера.
При α = 1, обобщенное уравнение (5) переходит в классическое уравнение (3) описывающее процессы

генерации и рекомбинации НЗ.
В работе [3] уравнение вида (5) исследуется посредством ренорм-групповых преобразований, выво-

дится уравнение с дробной производной по времени описывающее релаксацию заряда на фракталах.
Получена функция Грина, показано, что релаксация заряда на фракталах на больших временах носит
степенной характер.

При отсутствии электрического поля (a = 0) процесс диффузионно-дрейфового транспорта НЗ при-
мет вид

∂α
0tρ−

∂2ρ

∂x2
= −ρ. (7)

Решение уравнения (7) с начальным условием (4) имеет вид [11]:

ρ(x, t) =

∫ ∞

−∞
ρ0(ξ)

∫ ∞

|x|
ϕ
(
−α

2
, 0; − τ

tα/2

)
I0(

√
c
√

τ2 − x2)dτ.

Как показывают расчеты, проведенные в работе [9], заметное влияние параметра α на пространственное
распределение НЗ, имеет место при увеличении численного значения параметра a.

Фрактальная структура образцаα параметра a должны оказывать влияние на кинетику НЗ, влияние
этих параметров необходимо выявить в ходе численных экспериментов.

Полученные результаты могут быть применены для построения математических моделей описываю-
щие нелинейные и нелокальные процессы переноса носителей заряда в полупроводниковых фрактальных
структурах в рамках диффузино-дрейфового приближения.
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опубликовании принимается редколлегий журнала на основании рецензии. Авторам рекомендуется ознакомиться с пра-
вилами подготовки статей перед представлением их в редакцию. Работы, оформленные не по правилам, редколлегией
рассматриваться не будут. Редакция просит авторов при оформлении работы придерживаться следующих
правил и рекомендаций:

1. Статьи представляются в двух форматах: твердая копия, распечатанная с одной стороны листа формата А4, и
электронном (e-mail: nsvestnik@ssau.ru). Электронный вариант должен точно соответствовать печатному.

2. Статья должна содержать: название работы, список авторов, представленный в алфавитном порядке, с указанием
места работы и адресов электронной почты каждого из них; аннотацию не менее 10 строк, которая дается перед
основным текстом; основной текст, который рекомендуется разделять на подразделы с целью облегчения чтения работы;
заключение с краткой характеристикой основных полученных результатов; название работы на английском языке с
указанием всех авторов; аннотацию на английском языке. Название работы должно адекватно отражать ее содержание,
и быть, по возможности, кратким. Не допускается включение формул в название работы и текст аннотации.

3. Статья должна быть снабжена индексом универсальной десятичной классификации (УДК), необходимо представить
ключевые слова на русском и английском языках.

4. Объем статьи не должен превышать 15 страниц машинописного текста, иллюстрированного не более чем 5
рисунками и 5 таблицами. Базовый размер шрифта — 10 пунктов. Опубликование работ, не соответствующих этим
ограничениям, возможно только после специального решения редколлегии журнала.

5. Подписи к рисункам должны размещаться снизу от рисунка и должны содержать их краткое описание и, воз-
можно, объяснение использованных символов и условных обозначений.

6. Указатель таблицы должен быть размещен справа сверху от таблицы. Заголовок таблицы (как и сама таблица)
должен быть отцентрирован по ширине основного текста.

7. Нумерация рисунков и таблиц должна быть пораздельной по тексту статьи. Не допускается размещать в тексте
рисунки и таблицы до появления на них ссылки в тексте.

8. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы LATEX2ε с использованием стиля
samgu.cls. Стиль samgu.cls и пример оформления статьи можно найти на сайте Самарского университета (адрес указан
выше). Использование других реализаций TEX’a крайне нежелательно. Подготовка электронной версии статьи с помо-
щью других средств должна быть заранее согласована с редакцией. Иллюстративный материал (рисунки, таблицы, диа-
граммы) готовится стандартными средствами LATEX’а. Рисунки могут быть также подготовлены в любом графическом
редакторе и предоставлены в формате EPS. Электронные представления фотографий допускаются только в форматах
EPS или TIFF с разрешением не менее 600 dpi. В случае использования нестандартных стилевых файлов автор обязан
предоставить редакции необходимые стилевые файлы. Изменения стандартных стилевых файлов недопустимы.

9. При подготовке электронного варианта статьи следует принимать во внимание следующие рекомендации:
а) при наборе статьи необходимо различать следующие знаки препинания и контрольные последовательности, им

соответствующие: одинарный дефис (”-”), двойной дефис (”–”)1, тройной дефис (”—”)2. Одинарный дефис используют в
составных словах; двойной дефис рекомендуется для указания диапазона чисел и ”двойных”фамилий; тройной дефис
означает тире;

б) допустимо использование только обратных кавычек (”) с помощью контрольной последовательности
\textquotedblright;

в) недопустимо нахождения рядом двух и более закрывающих или открывающих скобок одного вида. Рекомендуется
внимательно относиться к балансу скобок;

г) допускается использование следующих команд переключения шрифтов: \rm, \it, \bf, \sl и стандартных шрифтов
семейства AMS с использованием следующих команд переключения шрифтов \mathbf, \mathcal, \mathfrak. Использо-
вание других шрифтов должно быть согласовано с редакцией журнала;

д) на графиках должна быть нанесена сетка (желательно квадратная) с обозначением делений. Рекомендуемый
размер рисунков — 11-15 см по горизонтали и 5-15 см по вертикали. Необходимо тщательно следить за точным соот-
ветствием обозначений в тексте и на рисунках и за подобием шрифтов. Надписи, загромождающие рисунки, должны
быть заменены цифрами или буквенными обозначениями и внесены в подрисуночные подписи. Сами подрисуночные
подписи должны быть, по возможности, краткими. Редакция оставляет за собой право требовать от автора более ка-
чественного выполнения графического материала;

1Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash--˜
2Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash---
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е) для математических обозначений рекомендуется употреблять, по возможности, стандартные и наиболее простые
символы. Не следует применять индексы из букв русского алфавита. Векторы и тензоры выполняются жирным шриф-
том. Вместо одинаковых повторяющихся блоков в формулах желательно использовать их сокращенные обозначения;

ж) при нумерации формул редакция просит пользоваться десятичной системой. Рекомендуется двойная нумерация:
первая цифра — номер раздела статьи, вторая цифра после точки — номер формулы внутри раздела. Номер должен
стоять справа от формулы. Не следует нумеровать формулы, на которые нет ссылок в тексте;

з) теоремы, леммы, примеры, утверждения и т.п. выполняются обычным шрифтом; их заголовки даются жирным
шрифтом;

и) список литературы составляется по порядку цитирования, располагается в конце статьи на русском и английском
языках (не менее 6–10 пунктов). Для книг сообщается следующая информация: фамилии и инициалы авторов, полное
название книги, издательство, год издания и количество страниц; для статей в сборниках и журналах — фамилии
и инициалы авторов, полное название статьи, название журнала (сборника) полностью или, если есть стандартное
сокращение, сокращенно, полная информация об издании (серия, том, номер, выпуск, год), номера начальной и конечной
страниц статьи;

к) ссылки на иностранные источники (включая переведенные на русский язык статьи и книги) даются обязательно
на языке оригинала и сопровождаются в случае перевода на русский язык с указанием названия и выходных данных
перевода.

Цитирование осуществляется командой \cite с соответствующей меткой. Ссылки на неопубликованные работы недо-
пустимы.

Невыполнение авторами перечисленных выше правил может повлечь за собой задержку с опубликованием работы.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. Просьба редакции о переработке статьи не

означает, что статья принята к печати; после переработки статья вновь рассматривается редколлегией журнала.

Редакция журнала
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