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МАТЕМАТИКА

УДК 517.956 DOI: 10.18287/2541-7525-2017-23-3-7-11

С.А. Алдашев1

КОРРЕКТНОСТЬ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ
ОБЛАСТИ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ МНОГОМЕРНЫХ

ЭЛЛИПТИКО-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Корректность краевых задач на плоскости для эллиптических уравнений методом теории аналити-
ческих функций комплексного переменного хорошо изучена. При исследовании аналогичных вопросов,
когда число независимых переменных больше двух, возникают трудности принципиального характера.
Весьма привлекательный и удобный метод сингулярных интегральных уравнений теряет свою силу
из-за отсутствия сколько-нибудь полной теории многомерных сингулярных интегральных уравнений.
Краевые задачи для эллиптических уравнений второго порядка в областях с ребрами подробно изу-
чены.

В работах автора найдены явные виды классических решений задач Дирихле в цилиндрических
областях для многомерных эллиптических уравнений. В данной статье используется метод, предло-
женный в работах автора, показана однозначная разрешимость и получен явный вид классического
решения задачи Дирихле в цилиндрической области для одного класса вырождающихся многомерных
эллиптико-параболических уравнений.

Ключевые слова: корректность, многомерные уравнения, вырождение, задача Дирихле, цилин-
дрическая область, сферические функции, ортогональность, функция Бесселя.

Для общих эллиптико-параболических уравнений второго порядка постановку первой краевой зада-
чи (или задача Дирихле) впервые осуществил Г. Фикера [1]. Дальнейшее изучение этой задачи приведе-
но в [2].

В работе для вырождающихся многомерных эллиптико-параболических уравнений доказано однознач-
ная разрешимость и получен явный вид классического решения задачи Дирихле в цилиндрической обла-
сти.

Пусть Ωαβ — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 точек (x1, ..., xm, t), ограниченная
цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0 и t = β < 0, где |x| — длина вектора x = (x1, ..., xm).

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ , а через Γα, Γβ — части поверхности Γ, лежащие в
полупространствах t > 0 и t < 0; σα — верхнее, σβ — нижнее основание области Ωαβ .

Пусть далее S — общая часть границ областей Ωα , Ωβ представляющее множество {t = 0, 0 < |x| < 1}
в Em.

В области Ωαβ рассмотрим вырождающихся смешанно эллиптико-параболические уравнения

0 =

{
g(t)∆xu− ut, t > 0,
p(t)∆xu+ utt, t < 0,

(1)

где g(t) > 0 при t > 0, и может обращаться в нули при t = 0, g(t) ∈ C([0, α]), p(t) > 0 при t < 0, и может
обращаться в нуль при t = 0, p(t) ∈ C([β, 0]), а ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m > 2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, ..., xm, t к сферическим
r, θ1, ..., θm−1, t, r > 0, 0 6 θ1 < 2π, 0 6 θi 6 π, i = 2, 3, ...,m− 1, θ = (θ1, ..., θm−1).

Задача 1(Дирихле). Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при t ̸= 0 из класса C(Ωαβ)∩
∩C2(Ωα ∪ Ωβ), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
σα

= φ1(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), (2)

u
∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σβ

= φ2(t, θ). (3)

1 c⃝ Алдашев С.А., 2017
Алдашев Серик Аймурзаевич (aldash51@mail.ru), кафедра математики и математического моделирования, Институт ма-

тематики и математического моделирования КН МОН РК, 050010, Республика Казахстан, г. Алматы, ул. Пушкина 125.



8 С.А. Алдашев

при этом φ1(1, θ) = ψ1(α, θ), φ2(1, θ) = ψ2(β, θ), ψ1(0, θ) = ψ2(0, θ).
Пусть

{
Y k
n,m(θ)

}
— система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 6 k 6 kn,

(m− 2)!n!kn = (n+m− 3)!(2n+m− 2), W l
2(S), l = 0, 1, ... - пространства Соболева.

Имеет место ([3])
Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈W l

2(S). Если l > m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑
k=1

fkn(r)Y
k
n,m(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l −m + 1, сходятся абсолютно и
равномерно.

Лемма 2. Для того, чтобы f(r, θ) ∈W l
2(S), необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты ряда (4)

удовлетворяли неравенствам

|f10 (r)| 6 c1,

∞∑
n=1

kn∑
k=1

n2l|fkn(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Через φ̄k
1n(r), φ̄

k
2n(r), ψ

k
1n(t), ψ

k
2n(t), обозначим коэффициенты разложения ряда (4), соответственно

функций φ1(r, θ), φ2(r, θ), ψ1(t, θ), ψ2(t, θ).
Тогда справедлива
Теорема. Если φ1(r, θ), φ2(r, θ) ∈W l

2(S), ψ1(t, θ) ∈W l
2(Γα), ψ2(t, θ) ∈W l

2(Γβ),
l > 3m

2 , то задача 1 однозначно разрешима.
Доказательства теоремы. В сферических координатах уравнение (1) в области Ωα имеет вид

g(t)

(
urr +

m− 1

r
ur −

1

r2
δu

)
− ut = 0, (5)

δ ≡ −
m−1∑
j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 ∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)

2, j > 1.

Известно ([3]), что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m− 2), n = 0, 1, ... ,
каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных фукций Y k

n,m(θ).

Так как искомое решение задачи 1 в области Ωα принадлежит классу C(Ωα)∩C2(Ωα), то его можно
искать в виде

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑
k=1

ūkn(r, t)Y
k
n,m(θ), (6)

где ūkn(r, t) — функции, подлежащие определению.
Подставляя (6) в (5), используя ортогональность сферических функций Y k

n,m(θ) ([3]), будем иметь

g(t)

(
ūknrr +

m− 1

r
ūknr −

λn
r2
ūkn

)
− ūknt = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (7)

при этом краевое условие (2), с учетом леммы 1, соответственно запишется в виде

ūkn(r, α) = φ̄k
1n(r), ūkn(1, t) = ψk

1n(t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... . (8)

В (7), (8) произведя замену переменных ῡkn(r, t) = ukn(r, t)− ψk
1n(t) получим

g(t)

(
ῡknrr +

m− 1

r
ῡknr −

λn
r2
ῡkn

)
− ῡknt = f

k

n(r, t), (9)

ῡkn(r, α) = φk
1n(r), ῡkn(1, t) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (10)

f
k

n(r, t) = ψk
1nt +

λng(t)

r2
ψk
1n(t), φ

k
1n(r) = φk

1n(r)− ψk
1n(α).

Произведя замену ῡkn(r, t) = r
(1−m)

2 υkn(r, t) задачу (9), (10) приведем к следующей задаче

Lυkn ≡ g(t)

(
υknrr +

λ̄n
r2
υkn

)
− υknt = fkn(r, t), (11)

υkn(r, α) = φ̃k
1n(r), υ

k
n(1, t) = 0, (12)

λ̄n =
((m− 1)(3−m)− 4λn)

4
, fkn(r, t) = r

(1−m)
2 f

k

n(r, t), φ̃
k
1n(r) = r

(1−m)
2 φk

1n(r).
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Решение задачи (11), (12) ищем в виде υkn(r, t) = υk1nr, t+ υk2n(r, t), где
υk1n(r, t) — решение задачи

Lυk1n = fkn(r, t), (13)

υk1n(r, α) = 0, υk1n(1, t) = 0, (14)

а υk2n(r, t) — решение задачи
Lυk2n = 0, (15)

υk2n(r, α) = φ̃k
1n(r), υ

k
2n(1, t) = 0. (16)

Решение выше указанных задач, рассмотрим в виде

υkn(r, t) =
∞∑
s=1

Rs(r)Ts(t), (17)

при этом пусть

fkn(r, t) =
∞∑
s=1

akns(t)Rs(r), φ̃
k
1n(r) =

∞∑
s=1

bknsRs(r). (18)

Подставляя (17) в (13), (14), с учетом (18), получим

Rsrr +
λ̄n
r2
Rs + µs,nRs = 0, 0 < r < 1, (19)

Rs(1) = 0,
∣∣Rs(0)

∣∣ <∞, (20)

Tst + µs,ng(t)Ts(t) = −akns(t), 0 < t < α, (21)

Ts(α) = 0. (22)

Ограниченным решением задачи (19), (20) является ([4])

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), (23)

где ν = n+ (m−2)
2 , µs,n — нули функций Бесселя первого рода Jν(z), µ = µ2

s,n.
Решением задачи (21), (22)является

Ts,n(t) = (exp(−µ2
s,n

t∫
0

g(ξ)dξ))(

α∫
t

akns(ξ)(expµ
2
s,n

ξ∫
0

g(ξ1)dξ1)dξ). (24)

Подставляя (23) в (18) получим

r−
1
2 fkn(r, t) =

∞∑
s=1

akns(t)Jν(µs,nr), r
− 1

2 φ̃k
1n(r) =

∞∑
s=1

bknsJν(µs,nr), 0 < r < 1. (25)

Ряды (25) — разложения в ряды Фурье-Бесселя [5],если

akns(t) = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξfkn(ξ, t)Jν(µs,nξ)dξ, (26)

bkns = 2[Jν+1(µs,n)]
−2

1∫
0

√
ξφ̃k

1n(ξ)Jν(µs,nξ)dξ, (27)

µs,n, s = 1, 2, ... — положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположенные в порядке возрастания
их величины.

Из (17), (23), (24) получим решение задачи (13), (14)

υk1n(r, t) =

∞∑
s=1

√
rTs(t)Jν(µs,nr), (28)

где akns(t) определяется из (26).
Далее, подставляя (17) в (15), (16), с учетом (18), будем иметь задачу

Tst + µ2
s,ng(t)Ts = 0, 0 < t < α, Ts(α) = bkns,

решением которого является

Ts,n(t) = bns exp(−µ2
s,n

α∫
t

g(ξ)dξ). (29)
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Из (23), (29) получим

υk2n(r, t) =
∞∑
s=1

bkns
√
r(expµ2

s,n

α∫
t

g(ξ)dξ)Jν(µs,nr), (30)

где bkns находится из (27).
Следовательно, единственным решением задачи (1), (2) в области Ωα является функция

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

kn∑
k=1

{
ψk
2n(t) + r

(1−m)
2

[
υk1n(r, t) + υk2n(r, t)

]}
Y k
n,m(θ), (31)

где υk1n(r, t), υ
k
2n(r, t) определяются из (28) и (30).

Учитывая формулу ([5]) 2J ′
ν(z) = Jν−1(z)− Jν+1(z), оценки ([6, 3])

Jν(z) =
√

2
πz cos

(
z − π

2 ν −
π
4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν > 0,

|kn| 6 c1n
m−2,

∣∣∣ ∂q

∂θq
j
Y k
n,m(θ)

∣∣∣ 6 c2n
m
2 −1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ... ,

а также леммы, ограничения на заданные функции ψ1(t, θ), φ1(r, θ), как в [7, 8], можно доказать, что
полученное решение (31) принадлежит классу C(Ω̄α) ∩ C2(Ωα).

Далее, из (28), (30), (31) t→ +0 при имеем

u(r, θ, t) = τ(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑
k=1

τkn(r)Y
k
n,m(θ),

τkn(r) = ψk
1n(0) +

∞∑
s=1

r
(2−m)

2

[
α∫
0

akns(ξ)(expµ
2
s,n

ξ∫
0

g(ξ1)dξ1)dξ+

+bkns exp(µ
2
s,n

α∫
0

g(ξ)dξ)

]
J
n+

(m−2)
2

(µs,nr).

(32)

Из (26)–(28), (30), а также из лемм вытекает, что τ(r, θ) ∈W l
2(S), l >

3m
2 .

Таким образом, учитывая краевые условия (3) и (32), мы приходим в области Ωβ к задаче Дирихле
для вырождающихся многомерных эллиптических уравнений

p(t)∆xu+ utt = 0 (33)

с данными
u
∣∣∣
S
= τ(r, θ), u

∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σβ

= φ2(r, θ), (34)

которое имеет единственное решение в классе C(Ωβ) ∩ C2(Ωβ) [8].
В [8] приводится явный вид решения задачи (33), (34), поэтому можно записать представления решения

и для задачи 1.
Теорема доказано.
Отметим, что приведенная теорема анонсировано в [9].
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THE CORRECTNESS OF THE DIRICHLET PROBLEM IN A
CYLINDRICAL DOMAIN FOR DEGENERATE MULTIDIMENSIONAL

ELLIPTIC-PARABOLIC EQUATIONS

The correctness of boundary value problems on the plane for elliptic equations by the method of
the theory of analytic functions of a complex variable has been well studied. When investigating similar
questions, when the number of independent variables is greater than two, problems of a fundamental nature
arise. A very attractive and convenient method of singular integral equations loses their validity due to the
absence of any full theory of multidimensional singular integral equations. Boundary value problems for
second-order elliptic equations in domains with edges have been studied in detail. In the author’s papers
explicit forms of classical solutions of Dirichlet problems in cylindrical domains for multidimensional elliptic
equations are found. In this paper we use the method proposed in the author’s works, we show the unique
solvability and obtain an explicit form of classical solution of the Dirichlet problem in a cylindrical domain
for degenerate multidimensional elliptico-parabolic equations.
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domain, spherical functions, orthogonality, Bessel function.
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А.Б. Бейлин1

О ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ СМЕЩЕНИЕМ ОДНОГО ИЗ КОНЦОВ
ТОНКОГО СТЕРЖНЯ

В статье рассматривается обратная задача для одномерного гиперболического уравнения, возникаю-
щая при исследовании колебаний стержня, жестко закрепленного на одном конце. Режим возможных
смещений второго конца неизвестен и подлежит определению. Условие переопределения задается в
виде интеграла по пространственной переменной. В статье показано, что для нахождения решения
задача может быть сведена к интегральному уравнению Вольтерра второго рода. В качестве иллю-
страции рассмотрен пример, позволяющий выписать ядро интегрального уравнения в явном виде.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, колебания тонкого стержня, обратная задача, ин-
тегральное условие переопределения.

Введение
Исследованиям математических моделей колебательных процессов различной природы посвящено боль-

шое количество работ. Отметим здесь лишь некоторые из них, наиболее близкие к содержанию настоящей
статьи [1–4]. Интерес к этой тематике вызван прежде всего тем, что колебательные процессы возникают
в различных механических системах [5–8]. Для того чтобы обеспечить надежную работу сложной совре-
менной техники в процессе ее эксплуатации необходим контроль, который производят с помощью диа-
гностических процедур. Однако приборы диагностики не всегда можно установить в непосредственном
контакте с исследуемым объектом. Следовательно, возникает необходимость осуществлять диагностику
на основе косвенных данных. С другой стороны, во избежание непредвиденных ситуаций нужно уметь
управлять процессом и до проведения испытаний реального объекта знать допустимые интервалы значе-
ний входных данных. Например, как нужно закрепить концы стержня, чтобы его колебания не выводили
систему из заданного режима. В связи с этим и возникают задачи об управлении колебаниями, которые
также называют обратными задачами математической физики [9–12].

В статье [13] рассмотрена обратная задача определения краевого условия задачи для гиперболического
уравнения и доказана ее однозначная разрешимость. Но для практических целей удобно иметь форму-
лы, позволяющие найти решение в явном виде, что возможно крайне редко, либо получить возможность
нахождения приближенных решений.

В предлагаемой статье рассматривается обратная задача для уравнения колебаний струны, которое
является частным случаем уравнения, изученного в [13], и показывается, как можно определить режим
допустимых смещений правого конца тонкого стержня при заданной энергии. Все известные входные дан-
ные взяты в максимально простом виде, что не ограничивает общности, но дает возможность наглядно
продемонстрировать предложенный метод. Опираясь на известные методы решения смешанных задач для
уравнения колебаний струны, исследуемая обратная задача сведена к интегральному уравнению Вольтер-
ра относительно искомой функции, играющей роль краевого условия на правом конце.

1. Постановка задачи.
В области QT = (0, l) × (0, T ) рассмотрим задачу о колебании стержня, один конец которого, x =

= 0, жестко закреплен, а закон движения второго конца, x = l, не задан и подлежит определению.
Таким образом, мы приходим к обратной задаче, которая заключается в следующем: найти пару функций
(u(x, t), h(t)), обладающих свойствами

u ∈ C1(Q̄T ) ∩ C2(QT ), h ∈ C1[0, T ] ∩ C2(0, T ),

1 c⃝ Бейлин А.Б., 2017
Бейлин Александр Борисович (abeilin@mail.ru), кафедра АСиИС, Самарский государственный технический университет,

443010, Российская Федерация, г. Самара, ул. Молодогвардейская, 133.
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удовлетворяющих уравнению
Lu ≡ utt − a2uxx = f(x, t), (1.1)

начальным условиям
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (1.2)

краевым условиям
u(0, t) = 0, ux(l, t) = h(t) (1.3)

и условию переопределения, в качестве которого часто задается интегральное среднее искомого решения
[10; 11]

l∫
0

K(x)u(x, t)dx = E(t). (1.4)

Заметим, что однородность начальных данных не ограничивает общности, но упрощает многие преобра-
зования.

Задача (1.1)—(1.4) может быть трактована как задача управления, а именно, как задача определе-
ния таких условий на входные данные, а именно, функцию h(t), позволяющую сохранить заданную энер-
гию E(t).

2. Разрешимость задачи.
Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

a > 0, f, ftt ∈ C(Q̄T ),

K ∈ C[0, l], K(l) ̸= 0, K(0) = 0, E ∈ C2[0, T ],

а также условия согласования E(0) = E′(0) = 0. Очевидно, что искомая функция h(t) должна удовлетво-
рять условиям h(0) = h′(0) = 0.

Прежде всего получим соотношение между h(t) и u(x, t), которое в дальнейшем и приведет к жела-
емому результату.

Пусть (u, h) — решение задачи (1.1)—(1.4), K(l) ̸= 0 Проинтегрируем равенство (1.1), умноженное на
K(x), по промежутку (0, l). Учитывая условия (1.3) и (1.4), получим после элементарных преобразований

h(t) =
E′′(t)

a2K(l)
+
K ′(l)

K(l)
u(l, t)−

− 1

a2K(l)

l∫
0

K ′′(x)u(x, t)dx− 1

a2K(l)

l∫
0

K(x)f(x, t)dx. (2.5)

Теперь видно, что найдя u(x, t) как решение прямой задачи (1.1)—(1.3), где h(t) считаем временно из-
вестной, мы можем рассчитывать, что найдем h(t) из соотношения (2.5). Нашей ближайшей целью яв-
ляется обоснование возможности реализовать описанную схему и получить таким образом решение зада-
чи (1.1)—(1.4). В качестве первого шага мы рассмотрим прямую задачу (1.1)—(1.3). Так как второе из
краевых условий (2.5) неоднородно, то для того чтобы воспользоваться методом разделения переменных
перейдем к задаче с однородными условиями, введя новую неизвестную функцию

v(x, t) = u(x, t)− xh(t).

Действительно, теперь нам нужно найти функцию v(x, t) как решение следующей задачи
vtt − a2vxx = f(x, t)− xh′′(t), (2.6)
v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0, (2.7)
v(0, t) = 0, vx(0, t) = 0. (2.8)

Применив метод разделения переменных, полагая v(x, t) = X(x)T (t), легко находим собственные функции
соответствующей задачи Штурма-Лиувилля:

Xn(x) = sin
π(1 + 2n)x

2l
.

Так как начальные и граничные условия нулевые, то единственное решение однородного уравнения триви-
ально. Поэтому сразу переходим к нахождению решения неоднородного уравнения (2.6). Введем еще неко-
торые упрощения исключительно для наглядности и не ограничивая общности, а именно, пусть f(x, t) =
= 0, K(x) = x2. Итак, решение задачи (2.6)—(2.8) ищем в виде

v(x, t) =

∞∑
n=0

Vn(t) sin
π(1 + 2n)x

2l
, (2.9)
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где Vn(t) подлежат определению и должны удовлетворять условиям

Vn(0) = V ′
n(0) = 0

для того чтобы начальные условия (2.7) были выполнены для v(x, t). Заметим, что выполнение граничных
условий гарантируют собственные функции Xn(x). Подставив (2.9) в (2.6), приходим к задаче Коши:

V ′′
n (t) + ω2

nVn(t) = hn(t), Vn(0) = V ′
n(0) = 0, (2.10)

где ωn = π(1+2n)a
2l , hn(t)− коэффициенты Фурье функции −xh′′(t). Решение этой задачи, как известно,

выражается формулой

Vn(t) =
1

ωn

t∫
0

hn(τ) sinωn(t− τ)dτ. (2.11)

Найдем коэффициенты Фурье функции −xh′′(t):

hn(t) = −h′′(t)2
l

l∫
0

x sin
π(1 + 2n)x

2l
dx =

(−1)n+14l2h′′(t)

π2(1 + 2n)2
.

Теперь решение задачи Коши можно записать так:

Vn(t) =
1

ωn

(−1)n+14l2

π2(1 + 2n)2

t∫
0

h′′(τ) sinωn(t− τ)dτ. (2.12)

Тогда, подставив в полученную формулу ωn = π(1+2n)a
2l , получим решение задачи (2.6)—(2.8)

v(x, t) =
8l3

π3a

∞∑
n=0

(−1)n

(1 + 2n)3

t∫
0

h′′(τ) sinωn(t− τ)dτ sin
π(1 + 2n)x

2l
. (2.13)

Сходимость этого ряда не вызывает сомнений. Однако мы по-прежнему рассматриваем функцию h(t) как
известную. Приступим теперь к нахождению этой функции, применив к решению (2.13) условие переопре-
деления, представленное в виде (2.5). Предварительно сделаем некоторые преобразования.

Проинтегрировав дважды по частям правую часть формулы (2.12), получим
t∫

0

h′′(τ) sinωn(t− τ)dτ = ωnh(t)− ω2
n

t∫
0

h(τ) sinωn(t− τ)dτ.

Тогда (2.13) примет вид

v(x, t) =
16l2

aπ3

∞∑
n=0

(−1)n+1

(1 + 2n)3
[ωnh(t)−

−ω2
n

t∫
0

h(τ) sinωn(t− τ)dτ ] sin
π(1 + 2n)

2l
x. (2.14)

Обратимся к формуле (2.5) и подставим в нее найденное решение u(x, t) = v(x, t)+ xh(t) где v(x, t) опре-
деляется равенством (2.14). После элементарных преобразований получим

1− a2

a2
h(t) =

E′′(t)

a2l2
+

2

l
v(l, t)− 2

a2l2

l∫
0

v(x, t)dx. (2.15)

Подставив в эту формулу найденное решение v(x, t), мы придем к интегральному уравнению относитель-
но h(t), ядро которого представлено в виде ряда. Однако при некоторых дополнительных ограничениях
можно получить явное представление ядра, что и будет показано.

Пусть T 6 l
a . Тогда можно эффективно воспользоваться следующими формулами [14]:

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
=
π2

8
,

∞∑
k=1

(−1)k+1

(2k − 1)3
=
π3

32
, (0.234(2, 4)),

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
=
π

4
, 0 < x < π, (1.442(1)),
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∞∑
k=1

(−1)k
sin(2k + 1)x

(2k + 1)2
=
π

4
x, 0 6 x 6 π

2
, (1.444(5)).

Учтя эти формулы и вычислив
∫ l

0
sin π(1+2n)x

2l dx = 2l
π(1+2n) , получим

v(l, t) = a

t∫
0

h(τ)dτ − lh(t),

l∫
0

v(x, t)dx = − l
2

2
h(t) +

8al

π2

t∫
0

h(τ)

[
sin

πa(t− τ)

2l
+
π2a

8l
(t− τ)

]
dτ.

Подставив полученные выражения в (2.14), приходим к уравнению Вольтерра второго рода

h(t)−
t∫

0

H(t, τ)h(τ)dτ = g(t), (2.16)

где обозначено

H(t, τ) = a+
16

alπ2
sin

πa(t− τ)

2l
+

2

l2
(t− τ),

g(t) =
E′′(t)

a2l2
.

Уравнение (2.16) в силу ограниченности ядра однозначно разрешимо [15]. Существование производных
функции h(t) вытекает из свойств E(t) и гладкости ядра.

Подводя итоги проведенным исследованиям, сформулируем полученный результат.
Если выполнены условия

a > 0, f, ftt ∈ C(QT ),

K ∈ C[0, l], K(l) ̸= 0, K(0) = 0, E ∈ C3[0, T ] ∩ C4(0, T ),

а также условия согласования E(0) = E′(0) = 0, то в области QT существует единственное решение задачи
(1.1)—(1.4). В частном случае, f = 0, K(x) = x2, T 6 l

a , интегральное уравнение, определяющее режим
смещений правого конца стержня, принимает простой вид, пригодный для применения приближенных
методов его решения.
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ON CERTAIN CONTROL PROBLEM OF DISPLACEMENT AT ONE
ENDPOINT OF A THIN BAR

In this paper, we study an inverse problem for hyperbolic equation. This problem arises when we
consider vibration of a thin bar if one endpoint is fixed but behavior of the other is unknown and is the
subject to find. Overdetermination is given in the form of integral with respect to spacial variable. The
problem is reduced to the second kind Volterra integral equation. Special case is considered.
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А.В. Дюжева1

НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА С ДИНАМИЧЕСКИМИ ГРАНИЧНЫМИ
УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассматривается краевая задача с нелокальными динамическими условиями для гипер-
болического уравнения. Особенностью краевых условий является присутствие в них производных по
переменной времени как первого, так и второго порядков. Кроме того, краевые условия являются
нелокальными, а именно, они представляют собой соотношения, связывающие значения производных
на разных частях границы. Подобные задачи возникают при изучении колебаний стержня с учетом
эффекта демпфирования и при наличии точечных масс. В работе доказано существование единствен-
ного обобщенного решения. Доказательство базируется на полученных априорных оценках и методе
Галеркина.

Ключевые слова: нелокальная задача, динамические граничные условия, гиперболическое уравне-
ние, обобщенное решение, априорные оценки, эффекта демпфирования, производная второго порядка,
метод Галеркина.

Введение

В статье рассмотрена нелокальная задача для гиперболического уравнения, к которой может привести
математическое моделирование процесса, связанного с колебаниями механической системы.

В случае, если размеры объекта, колебания которого исследуются, невелики, то режим на одном из
его концов может оказывать существенное влияние на поведение объекта на другом конце. Этот эффект
был замечен еще Стекловым В.А. в его работе [7]. Математически это выражается в том, что граничные
условия становятся нелокальными. Именно этот случай рассмотрен в предлагаемой работе. Особенностью
изучаемой задачи является вид нелокальных условий, содержащих значение производных по переменной
времени как первого, так и второго порядка на обоих концах промежутка [0, l].

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение
utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t) (1.1)

в области QT = (0, l) × (0, T ), где l, T < ∞ и поставим для него следующую задачу: найти решение
уравнения (1.1) в области QT , удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (1.2)

и динамическим граничным условиям

a(0, t)ux(0, t) = (α1(t)ut(0, t))t + (β1(t)ut(l, t))t,
a(l, t)ux(l, t) = (α2(t)ut(0, t))t + (β2(t)ut(l, t))t.

(1.3)

Будем предполагать, что коэффициенты уравнения (1.1), его правая часть, а такие функции αi(t), βi(t)
в (1.3) достаточно гладкие, a(x, t) > 0 в QT .

1 c⃝ Дюжева А.В., 2017
Дюжева Александра Владимировна (aduzheva@rambler.ru), кафедра математики и бизнес-информатики, Самарский на-

циональный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара,
Московское шоссе, 34.
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2. Разрешимость задачи
Обозначим:
Γ0 = {(x, t) : x = 0, t ∈ (0, T )}, Γl = {(x, t) : x = l, t ∈ (0, T )},
W (Q) = {u : u ∈W 1

2 (QT ), ut ∈ L2(Γ0 ∪ Γl)},
Ŵ 1

2 (QT ) = {v(x, t) : v(x, t) ∈W 1
2 , v(x, T ) = 0}.

Введем понятие обобщенного решения, используя известную процедуру [4]: умножим (1.1) на функцю
v ∈ Ŵ 1

2 (QT ) и после интегрирования по области QT , получаем равенство:∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt+ (2.1)

+

∫ T

0

vt(0, t)[α1(t)ut(0, t) + β1(t)ut(l, t)]dt−

−
∫ T

0

vt(l, t)[α2(t)ut(0, t) + β2(t)ut(l, t)]dt =

∫ T

0

∫ l

0

fvdxdt.

Определение Обобщенным решением задачи (1.1)-(1.3) будем называть функцию u ∈ W (QT ), удовлетво-
ряющую условию u(x, 0) = 0 и тождеству (2.1) для любой функции v ∈ Ŵ 1

2 (QT ).
Теорема Пусть выполняются следующие условия:

H1. a ∈ C(Q̄T ), at ∈ C(Q̄T ), c ∈ C(Q̄T ),

f ∈ L2(QT ), f(x, 0) = 0;

H2. αi, βi ∈ C1[0, T ],

H3. α2(t) + β1(t) = 0, α1(t) < 0, β2(t) > 0, ∀t ∈ [0, T ];

H4. α1(t)ξ
2
1 − 2α2(t)ξ1ξ2 − β2(t)ξ

2
2 > 0, ∀t ∈ [0, T ];

α′
1(t)ξ

2
1 − 2α′

2(t)ξ1ξ2 − β′
2(t)ξ

2
2 > 0, ∀t ∈ [0, T ],

H5.(α′
1 − α1)ξ

2
1 − 2(α′

2 − α2)ξ1ξ2 − (β′
2 − β2)ξ

2
2 6 0, ∀t ∈ [0, T ],

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1.1)-(1.3).
Доказательство. Заметим, что в силу условий теоремы 1 найдутся числа

K > 0, K1 > 0, a0 > 0, a1 > 0, c0 > 0

такие, что
max
[0,T ]

|αi(t), βi(t), α
′
i(t), β

′
i(t)| 6 K, max

Q̄T

|c(x, t)| 6 c0,

a(x, t) > a0, max
Q̄T

|a(x, t), at(x, t)| 6 a1,∫ T

0

∫ l

0

f2dxdt 6 K1.

Доказательство теоремы проведем в несколько этапов. Сначала с помощью метода Галеркина постро-
им последовательность приближенных решений. На следующем этапе выведем априорные оценки прибли-
женных решений. Полученные оценки позволят выделить слабо сходящиуюся подпоследовательности из
последовательности приближенных решений. Затем мы покажем, что предел этой подпоследовательности
и есть искомое обобщенное решение. На заключительном этапе докажем его единственность.

Существование. Для доказательства существования обобщенного решения построим сначала последо-
вательность приближенных решений при помощи метода Галеркина.

Будем искать приближенное решение поставленной задачи (1.1)-(1.3) в виде

um(x, t) =
m∑

k=1

ck(t)wk(x), (2.2)

где {wk(x)}∞1 - линейно независимая и полная в W 1
2 (0, l) система функций, в которой wk(x) ∈ C2[0, l], из

соотношений ∫ l

0

(umttwj + aumx w
′
j + cumwj)dx+

+wj(0)[(α1(t)u
m
t (0, t))t + (β1(t)u

m
t (l, t))t]− (2.3)

−wj(l)[(α2(t)u
m
t (0, t))t + (β2(t)u

m
t (l, t))t] =

∫ l

0

f(x, t)wjdx.
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Подставив (2.2) в (2.3), получим
m∑

k=1

[Akjc
′′
k(t) +Bkjc

′
k(t) +Dkjck(t) = fj(t), (2.4)

где

fj(t) =

∫ l

0

f(x, t)wj(x)dx,

Akj(t) =

∫ l

0

wk(x)wj(x)dx+ α1(t)wk(0)wj(0) + β1(t)wk(l)wj(0)−

−α2(t)wk(0)wj(l)− β2(t)wk(l)wj(l),

Bkj(t) = α′
1(t)wk(0)wj(0) + β′

1(t)wk(l)wj(0)−
−α′

2(t)wk(0)wj(l)− β′
2(t)wk(l)wj(l),

Dkj(t) =

∫ l

0

a(x, t)w′
k(x)w

′
j(x) + c(x, t)wk(x)wj(x)dx.

Добавив начальные условия
ck(0) = c′k(0) = 0, (2.5)

приходим к задаче Коши для системы (2.4).
Для доказательства существования решения задачи Коши покажем сначала, что систему (2.4) можно

разрешить относительно c′′k(t). Рассмотрим квадратичную форму q =
∑m

k,j=1Akjξkξj и убедимся в том, что
матрица A = (Akj)

m
k,j=1 положительно определена. Использовав выражение коэффициентов Akj , получим

следующее представление квадратичной формы:

q =

m∑
k,j=1

∫ l

0

wk(x)wj(x)ξkξjdx+ α1(t)wk(0)wj(0)ξkξj+

+β1(t)wk(l)wj(0)ξkξj − α2(t)wk(0)wj(l)ξkξj − β2(t)wk(l)wj(l)ξkξj .

Изменив порядок суммирования и интегрирования, получим

q =

∫ l

0

|ξ|2dx+ α1(t)|ξ(0)|2 + (β1(t)− α2(t))|ξ(0)||ξ(l)| − β2(t)|ξ(l)|2,

где ξ =
∑m

k=1 wkξk.
Из условий Н3 и Н4 теоремы следует

q =

∫ l

0

|ξ|2dx+ α1(t)|ξ(0)|2 + 2β1(t)|ξ(0)||ξ(l)| − β2(t)|ξ(l)|2 > 0.

Следовательно, система (2.4) разрешима относительно старших производных и задача (2.4), (2.5) эквива-
лентна задаче Коши с условием ck(0) = 0 для системы уравнений первого порядка:

(I − B̃)C ′(t) = ÃC(t) + F̃ (t), (2.6)

где C(t) = (c′1(t), ..c
′
m(t)), B = (Bkj)

m
k,j=1 - матрица из коэффициентов при c′k(t) в (2.4), матрицы Ã и F̃

- результат разрешения (2.4) относительно c′′k(t), B̃ = A−1B. Если det(I − B̃) ̸= 0, то систему (2.6) сведем
к системе интегральных уравнений

C(t) =

∫ t

0

KC(τ)dτ +

∫ t

0

F (τ)dτ,

где K = (I − B̃)−1Ã, F = (I − B̃)−1F̃ , которая однозначно разрешима при выполнении условий теоремы.
Если же det(I − B̃) = 0, то после элементарных преобразований мы придем к системе алгебраических
уравнений относительно ck(t). Заметим, что в последнем случае условие ck(0) = 0 будет выполнено в
силу требования теоремы f(x, 0) = 0.

Итак, в силу разрешимости задачи (2.4), (2.5) последовательность приближенных решений задачи
(1.1)-(1.3) построена.

Следующим шагом доказательства является обоснование возможности выделить из нее слабо сходящу-
юся подпоследовательность, а затем возможности перехода к пределу в (2.3). Для этого нам потребуется
априорная оценка, к выводу которой мы и переходим.

Априорная оценка Умножим (2.3) на c′j(t), просуммируем по j от 1 до m и проинтегрируем по t от
0 до τ . В результате получим:∫ τ

0

∫ l

0

(umttu
m
t + a(x, t)umxtu

m
x + c(x, t)umumt )dxdt+ (2.7)
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+

∫ τ

0

ut(0, t)[α1(t)u
m
tt (0, t) + α′

1(t)u
m
t (0, t) + β1(t)u

m
tt (l, t) + β′

1(t)u
m
t (l, t)]dt−

−
∫ τ

0

ut(l, t)[α2(t)u
m
tt (0, t) + α′

2(t)u
m
t (0, t) + β2(t)u

m
tt (l, t) + β′

2(t)u
m
t (l, t)]dt =

=

∫ τ

0

∫ l

0

f(x, t)umt dxdt.

Интегрируя по частям (2.7) и учитывая условие Н3, получим

1.

∫ τ

0

∫ l

0

[umttu
m
t + aumxtu

m
x ]dxdt = (2.8)

=
1

2

∫ l

0

((umt )2 + (aumx )2)dx− 1

2

∫ τ

0

∫ l

0

(atu
m
x )2dxdt;

2.

∫ τ

0

α1(t)u
m
tt (0, t)u

m
t (0, t)dt = (2.9)

=
1

2
α1(τ)(u

m
t (0, τ))2 − 1

2

∫ τ

0

α′
1(t)(u

m
t (0, t))2dt;

3.

∫ τ

0

α2(t)u
m
tt (0, t)u

m
t (l, t)dt =

∫ τ

0

α2(t)u
m
t (0, t)umtt (l, t)dt+ (2.10)

+

∫ τ

0

α′
2(t)u

m
t (0, t)umt (l, t)dt− α2(τ)u

m
t (l, τ)umt (0, τ);

4.−
∫ τ

0

β2(t)u
m
tt (l, t)u

m
t (l, t)dt = (2.11)

=
1

2

∫ τ

0

β′
2(u

m
t (l, t))2dt− 1

2
β2(τ)(u

m
t (l, τ))2.

Тогда из (2.7)следует:
1

2

∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + a(x, τ)(umx (x, τ))2]dx−

−1

2

∫ τ

0

∫ l

0

(atu
m
x )2dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

cuutdxdt+

1

2
α1(τ)(u

m
t (0, τ))2 − α2(τ)u

m
t (l, τ)umt (0, τ)− 1

2
β2(τ)(u

m
t (l, τ))2−

−1

2

∫ τ

0

[α′
1(u

m(0, t))2dt−
∫ τ

0

α′
2(t)u

m
t (0, t)umt (l, t)dt+

1

2

∫ τ

0

β′
2(u

m
t (l, t))2dt =

=

∫ τ

0

∫ l

0

f(x, t)umt dxdt.

Используя условия Н4 и Н5 теоремы, неравенство Коши:∫ τ

0

∫ l

0

|fumt |dxdt 6 1

2

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt+
1

2

∫ τ

0

∫ l

0

(umt )2dxdt,

и воспользовавшись неравенством ∫ l

0

u2(x, τ)dx 6 τ

∫ τ

0

∫ l

0

u2tdxdt,

которое следует из представления

u(x, τ)dx = τ

∫ τ

0

utdxdt,

получим ∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx+ (2.12)

+α1(τ)(u
m
t (0, τ))2 − 2α2(τ)u

m
t (l, τ)umt (0, τ)− β2(τ)(u

m
t (l, τ))2 6

6 c3

∫ τ

0

∫ l

0

[(umt )2 + (umx )2 + (um)2]dxdt+

+

∫ τ

0

[α1(u
m(0, t))2dt− 2α2(t)u

m
t (0, t)umt (l, t)dt− β2(u

m
t (l, t))2dt+
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+

∫ τ

0

∫ l

0

f2(x, t)dxdt,

где c3 = c1
c2

, c1 = min{1, a0}, c2 = max{a1, c0, c}.
К (2.12) применим лемму Гронуолла, что приводит к неравенству∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx+

+α1(τ)(u
m
t (0, τ))2 − 2α2(τ)u

m
t (l, τ)umt (0, τ)− β2(τ)(u

m
t (l, τ))2 6

6 ec3τ
∫ τ

0

∫ l

0

f2(x, t)dxdt.

Проинтегрировав по t от 0 до τ , получим

||u||2W 1
2 (Q) +

∫ τ

0

[α1(τ)(u
m
t (0, τ))2− (2.13)

−2α2(τ)u
m
t (l, τ)umt (0, τ)− β2(τ)(u

m
t (l, τ))2]dt 6 p,

где p = 1
c3
(ec3T − 1)||f ||2L2(QT ).

Из (2.13) в частности
||um||2W 1

2 (QT ) 6 p, (2.14)∫ τ

0

[α1(τ)(u
m
t (0, τ))2 − β2(τ)(u

m
t (l, τ))2]dt 6 (2.15)

6 2

∫ τ

0

α2(τ)u
m
t (l, τ)umt (0, τ)dt+ p.

Отсюда следует, что

γ

∫ τ

0

[(umt (0, τ))2 + (umt (l, τ))2]dt 6 K

∫ τ

0

[(umt (0, τ))2 + (umt (l, τ))2]dt+ p,

если α1 > γ > 0, −β2 > γ > 0, а так же γ − |α2| > 0, то∫ τ

0

[(umt (0, τ))2 + (umt (l, τ))2]dt 6 p

γ −K
.

Это означает, что справедливо
||ut||2Γ0

6 p1, ||ut||2Γl
6 p1. (2.16)

Полученные оценки (2.14) и (2.16) позволяют утверждать, что ||um||2W (QT ) 6 p. то означает, что из постро-
енной последовательности можно выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся в W (QT ) к неко-
торой u ∈ W (QT ). Покажем, что этот предел и есть искомое обобщенное решение. Для этого докажем
справедливость тождества (2.1). Умножим каждое из соотношений (2.3) на δl(t) ∈W 1

2 (0, t), δl(T ) = 0; обо-
значим η(x, t) =

∑m
l=1 δl(t)wl(x). Полученные равенства просуммируем по l от 1 до m и проинтегрируем

от 0 до T : ∫ T

0

∫ l

0

(umtt η + umx ηx + cumη)dxdt+

+

∫ T

0

η(0, t)[(α1(t)u
m
t (0, t))t + (β1(t)u

m
t (l, t))t]dt−

−
∫ T

0

η(l, t)[(α2(t)u
m
t (0, t))t + (β2(t)u

m
t (l, t))t]dt =

=

∫ T

0

∫ l

0

f(x, t)η(x, t)dxdt.

Проинтегрируем первое слагаемое в интеграле слева, получим∫ T

0

∫ l

0

(−umt ηt(x, t) + umx ηx + cumη)dxdt+

∫ l

0

umt (x, 0)η(x, 0)dx+

+

∫ T

0

η(0, t)[(α1(t)u
m
t (0, t))t + (β1(t)u

m
t (l, t))t]dt−

−
∫ T

0

η(l, t)[(α2(t)u
m
t (0, t))t + (β2(t)u

m
t (l, t))t]dt = (2.17)
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=

∫ T

0

∫ l

0

f(x, t)η(x, t)dxdt.

Зафиксировав в (2.17) η(x, t), перейдем к пределу и увидим, что тождество (2.1) выполняется для пре-
дельной функции u(x, t). Однако еще нельзя утверждать, что u(x, t)− искомое обобщенное решение, так
как тождество (2.1) пока выполняется не для всех функций v(x, t) ∈ Ŵ 1

2 (QT ), а только для функций

вида η(x, t) =
m∑
j=1

δj(t)wj(x). Но множество всех таких функций плотно в Ŵ 1
2 (QT ) (см.[4], c.215), поэтому

утверждение о существовании решения задачи из пространства W 1
2 (QT ) доказано полностью.

Единственность. Предположим, что существует два различных решения, u1(x, t) и u2(x, t) задачи
(1.1)-(1.3). Тогда u = u1−u2 - решение соответствующей однородной задачи. Это означает, что u(x, 0) = 0
и выполняется тождество (2.1) с f(x, t) = 0:∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt+

+

∫ T

0

vt(0, t)[α1(t)ut(0, t) + β1(t)u(l, t)]dt−

−
∫ T

0

vt(l, t)[α2(t)ut(0, t) + β2(t)ut(l, t)]dt = 0. (2.18)

Положим в тождестве (2.18)

v(x, t) =

{ ∫ t

τ
u(x, η)dη, 0 6 t 6 τ ;

0, τ 6 t 6 T.

Выбранная таким образом функция принадлежит пространству Ŵ 1
2 (QT ). Заметим, что vt(x, t) = u(x, t).

Проинтегрируем по частям (2.18)

−
∫ τ

0

α1u(0, t)ut(0, t)dt =
1

2

∫ τ

0

α′
1u

2(0, t)dt− 1

2
α1u

2(0, t);∫ τ

0

α2u(0, t)ut(l, t)dt = α2u(0, t)u(l, t)−

−
∫ τ

0

α2u(0, t)ut(l, t)dt−
∫ τ

0

α′
2u(0, t)u(l, t)dt;∫ τ

0

β2u(l, t)ut(l, t)dt =
1

2
β2u

2(l, t)−
∫ τ

0

β′
2u

2(l, t).

Применяя условия Н3, получаем

−1

2

∫ l

0

[u2(x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0)]dx+

∫ T

0

∫ l

0

cvtvdxdt−
1

2

∫ T

0

∫ l

0

atv
2
xdxdt+

+
1

2

∫ τ

0

α′
1u

2(0, t)dt− 1

2

∫ τ

0

β2u
2(l, t)dt−

∫ τ

0

α′
2u(0, t)u(l, t)dt−

−1

2
α1u

2(0, t) +
1

2
β2u

2(l, t) + α2u(0, t)u(l, t) = 0.

Сделаем следующую оценку:

|
∫ τ

0

∫ l

0

cvvtdxdt| 6
c0
2

∫ τ

0

∫ l

0

[v2 + v2t ]dxdt.

Из представления функции v(x, t) следует неравенство:∫ τ

0

∫ l

0

v2dxdt 6 τ2
∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt.

Учитывая, что a(x, t) > 0 всюду в QT , а также принимая во внимание Н4, получим∫ l

0

[u2(x, τ) + av2x(x, τ)]dx+ α1u
2(0, t)− 2α2u(0, t)u(l, t)− β2u

2(l, t) 6

6 c0

∫ τ

0

∫ l

0

[v2 + v2t ]dxdt+ a1

∫ τ

0

∫ l

0

[v2x]dxdt+

+

∫ τ

0

[α′
1u

2(0, t)− 2α′
2u(0, t)u(l, t)− β′

2u
2(l, t)]dt.
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Положим w(x, t) =
∫ t

0
vx(x, η)dη. Нетрудно видеть, что

vx(x, t) = −w(x, t) + w(x, τ), vx(x, 0) = w(x, τ).

Тогда ∫ τ

0

∫ l

0

v2x(x, t)dxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

[w2(x, t)− 2w(x, t)w(x, τ) + w2(x, τ)]dxdt.

Оценив интеграл справа и применив неравенство Коши, получим∫ τ

0

∫ l

0

v2l (x, t)dxdt =
2

ϵ

∫ τ

0

∫ l

0

w2(x, t)dxdt+ 2ϵ

∫ τ

0

∫ l

0

w2(x, τ)dxdt.

Так как
∫ τ

0

∫ l

0
w2(x, τ)dxdt = τ

∫ l

0
w2(x, τ)dx, то выбрав ϵ так чтобы a0 − 2a1ϵ > a0

2 > 0, получим

m0

∫ l

0

[u2(x, τ) + w2(x, τ)]dx+ α1u
2(0, t)− 2α2u(0, t)u(l, t)− β2u

2(l, t) 6

6 c1

∫ τ

0

∫ l

0

[w2 + u2]dxdt+

∫ τ

0

[α′
1u

2(0, t)− 2α′
2u(0, t)u(l, t)− β′

2u
2(l, t)]dt,

где m0 = min{1, a0

2 }. В силу Н5, имеем∫ τ

0

[α′
1u

2(0, t)− 2α′
2u(0, t)u(l, t)− β′

2u
2(l, t)]dt 6

6
∫ τ

0

[α1u
2(0, t)− 2α2u(0, t)u(l, t)− β2u

2(l, t)]dt.

Тогда ∫ l

0

[u2(x, τ) + w2(x, τ)]dx+ α1u
2(0, t)− 2α2u(0, t)u(l, t)− β2u

2(l, t) 6

6 c2(

∫ τ

0

∫ l

0

[w2 + u2]dxdt+

∫ τ

0

[α1u
2(0, t)− 2α2u(0, t)u(l, t)− β2u

2(l, t)]dt),

где c2 = max{c1, 1}.
Применив к этому неравенству лемму Гронуолла, получаем∫ l

0

[u2(x, τ) + w2(x, τ)]dx+ α1u
2(0, t)− 2α2u(0, t)u(l, t)− β2u

2(l, t) 6 0.

Откуда приходим к утверждению u(x, t) ≡ 0. Это означает, что существует не более одного решения
поставленной задачи.
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A.V. Duyzheva2

NONLOCAL PROBLEM WITH DYNAMICAL BOUNDARY CONDITIONS
FOR HYPERBOLIC EQUATION

In this article, we consider a boundary-value problem with nonlocal dynamical conditions for hyperbolic
equation. A feature of such conditions is the presence of both first and second order derivatives with respect
to time-variable. Furthermore, boundary conditions are nonlocal to the extent that their representation
is a relation between values of the derivatives on different parts of the boundary. The problem under
consideration arise when we study vibration of a bar with damping and point masses. The existence and
uniqueness of a generalized solution are proved. The proof is based on apriori estimates and Galerkin
procedure.

Key words: nonlocal problem, nonlocal dynamical conditions, hyperbolic equation, generalized solution,
second order derivatives, bar with damping, apriori estimates, Galerkin procedure.
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В.А. Киричек1

ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассматривается начально-краевая задача с нелокальным граничным условием для од-
номерного гиперболического уравнения. Нелокальное граничное условие является динамическим, так
как представляет собой соотношение, в которое помимо значений производных искомого решения по
пространственным переменным входят производные первого порядка по переменной времени, а также
интеграл от искомого решения по пространственной переменной. Доказано существование единственно-
го обобщенного решения, принадлежащего пространству Соболева. Для доказательства однозначной
разрешимости задачи использованы методы, разработанные специально для исследования нелокаль-
ных задач. Применение этих методов позволило получить априорные оценки, с помощью которых
доказана единственность решения. Доказательство существования решения базируется на полученных
в работе априорных оценках и методе Галеркина.

Ключевые слова: нелокальное граничное условие, гиперболическое уравнение, обобщенное реше-
ние, пространство Соболева.

Введение
Важное место при изучении дифференциальных уравнений с частными производными занимают зада-

чи с нелокальными условиями. Нелокальными условиями называются соотношения, связывающие значе-
ния искомого решения и его производных в различных граничных и внутренних точках области, в которой
ищется решение задачи. Интегральные условия могут быть различных видов. Например, интегральные
условия по пространственной переменной, по переменной времени. Залдачи с нелокальными условиями
невозможно исследовать с помощью методов для классических задач. Поэтому необходимо найти другие
способы для их изучения. Для некоторых случаев методы уже разработаны, например, если интегральное
условие содержит внеинтегральное слагаемое, представляющее собой производную по нормали к границе
области.
В работе рассмотрена задача для гиперболического уравнения с нелокальным граничным условием, пред-
ставлено обоснование поставленной задачи и доказано существование единственного обобщенного решения.

1. Постановка задачи
Поставим задачу: найти для уравнения

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t) (1.1)

решение в области QT = (0, l)× (0, T ), удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (1.2)

и граничным условиям, второе из которых представляет собой нелокальное условие

ux(0, t) = 0, ux(l, t) + αut(l, t) +

l∫
0

K(x)u(x, t) = 0 (1.3)

Обозначим
Γ0 = {(x, t) : x = 0, t ∈ [0, T ]},Γl = {(x, t) : x = l, t ∈ [0, T ]},

1 c⃝ Киричек В.А., 2017
Киричек Виталия Александровна (vitalya29@gmail.com), кафедра уравнений математической физики, Самарский на-

циональный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара,
Московское шоссе, 34.



Задача с нелокальным граничным условием для гиперболического уравнения 27

Γ = Γ0 ∪ Γl,

W (QT ) = {u : u ∈W 1
2 (QT ), ut ∈ L2(Γ)},

Ŵ (QT ) = {v : v ∈W (QT ), v(x, T ) = 0}.
Введем понятие обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3). Следуя известной процедуре [7], выведем тож-
дество, которое будет основой нашего определения

T∫
0

l∫
0

(−utvt − auxvx + cuv)dxdt =

l∫
0

ψ(x)v(x, 0)dx+

T∫
0

αut(l, t)v(l, t)dt+

+

T∫
0

av(l, t)

l∫
0

K(x)u(x, t)dxdt+

T∫
0

l∫
0

fvdxdt. (1.4)

Определение. Функция u(x, t) ∈W 1
2 (QT ) называется обобщенным решением задачи (1.1) - (1.3), если

она удовлетворяет начальному условию u(x, 0) = φ(x) и тождеству (1.4) для любой функции v(x, t) ∈
Ŵ (QT ).

2. Основной результат
Теорема. Пусть выполняются следующие условия

c ∈ C(Q̄T ), a ∈ C(Q̄T ), at ∈ C(Q̄T ),

α > 0, f ∈ L2(QT ), φ ∈W 1
2 (0, l), ψ ∈ L2(0, l).

Тогда существует единственное обобщенное решение поставленной задачи.
Доказательство Для доказательства единственности обобщенного решения покажем, что функция

u(x, t), которая представляет собой разность двух обобщенных решений u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t), равна
нулю всюду в области QT . Очевидно, что u(x, 0) = 0 и выполняется тождество

T∫
0

l∫
0

(−utvt − auxvx + cuv)dxdt =

T∫
0

αut(l, t)v(l, t)dt+

+

T∫
0

av(l, t)

l∫
0

K(x)u(x, t)dxdt. (2.1)

Выберем в качестве v(x, t) в этом тождестве функцию

v(x, t) =


t∫
τ

u(x, η)dη; 0 6 t 6 τ,

0; τ 6 t 6 T,

(2.2)

где τ ∈ [0, T ] и произвольно. Легко заметить, что эта функция принадлежит пространству Ŵ 1
2 (QT ) и

vt = u.

В результате интегрирования по частям получим
l∫

0

(u2(x, τ) + av2x(x, 0))dx+ 2l

τ∫
0

αu2(l, t)dt = −2

τ∫
0

l∫
0

atv
2
xdxdt−

−2

τ∫
0

av(l, t)

l∫
0

K(x)u(x, t)dxdt− 2

τ∫
0

l∫
0

cuvdxdt. (2.3)

Проведем некоторые оценки. В силу условий теоремы существует такая положительная константа c1,
что max|c(x, t)| 6 c1. Применив неравенство Коши, получим

2|
τ∫

0

l∫
0

cuvdxdt| 6 c1

τ∫
0

l∫
0

(v2 + v2t )dxdt.
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Аналогично в силу теоремы существует положительная константа a1 такая, что max|at(x, t)| 6 a1, тогда

|
τ∫

0

l∫
0

atv
2
xdxdt| 6 a

τ∫
0

l∫
0

v2xdxdt.

Применив неравенство Коши, получим

2|
τ∫

0

av(l, t)

l∫
0

K(x)u(x, t)dxdt| 6
τ∫

0

a2v2(l, t)dt+

τ∫
0

(

l∫
0

Kudx)2dt. (2.4)

Оценим первое и второе слагаемые правой части полученного неравенства

τ∫
0

v2(l, t)dt 6 2l

τ∫
0

l∫
0

v2xdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

v2dxdt.

(

l∫
0

K(x)udx)2 6
l∫

0

K2(x)dx

l∫
0

u2dx 6 K

l∫
0

u2dx.

Используя полученные оценки в итоге придем к неравенству

l∫
0

(u2(x, τ) + av2x(x, 0))dx+ 2lα

τ∫
0

u2(l, t)dt 6 c1

τ∫
0

l∫
0

(v2 + v2t )dxdt+

+2l

τ∫
0

a2v2xdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

a2v2dxdt+K

τ∫
0

l∫
0

u2dxdt+ 2a1

τ∫
0

l∫
0

v2xdxdt.

Обозначим m = c1 +K + c1τ +
2aτ
l ,m0 = c1 +

2a
l . Пусть m1 = max[m0,m], тогда неравенство примет вид

l∫
0

(u2 + av2x(x, 0))dx 6 m1

τ∫
0

l∫
0

(u2 + v2x)dxdt. (2.5)

Введем вспомогательную функцию

w(x, t) =

t∫
0

uxdη,

из этого представления следует

vx(x, t) = w(x, t)− w(x, τ), vx(x, 0) = −w(x, τ).

Тогда
v2x 6 2w2(x, t) + 2w2(x, τ).

Так как τ является произвольным, то выберем его так, чтобы a− 2m1τ > 0. Пусть для определенности
a− 2m1τ >

a
2 . Возьмем a1 = max[1, a2 ]. В итоге

a1

l∫
0

(u2(x, τ) + w2(x, τ))dx 6 m2

τ∫
0

l∫
0

(u2 + w2)dxdt.

Применняя лемму Гронуолла, получим, что u(x, τ) = 0 для любого τ ∈ [0; a
4m1

]. Если рассмотреть теперь
задачу с начальными данными при τ = a

4m1
, то проведя те же рассуждения, что и выше, докажем, что

u(x, τ) = 0 при τ ∈ [0; a
2m1

]. За конечное число шагов получим, что u = 0 во всей области QT .
Для доказательства существования обобщенного решения применим метод компактности. Для этого

сначала построим последовательность приближенных решений поставленной задачи методом Галеркина.
Рассмотрим последовательность {wn(x)}, где wn ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), которая является линейно независимой
и образует полную систему в W 1

2 (Ω). Будем искать приближенное решение задачи в виде

um(x, t) =

m∑
k=1

dk(t)wk(x) (2.6)
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из соотношений∫
Ω

(umttwj + aumx w
′
j + cumwj)dx+ αumt (l, t)wj(l) + awj(l)

l∫
0

K(x)u(x, t)dx =

∫
Ω

fwjdx, (2.7)

которые представляют собой систему дифференциальных уравнений второго порядка относительно dk(t):
m∑

k=1

d′′k(t)Akj + α
m∑

k=1

d′k(t)Ckj + α
m∑

k=1

dk(t)(Bkj +Akj) = fj(t), (2.8)

где Akj =
l∫
0

wk(x)wj(x)dx,Ckj = wk(l)wj(l), Bkj =
l∫
0

(awk(x)
′wj(x)

′ +

+ cwk(x)wj(x))dx+ a(l, t)wj(l)
l∫
0

K(x)wk(x)dx, fj(t) =
∫
Ω

fwjdx. Добавим начальные условия

dk(0) = γk, d′k(0) = ηk. (2.9)

γk и ηk такие, что φm(x) =
m∑

k=1

γkwk(x), ψ
m(x) =

m∑
k=1

ηkwk(x). При m → ∞ эти суммы аппроксимируют

φ(x) и ψ(x) в нормах W 1
2 и L2 соответственно φm(x) → φ(x) и ψm(x) → ψ(x). Получили задачу Ко-

ши (2.8), (2.9). Такая задача разрешима тогда и только тогда, когда матрица Akj является обратимой.
В силу условий на wj(x) матрица Akj — невырожденная. На wk налагают дополнительное требование
об ортогональности в L2. В силу теорем обыкновенных диффиренциальных уравнений задача (2.8) с на-
чальными условиями (2.9) однозначно разрешима, и d′′k ∈ L1(0, T ). Следовательно, последовательность
приближенных решений {um} построена.
Теперь докажем ограниченность этой последовательности в W 1

2 . Для этого нужно получить априорные
оценки. Умножим (2.7) на d′j , просуммируем по j от 1 до m и проинтегрируем по t от 0 до τ

τ∫
0

l∫
0

umttu
m
t dxdt+

τ∫
0

l∫
0

aumx u
m
xtdxdt+

τ∫
0

l∫
0

cumumt dxdt+

+α

τ∫
0

(umt (l, t))2dt+

τ∫
0

aumt (l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt =

τ∫
0

l∫
0

fumt dt. (2.10)

Проинтегрировав по частям последнее равенство, получим

1

2

l∫
0

((umt (x, τ))2 + a(x, τ)(umx (x, τ))2)dx+ α

τ∫
0

umt (l, t))2dt+

+

τ∫
0

aumt (l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt =
1

2

l∫
0

(umt (x, 0))2dx+
1

2

τ∫
0

l∫
0

at(u
m
x )2dxdt+

+
1

2

l∫
0

a(umx (x, 0))2dx−
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt+

τ∫
0

l∫
0

fumt dxdt. (2.11)

С помощью ограничений на a(x, t), at(x, t) и c(x, t), сформулированных в теореме, оценим сверху правую
часть (2.11). Получим оценку второго слагаемого

τ∫
0

l∫
0

at(u
m
x )2dxdt 6 a1

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt.

Теперь оценим предпоследнее и последнее слагаемые
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt 6 c1

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2)dxdt,

τ∫
0

l∫
0

fumt dxdt 6
1

2

τ∫
0

l∫
0

f2dxdt+
1

2

τ∫
0

l∫
0

(umt )2dxdt.
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Получим неравенство
l∫

0

((umt (x, τ))2 + a(x, τ)(umx (x, τ))2)dx+ 2

τ∫
0

α(umt (l, t))2dt+

+2

τ∫
0

aumt (l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt 6
l∫

0

(umt (x, 0))2dx+ a1

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt+

+

l∫
0

a(umx (x, 0))2dx− c1

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2)dxdt+

+

τ∫
0

l∫
0

f2dxdt+

τ∫
0

l∫
0

(umt )2dxdt. (2.12)

Прведем оценку последнего слагаемого левой части (2.12). Но сначала проинтрегрируем его по частям
τ∫

0

aumt (l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt = −
τ∫

0

aum(l, t)

l∫
0

K(x)umt dxdt−

−
τ∫

0

atu
m(l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt+ a(x, τ)um(l, τ)

l∫
0

K(x)um(x, τ)dx.

Оценим каждое слагаемое, входящее в последенее равенство, по отдельности

|
τ∫

0

aum(l, t)

l∫
0

K(x)umt dxdt| 6
a0
2

τ∫
0

(um(l, t))2dt+
a0
2

τ∫
0

(

l∫
0

Kumt dx)
2dt

Используя ранее выведенное неравенство для оценки функции на границе области, получим
τ∫

0

(um(l, t))2dt 6 2l

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

(um)2dxdt,

тогда

|
τ∫

0

aum(l, t)

l∫
0

K(x)umt dxdt| 6 a0l

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt+
a0
l

τ∫
0

l∫
0

(um)2dxdt+

+
a0K

2

2

τ∫
0

l∫
0

(umt )2dxdt.

Аналогично проводится оценка остальных слагаемых

|
τ∫

0

atu
m(l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt| 6 a1l

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt+
a1
l

τ∫
0

l∫
0

(um)2dxdt+

+
a1K

2

2

τ∫
0

l∫
0

(um)2dxdt,

|a(x, τ)um(l, τ)

l∫
0

K(x)um(x, τ)dx| 6 2la0

l∫
0

(umx )2dx+
2a0
l

l∫
0

(um)2dx+

+a0K
2

l∫
0

(um)2dx.

Тогда
τ∫

0

aumt (l, t)

l∫
0

K(x)umdxdt 6 l(a0 + a1)

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt+
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+
1

l
(a0 + a1)

τ∫
0

l∫
0

(um)2dxdt+
a1K

2

2

τ∫
0

l∫
0

(umt )2dxdt+

+
a1K

2

2

τ∫
0

l∫
0

(um)2dxdt+ 2la0

l∫
0

(umx )2dx+ a0(
2

l
+K2)

l∫
0

(um)2dx.

Пусть E = max[1, a−2la0, 1−a0( 2l +K
2)], а N = max[A,B,C] , тогда, учитывая свойства норм в простран-

ствах L2 и W 1
2 , получим

E

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + a(umx )2)dx 6 N

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2+

+(umx )2)dxdt+ ||f ||2L2
+ ||ψ||2L2

+m||φ||2W 1
2
.

Так как f является ограниченной функцией в L2(QT ), φ в W 1
2 (QT ), а ψ в L2(QT ),то ||f ||2L2

+ +||φ||2
W 1

2
+

+ ||ψ||2L2
6 P , где P положительная константа. Тогда последнее неравенство примет вид

E

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)t=τdx 6M

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)dxdt+ P.

К этому неравенству применима лемма Гронуола, после ее применения и интегрирования по t от 0 до
T получим

T∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)t=τdxdt 6
P

N
(e

N
E T − 1).

Пусть P
N (e

N
E T − 1) = L, тогда ||um||2

W 1
2 (QT )

6 L. Значит последовательность функций ограничена в W 1
2 ,

следовательно, можно выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся к элементу из этого же про-
странства, то есть к u ∈ W 1

2 .Покажем , что этот предел и есть искомое обобщенное решение задачи
(1.1) - (1.3).Чтобы доказать это, нужно показать, что для любой функции v(x, t) ∈ W 1

2 выполняется
интегральное тождество (1.4) с ψ(x) = 0

T∫
0

l∫
0

(−utvt − auxvx + cuv)dxdt =

T∫
0

αut(l, t)v(l, t)dt+

+

l∫
0

K(x)u(x, t)

T∫
0

av(l, t)dxdt+

T∫
0

l∫
0

fvdxdt. (2.13)

Для этого нужно показать, что для некоторого всюду плотного в W 1
2 множества функций выполняется

тождество (2.13). Возьмем функции ηm(x, t) ∈ W 1
2 (0, T ) и η(x, T ) = 0. Умножим (2.7) на ηm. После

умножения проинтегрируем по t от 0 до T и просуммируем по j от 1 до m

T∫
0

l∫
0

(umt η
m
t + aumx η

m
x + cumηm)dxdt+ α

T∫
0

aumt (l, t)ηmdt =

=

T∫
0

l∫
0

fηmdxdt.

Последнее равенство справедливо для любых функций η(x, t) =

=
m∑
j=1

dj(t)wj(x). Перейдем к пределу при m→ ∞ при фиксированной η(x, t)

T∫
0

l∫
0

(utηt + auxηx + cuη)dxdt+ α

l∫
0

aut(l, t)η(l, t)dt =

T∫
0

l∫
0

fηdxdt.

(2.7) выполняется для предельной функции u(x, t), если v(x, t) = η(x, t), поэтому нельзя утвер-

ждать,что u(x, t) искомое решение, так как (2.7) выполняется для η(x, t) =
m∑
j=1

dj(t)wj(x), а не для
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любых функций v(x, t) ∈ Ŵ 1
2 . Обозначим множество функций η(x, t) через Θm. Объединение

∪
j

Θj яв-

ляется плотным в W 1
2 [7], поэтому тождество для предельной функции u(x, t) выполняется для любых

функций v(x, t) ∈ Ŵ 1
2 .

Теорема полностью доказана.
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V.A. Kirichek2

PROBLEM WITH NONLOCAL BOUNDARY CONDITION FOR A
HYPERBOLIC EQUATION

In this paper we consider an initial-boundary problem with nonlocal boundary condition for one-di-
mensional hyperbolic equation. Nonlocal condition is dynamic so as represents a relation between values
of derivatives with respect of spacial variables of a required solution, first-order derivatives with respect
to time variable and an integral of a required solution of spacial variable. We prove the existence and
uniqueness of a generalized solution, which belongs to the Sobolev space. To prove uniquely solvability of
the problem techniques developed specifically for research nonlocal problems are used. The application of
these methods allowed us to obtain a priori estimates, through which the uniqueness of the solution is
proved. The proof is based on the a priori estimates obtained in this paper and Galyorkin’s procedure.

Key words: nonlocal boundary condition, hyperbolic equation, generalized solution, Sobolev space.
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Т.А. Срибная1

О ПРОДОЛЖЕНИИ НЕАДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ МНОЖЕСТВА

В работе доказаны теоремы о продолжении неаддитивных функций множества, область определе-
ния которых, вообще говоря, не является кольцом, на сигма-кольцо множеств. Показано, что непре-
рывная сверху в нуле исчерпывающая композиционная субмера первого или второго рода может быть
продолжена с мультипликативного класса множеств на сигма-кольцо множеств до полной непрерыв-
ной в нуле квазитреугольной субмеры. Найдены условия, при выполнении которых композиционная
субмера первого (второго) рода продолжается до композиционной субмеры того же рода. Полученное
в работе продолжение композиционной субмеры в общем случае не является единственным. Рассмот-
рены некоторые частные виды субмер, для которых имеет место единственность продолжения.

Ключевые слова: кольцо множеств, сигма-кольцо множеств, мультипликативный класс множеств,
исчерпывающая функция множества, непрерывная в нуле функция множества, продолжение функции
множества, квазитреугольная субмера, композиционная субмера.

Введение

В настоящее время, наряду с решением задачи о продолжении аддитивных функций множества и
полимер [1–3], большое внимание уделяется вопросу о продолжении неаддитивных функций множества
(см., например, [4–9]) в связи с приложениями таких функций в различных областях математики: в теории
меры, в теории экстремальных задач, в теории игр.

Для простейших классов неаддитивных функций множества теоремы о продолжении доказаны в рабо-
тах [4; 5]. В работах [6; 7] решена задача о продолжении функций множества, принадлежащих к классу
жордановых внешних мер. В работах [8; 9] изучены вопросы о продолжении вещественнозначной квазитре-
угольной субмеры и субмеры со значениями в частично упорядоченной полугруппе. При этом в работах
[6; 7] используется общий топологический принцип продолжения по непрерывности, а в работах [8; 9]
продолжение строится конструктивно.

В предлагаемой статье рассматривается вопрос о продолжении непрерывных сверху в нуле, исчерпы-
вающих композиционных субмер первого и второго рода, область определения которых Σ, вообще говоря,
не является кольцом, на σ−кольцо Σ ⊃ Σ с сохранением свойств композиционности и непрерывности в
нуле.

Поскольку, в общем случае, композиционная субмера не является непрерывной в порожденной FN —
топологии [10], то при решении задачи о продолжении композиционной субмеры нужно либо строить топо-
логию на Σ, относительно которой субмера была бы равномерно непрерывной, либо строить продолжение
конструктивно.

В данной работе выбран второй путь, то есть продолжение композиционной субмеры строится кон-
структивно, при этом, так же как и в работах [8; 9], применяется лебеговская схема продолжения ме-
ры ([11], глава 1. п. 1.5).

1. Определения и обозначения. Примеры

Пусть T — некоторое множество, Σ — некоторый непустой класс подмножеств множества T , ∅ ∈ Σ;
R(Σ) и S(Σ) — соответственно, кольцо и σ — кольцо, порожденные классом Σ; Σσ — класс счетных
объединений множеств класса Σ; Σσδ — класс счетных пересечений множеств класса Σσ. Если E ⊂ T, то
через E ∩Σ будем обозначать класс множеств A, для которых A ⊂ E, A ∈ Σ; через E′ будем обозначать

1 c⃝ Срибная Т.А., 2017
Срибная Татьяна Аркадьевна (sribnayata@mail.ru), кафедра функционального анализа и теории функций, Самарский

национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара,
Московское шоссе, 34.



О продолжении неаддитивных функций множества 35

дополнение множества E. Множества A,B ∈ Σ такие, что A∪B ∈ Σ и A∩B = ∅, будем называть парой
множеств из Σ и обозначать как (A,B) ∈ Σ.

Непустой класс множеств Σ будем называть мультипликативным классом множеств, или кратко, m-
классом, если для любых двух множеств из Σ их разность принадлежит Σ.

Из этого определения следует, что, если Σ — m- класс, то
1) ∅ ∈ Σ,
2) если A,B ∈ Σ, то A ∩B ∈ Σ,
3) если A,B,C ∈ Σ, причем A ⊂ C, B ⊂ C, то A ∪B ∈ Σ.
Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, будем предполагать, что функции множества φ

заданы на классе множеств Σ, принимают значения из R+ = [0;+∞) и φ(∅) = 0.
Говорят, что функция множества φ : Σ → R+ сконденсирована на классе множеств P ⊂ Σ, если для

любого числа ε > 0 и для любого множества E ∈ Σ существует такое множество e ∈ P, что

φ(E △ e) < ε.

Функцию множества
φ′(E) = sup{φ(A), A ∈ E ∩ Σ}, E ⊂ T,

называют супремацией функции φ.
Определение 1. Говорят, что функция множества φ : Σ → R+ непрерывна (соответственно, непрерыв-

на сверху, непрерывна снизу) на множестве E ∈ Σ, если для любой последовательности множеств En ∈ Σ,
сходящейся к E (соответственно, En ↓ E, En ↑ E), справедливо

lim
n→∞

φ(En) = φ(E).

В случае, если функция множества φ непрерывна (непрерывна сверху) на пустом множестве, говорят,
что функция φ непрерывна в нуле (соответственно, непрерывна сверху в нуле).

В случае, если функция множества φ непрерывна снизу на каждом множестве E ∈ Σ, говорят, что
функция φ непрерывна снизу на Σ.

Определение 2. Говорят, что функция множества φ : Σ → R+ исчерпывающая, если для любой
последовательности попарно непересекающихся множеств En ∈ Σ справедливо

lim
n→∞

φ(En) = 0.

Определение 3. Монотонную функцию множества φ : Σ → R+ называют квазитреугольной субмерой
на Σ, если для любого числа ε > 0 существует такое число δ > 0, что для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ
справедливо: если φ(A) < δ и φ(B) < δ, то φ(A ∪B) < ε.

Определение 4. Пусть F = {f} — класс непрерывных, строго возрастающих функций, заданных на
R+ и таких ,что

f : R+ → R+, f(0) = 0; f(x) > x, x ∈ R+.

Функцию множества φ : Σ → R+ назовем композиционной, если существуют такие функции g, f1, f2 ∈
F , что для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ справедливо

φ(A ∪B) 6 g(f1φ(A) + f2φ(B)).

Монотонную композиционную функцию множества будем называть композиционной субмерой первого
рода, если g(x) = x, и композиционной субмерой второго рода во всех остальных случаях.

Пример 1. Если φ — аддитивная функция на классе Σ, то для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ
справедливо

(φ(A ∪B))n 6 2n−1φ(A) + 2n−1φ(B).

Отсюда следует, что функции множества µ(E) = φn(E), E ∈ Σ, и ν(E) =
n∑

k=1

ck(φ(E))k, E ∈ Σ,

где c1, c2, ..., cn — некоторый набор неотрицательных чисел,являются композиционными субмерами, для
которых g(x) = x, f1(x) = f2(x) = 2n−1x.

Пример 2. Пусть φ — аддитивная функция на классе Σ. Функция множества ψ(E) = (expφ(E)) − 1
является композиционной субмерой, для которой g(x) = x, f1(x) = f2(x) = x2 + x.

2. Свойства композиционных субмер и их супремаций
Предложение 1. Пусть φ — композиционная субмера первого рода на m- классе Σ. Если φ непре-

рывна сверху в нуле, то ее супремация φ′ является композиционной субмерой второго рода на классе
Σσ.
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Доказательство. Пусть E,F ∈ Σσ, E ∩ F = ∅. Пусть An ⊂ R(Σ), Bn ⊂ R(Σ) и An ↑ E, Bn ↑ F. Тогда
(An ∪Bn) ↑ (E ∪ F ).

Пусть C ∈ (E ∪ F ) ∩ Σ.
Тогда (An ∪Bn) ∩ C ↑ (E ∪ F ) ∩ C.
Так как Σ m - класс, то (An ∪Bn) ∩ C ∈ Σ.
Таким образом имеем

φ(C) 6 f1φ(C ∩ (An ∪Bn)) + f2φ(C \ (C ∩ (An ∪Bn))).

Переходя к пределу, в силу непрерывности сверху в нуле функции φ, получим

φ(C) 6 lim
n→∞

f1φ(C ∩ (An ∪Bn)).

Отсюда, в силу произвольности множества C ∈ (E ∪ F ) ∩ Σ, получим

φ′(E ∪ F ) 6 lim
n→∞

f1φ(C ∩ (An ∪Bn)) 6

6 lim
n→∞

f1(f1φ(C ∩An) + f2(C ∩Bn)) 6 f1(f1φ
′(E) + f2φ

′(F )).

Предложение 2. Пусть φ — композиционная субмера на кольце Σ. Если φ непрерывна снизу на Σ,
то ее супремация φ′ является композиционной субмерой на классе Σσ того же рода, что и φ.

Доказательство. Пусть φ — композиционная субмера первого рода. Пусть E ∈ Σσ, пусть En возраста-

ющая последовательность множеств из Σ, для которой E =
∞∪

n=1
En.

Пусть C ∈ E ∩ Σ. Так как функция φ непрерывна снизу, то

φ(C) = lim
n→∞

φ(C ∩ En).

Отсюда, в силу монотонности функции φ, получим

φ(C) 6 lim
n→∞

φ(En).

Так как множество C ∈ E ∩ Σ выбрано произвольно, то

φ′(E) 6 lim
n→∞

φ(En).

Отсюда и из условия En ∈ Σ, En ⊂ E получим

φ′(E) = lim
n→∞

φ(En). (2.1)

Пусть теперь E,F ∈ Σσ, E ∩ F = ∅.
Пусть An, Bn — возрастающие последовательности множеств из Σ такие, что

An ↑ E, Bn ↑ F.

В силу (2.1) получим
φ′(E ∪ F ) = lim

n→∞
φ(An ∪Bn).

Так как
φ(An ∪Bn) 6 f1φ(An) + f2φ(Bn) 6 f1φ

′(E) + f2φ
′(F ),

то
φ′(E ∪ F ) 6 f1φ

′(E) + f2φ
′(F ),

Случай, когда φ — композиционная субмера второго рода, рассматривается аналогично.
Заметим, что в ходе доказательства показано, что функции fi ∈ F , i = 1, 2 для субмеры φ′ на Σσ,

те же, что и для субмеры φ на Σ.
Предложение 3. Пусть φ — композиционная субмера первого рода на кольце Σ, причем f1(x) = x.

Если φ непрерывна сверху в нуле, то ее супремация φ′ является композиционной субмерой первого рода
на классе Σσ, для которой f1(x) = x.

Доказательство. Покажем, что функция φ удовлетворяет условиям предложения 2.
Пусть E ∈ Σ, En ⊂ Σ, En ↑ E.
Так как

E ⊂ En ∪ (E \ En),

то
φ(E) 6 φ(En) + f2φ(E \ En), n = 1, 2, ....

Переходя к пределу и учитывая непрерывность сверху в нуле функции φ, получим

φ(E) 6 lim
n→∞

φ(En). (2.2)
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Так как функция φ монотонна, то

φ(En) 6 φ(E), n = 1, 2, ...,

следовательно,
lim
n→∞

φ(En) 6 φ(E). (2.3)

Из (2.2) и (2.3) следует, что функция φ непрерывна снизу на Σ.
Отсюда, в силу предложения 2 и замечания к нему, получим, что супремация φ′ является компози-

ционной субмерой первого рода на Σσ, для которой f1(x) = x.

3. Теоремы о продолжении
Теорема 1. Пусть φ композиционная субмера, заданная на m- классе Σ. Если функция φ непрерывна

сверху в нуле и исчерпывающая, то существуют σ- кольцо Σ и квазитреугольная субмера φ на Σ такие,
что

(1) Σ ⊃ S(Σ);
(2) φ является продолжением φ на Σ;
(3) φ — полная функция на Σ;
(4) φ сконденсирована на классе R(Σ);
(5) φ непрерывна в нуле на Σ;
(6) множество E ∈ Σ тогда и только тогда, когда E = A△B, где A ∈ Σσδ, B ⊂ A′, A′ ∈ Σσδ, φ(A

′) = 0.
Доказательство. Пусть φ композиционная субмера первого рода. Возьмем ε > 0 произвольно. Пусть

δ = min{f−1
1 ( ε2 ), f

−1
2 ( ε2 )}. Тогда для любой пары множеств (A,B) ∈ Σ из условий φ(A) < δ, φ(B) < δ

следует
φ(A ∪B) < f1φ(A) + f2φ(B) < ε.

Таким образом, функция φ является квазитреугольной субмерой.
Oбозначим через H(Σσ) наследственное σ- кольцо, порожденное классом Σσ.
Положим

φ0(E) = inf{φ′(F ), E ⊂ F, F ∈ Σσ}, E ∈ H(Σσ).

Обозначим через Σ класс тех и только тех подмножеств σ- кольца H(Σσ), на которых функция φ0

сконденсирована на кольце R(Σ) :

Σ = {E : E ∈ H(Σσ), ∀ε > 0 ∃e ∈ R(Σ) : φ0(E△e) < ε}.

В силу теоремы 2.1 [9] класс множеств Σ является σ- кольцом, а функция φ = φ0 |Σ является квази-
треугольной субмерой на Σ, для которой выполнены утверждения (2)—(6) теоремы.

Теорема 2. Пусть φ монотонная функция множества, заданная m- классе Σ. Если функция φ непре-
рывна сверху в нуле, исчерпывающая на Σ, а ее супремация φ′ на классе Σσ является композиционной
субмерой некоторого рода, то существуют σ- кольцо Σ и композиционная субмера φ на Σ того же рода,
что и супремация φ′, для которых выполнены утверждения (1)—(6) теоремы 1.

Доказательство. Пусть H(Σσ) — наследственное σ- кольцо, порожденное классом Σσ; пусть

φ = inf{φ′(F ), E ⊂ F, F ∈ Σσ}, E ∈ H(Σσ).

Покажем, что функция φ0 является композиционной субмерой на H(Σσ) того же рода, что и супре-
мация φ′ на классе Σσ (с теми же функциями g, fi ∈ F , i = 1, 2, что и для супремации φ′).

Пусть, для определенности, φ — квазитреугольная субмера второго рода. Пусть E1, E2 ∈ H(Σσ); E1 ∩
E2 = ∅. Пусть F1, F2 ∈ Σσ, причем E1 ⊂ F1, E2 ⊂ F2. . Тогда

φ0(E1 ∪ E2) 6 φ′(F1 ∪ F2) 6 g(f1φ
′(F1) + f2φ

′(F2)).

Отсюда, в силу произвольности множеств F1, F2 ∈ Σσ и определения функции φ0, получим

φ0(E1 ∪ E2) 6 g(f1φ0(E1) + f2φ0(E2)).

Положим
Σ = {E : E ∈ H(Σσ), ∀ε > 0 ∃e ∈ R(Σ) : φ0(E△e) < ε};

φ = φ0 |Σ .
Для завершения доказательства осталось применить теорему 1.
Из предложений 1, 2 и теоремы 2 вытекает справедливость следствий 1 и 2.
Следствие 1. Пусть функция множества φ задана на классе множеств Σ, непрерывна сверху в нуле и

исчерпывающая. Если Σ — m- класс, а φ — композиционная субмера первого рода на Σ, то существуют σ-
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кольцо Σ и композиционная субмера второго рода φ на Σ, для которых выполнены утверждения (1)—(6)
теоремы 1.

Следствие 2. Пусть функция множества φ задана на классе множеств Σ, непрерывна сверху в нуле
и исчерпывающая. Если Σ — кольцо множеств, а φ — непрерывная снизу композиционная субмера на
Σ, то существуют σ- кольцо Σ и композиционная субмера φ на Σ того же рода, что и φ, для которых
выполнены утверждения (1)—(6) теоремы 1.

4. Единственность продолжения частных видов композиционных
субмер

Рассмотрим вопрос об единственности продолжения.
Пример. Пусть p, q > 0. Пусть T = [0; 2p], λ — мера Лебега на T, Σ — кольцо множеств, порожденное

полукольцом промежутков вида (a; b], 0 6 a 6 b 6 2p. На R+ определим функцию

g(x) =

{
x, 0 6 x < p;

x+ q, p 6 x <∞.

Пусть Σ0 — σ-алгебра измеримых по Лебегу множеств отрезка [0; 2p]. Для любого множества E ∈ Σ0

положим µ(E) = gλ(E). Пусть (A,B) ∈ Σ0, тогда

µ(A ∪B) = gλ(A ∪B) = g(λ(A) + λ(B)) 6 kλ(A) + kλ(B),

где k = 1 + q
p .

Отсюда следует, что µ — композиционная субмера первого рода,

f1(x) = f2(x) =

(
1 +

q

p

)
x.

Рассмотрим сужение µ1 функции µ на кольцо Σ, положив для любого множества E ∈ Σ

µ1(E) = µ(E).

В силу теоремы 1 функцию µ1 можно продолжить до квазитреугольной (точнее, до композиционной
субмеры) µ1 на σ- кольцо Σ ⊃ Σ.

Покажем, что даже на классе Σσ функции µ1 и µ принимают различные значения.
Пусть

E0 = (0; p); En =

(
1

2n
; p− 1

2n

]
; n = 1, 2, ....

Так как En ∈ Σ и En ↑ E0, то E0 ∈ Σσ.
Тогда по определению функции g(x), имеем

µ(E0) = gλ(E0) = p+ q.

В то же время, так как E0 ∈ Σσ, то

µ1(E0) = µ′(E0) = sup{µ(A), A ∈ E0 ∩ Σ} = sup{gλ(A), A ∈ E0 ∩ Σ} = p.

Данный пример показывает, что, вообще говоря, даже композиционная субмера первого рода продол-
жается не единственным образом.

В то же время, если в теореме 1 предположить, что класс множеств Σ — кольцо, а φ — компози-
ционная субмера первого рода на Σ, причем f1(x) = x (в частном случае φ может быть монотонной
полуаддитивной функцией множества), то продолжение φ функции множества φ на σ- кольцо Σ ⊃ Σ,
для которого выполнены утверждения (1)—(6), является единственным.

Покажем это.
Предположим, что существуют σ- кольца Σ1 и Σ2, композиционные субмеры φ1 на Σ1 и φ2 на Σ2,

для которых справедливы утверждения (1)—(6) теоремы 1.
На σ- кольце S(Σ), порожденном кольцом Σ, зададим функцию

ν(E) = φ1(E) + φ2(E), E ∈ S(Σ.)

В силу теоремы 1 функция ν множества является квазитреугольной субмерой, непрерывной сверху
в нуле и исчерпывающей на S(Σ). Отсюда следует, что для любого множества E ∈ S(Σ) и для любого
ε > 0 существует такое множество e ∈ Σ, что ν(E△e) < ε.

Пусть E ∈ S(Σ). Последовательно полагая ε = 1; 1
2 ; ...;

1
n , построим последовательность множеств {en} ⊂

Σ такую, что
lim

n→∞
ν(E△en) = 0.
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Из предложения 3 и теоремы 2 следует, что функции множества φ1 и φ2 являются композиционными
субмерами первого рода, для которых f1(x) = x.

Так как
E ⊂ en ∪ (E \ en), n = 1, 2, ...,

то
φi(E) 6 φi(en) + fφi(E \ en), f ∈ F ; i = 1, 2; n = 1, 2, ....

Переходя к пределу, получим
φi(E) 6 lim

n→∞
φi(en), i = 1, 2.

Так как en ⊂ E ∪ (en \ E), n = 1, 2, ..., то

φi(en) 6 φi(E) + fφi(en \ E), f ∈ F ; i = 1, 2, ....

Переходя к пределу, получим
lim

n→∞
φi(en) 6 φi(E), i = 1, 2.

Так как
lim
n→∞

φi(en) = lim
n→∞

φ(en), i = 1, 2,

то
φ1(E) = φ2(E).

Отсюда, учитывая структуру множеств σ- колец Σ1 и Σ2 (утверждение (6) теоремы 1), получим

Σ1 = Σ2 = Σ,

а также
φ1(E) = φ2(E)

для любого множества E ∈ Σ.
Замечание 1. Основные результаты работы, распространяющие классическую теорему о лебеговском

продолжении меры ([11], теорема 1.5.6) на случай неаддитивных функций множества, были депонированы
автором в работе [12].

Замечание 2. Применение конструкции Лебега к продолжению неаддитивных функций множества
позволило найти условия на функции множества (композиционность, непрерывность сверху в нуле, ис-
черпываемость), достаточные для продолжения таких функций с мультипликативного класса множеств
на сигма-кольцо.
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ON THE EXTENSION OF NON-ADDITIVE SET FUNCTIONS

In this paper we prove theorems on the extension of non-additive set functions domain of definition of
which, generally speaking, is not a ring, on the sigma-ring of sets. It is shown that continuous from the
top at zero, the exhaustive compositional submersion of the first or second kind can be continued from
the multiplicative class of sets to the sigma-ring of sets to a complete quasitriangular submerse complete
at zero. Conditions are found under which the composition sub-measure of the first (second) kind extends
to the composition sub-measure of the same kind. The continuation of the composite submerses obtained
in the work is, in general, not unique. Some particular types of submeasures are considered, for which
uniqueness of continuation takes place.
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М.В. Шамолин1

О ДВИЖЕНИИ МАЯТНИКА В МНОГОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ.
ЧАСТЬ 1. ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ2

В предлагаемом цикле работ исследуются уравнения движения динамически симметричного закреп-
ленного n-мерного твердого тела-маятника, находящегося в некотором неконсервативном поле сил. Его
вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых тел, помещенных в однородный поток
набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о движении свободного n-мерного твердого
тела, также находящегося в подобном поле сил. При этом на данное свободное тело действует так-
же неконсервативная следящая сила, либо заставляющая во все время движения величину скорости
некоторой характерной точки твердого тела оставаться постоянной во времени (что означает наличие
в системе неинтегрируемой сервосвязи), либо заставляющая центр масс тела двигаться прямолинейно
и равномерно (что означает присутствие в системе пары сил). В данной работе выводятся общие
многомерные динамические уравнения изучаемых систем.

Ключевые слова: многомерное твердое тело, неконсервативное поле сил, динамическая система,
случаи интегрируемости.

1. Модельные предположения

Рассмотрим однородный (n−1)-мерный круговой диск Dn−1 с центром в точке D, гиперплоскость ко-
торого в n-мерном евклидовом пространстве En перпендикулярна державке OD. Диск жестко прикреплен
к державке, находящейся на (обобщенном) сферическом шарнире O, и обтекается однородным потоком
среды. В этом случае тело представляет собой физический (обобщенный сферический) маятник. Поток
среды движется из бесконечности с постоянной скоростью v = v∞ ̸= 0, а державка сопротивления не
создает.

Предположим, что суммарная сила S воздействия потока среды на диск перпендикулярна диску Dn−1,
а точка N приложения этой силы определяется, по крайней мере, углом атаки α, измеряемым между
вектором скорости vD точки D относительно потока и державкой OD, углами β1, . . . , βn−2, измеряемыми
в гиперплоскости диска Dn−1 (таким образом, (v, α, β1, . . . , βn−2) — (обобщенные) сферические коорди-
наты конца вектора vD), а также тензором приведенной угловой скорости ω̃ ∼= lΩ̃/vD, vD = |vD| (l —
длина державки, Ω̃ — тензор угловой скорости маятника). Подобные условия обобщают модель струйного
обтекания пространственных тел [1, 2, 3].

Вектор e = OD/l определяет ориентацию державки. Тогда S = s(α)v2De, где s(α) = s1(α)sign cosα, при
этом коэффициент сопротивления s1 > 0 зависит лишь от угла атаки α. В силу свойств осевой симметрии
тела-маятника относительно оси Dx1 = OD функция s(α) (формально) является четной.

Пусть Dx1 . . . xn — система координат, жестко связанная с телом, при этом ось Dx1 имеет направля-
ющий вектор e, а оси Dx2, . . . , Dxn−1 и Dxn лежат в гиперплоскости диска Dn−1.

Углами (ξ, η1, . . . , ηn−2) мы определим положение державки OD в n-мерном пространстве En. При
этом угол ξ будем измерять между державкой и направлением набегающего потока. Другими словами,
вводимые углы являются (обобщенными) сферическими координатами точки D центра диска Dn−1 на
(n− 1)-мерной сфере постоянного радиуса OD.

Пространством положений такого (обобщенного) сферического (физического) маятника является
(n− 1)-мерная сфера

Sn−1{(ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ Rn−1 : 0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π}, (1.1)

1 c⃝ Шамолин М.В., 2017
Шамолин Максим Владимирович (shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru), Институт механики, Московский госу-

дарственный университет им. М.В. Ломоносова, 119192, Российская Федерация, г. Москва, Мичуринский пр., 1.
2Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 15-01-00848-а).
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а фазовым пространством — касательное расслоение (n− 1)-мерной сферы

T∗S
n−1

{
(ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2; ξ, η1, . . . , ηn−2) ∈ R2(n−1) :

0 6 ξ, η1, . . . , ηn−3 6 π, ηn−2 mod 2π} . (1.2)
Тензор (второго ранга) Ω̃ угловой скорости в системе координат Dx1 . . . xn будем определять через

кососимметрическую матрицу. Так, для определенности, в случае n = 5 эта матрица примет вид

Ω̃ =


0 −ω10 ω9 −ω7 ω4

ω10 0 −ω8 ω6 −ω3

−ω9 ω8 0 −ω5 ω2

ω7 −ω6 ω5 0 −ω1

−ω4 ω3 −ω2 ω1 0

 , Ω̃ ∈ so(5). (1.3)

Расстояние от центра D диска Dn−1 до центра давления (точки N) будет иметь вид |rN | = rN =
= DN (α, β1, . . . , βn−2, lΩ/vD) , где rN = {0, x2N , . . . , xnN} в системе Dx1 . . . xn (волну над Ω опустим).

Сразу же заметим, что, также как и в маломерных случаях, используемая модель воздействия потока
среды на закрепленный маятник аналогична построенной модели для свободного тела и в дальнейшем
учитывает влияние вращательной производной момента силы воздействия среды по тензору угловой ско-
рости маятника (см. также [3, 4]). Анализ задачи о(б) (обобщенном) сферическом (физическом) маятнике
в потоке позволит обнаружить качественные аналогии в динамике частично закрепленных и свободных
многомерных тел.

2. Некоторые общие рассуждения

2.1. Случаи динамической симметрии многомерного тела
Пусть n-мерное твердое тело Θ массы m с гладкой (n − 1)-мерной границей ∂Θ находится в неко-

тором (вообще говоря, неконсервативном) поле сил (это можно интерпретировать как движение тела в
сопротивляющейся среде, заполняющей n-мерную область евклидового пространства En).

Предположим, что оно является динамически симметричным. Так, например, для четырехмерного тела
имеются две логические возможности представления его тензора инерции в случае наличия двух неза-
висимых равенств главных моментов инерции: либо в некоторой связанной с телом системе координат
Dx1x2x3x4 оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2} (2.1)
(так называемый случай (1—3)), либо вид

diag{I1, I1, I3, I3} (2.2)
(случай (2—2)). В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4 тело динамически симметрично (другими
словами, Dx1 — ось динамической симметрии), а во втором случае двумерные плоскости Dx1x2 и Dx3x4
являются плоскостями динамической симметрии тела.

Для пятимерного тела было бы логично рассмотреть случаи трех независимых равенств главных
моментов инерции: либо в некоторой связанной с телом системе координат Dx1x2x3x4x5 оператор инерции
имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2, I2} (2.3)
(случай (1—4)), либо вид

diag{I1, I1, I3, I3, I3} (2.4)
(случай (2—3)). В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4x5 тело динамически симметрично (другими
словами, Dx1 — ось динамической симметрии), а во втором случае двумерная и трехмерная плоскости
Dx1x2 и Dx3x4x5 являются плоскостями динамической симметрии тела.

Соответственно, для n-мерного тела было бы логично рассмотреть случаи n−1 независимых равенств
главных моментов инерции. При этом возможны [n/2] (здесь [...] — целая часть) вариантов вида (2.1),
(2.2) (или (2.3), (2.4)). Так, например, для шестимерного тела возможны три случая — (1—5), (2—4),
(3—3).

Для случая n-мерного твердого тела нас будет прежде всего интересовать случай (1—(n − 1)), т.е.
когда в некоторой связанной с телом системе координат Dx1 . . . xn оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, . . . , I2︸ ︷︷ ︸
n−1

}, (2.5)

а именно, в гиперплоскости Dx2 . . . xn тело динамически симметрично (другими словами, Dx1 — ось ди-
намической симметрии).
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2.2. Динамика на so(n) и Rn

Конфигурационным пространством свободного n-мерного твердого тела является прямое произведение
пространства Rn (определяющего координаты центра масс тела) на связную группу его вращений SO(n)
(определяющую вращение тела вокруг центра масс)

Rn × SO(n) (2.6)

и имеет размерность n+ n(n− 1)/2 = n(n+ 1)/2.
Соответственно, размерность фазового пространства равна n(n+ 1).
В частности, если Ω — тензор угловой скорости n-мерного твердого тела (а он является терзором

второго ранга [4, 5, 6]), Ω ∈ so(n), то та часть динамических уравнений движения, которая отвечает
алгебре Ли so(n), имеет следующий вид [6, 7]:

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω, ΩΛ+ ΛΩ] =M, (2.7)

где
Λ = diag{λ1, . . . , λn}, (2.8)

λ1 =
−I1 + I2 + . . .+ In

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + . . .+ In
2

, . . . ,

λn−1 =
I1 + . . .+ In−2 − In−1 + In

2
, λn =

I1 + . . .+ In−1 − In
2

,

M = MF — момент внешних сил F, действующих на тело в Rn, спроектированный на естественные
координаты в алгебре Ли so(n), [., .] — коммутатор в so(n). Так, например, кососимметрическую матрицу
(соответствующую данному тензору второго ранга) Ω ∈ so(5) будем представлять в виде

0 −ω10 ω9 −ω7 ω4

ω10 0 −ω8 ω6 −ω3

−ω9 ω8 0 −ω5 ω2

ω7 −ω6 ω5 0 −ω1

−ω4 ω3 −ω2 ω1 0

 , (2.9)

где ω1, ω2, . . . , ω10 — компоненты тензора угловой скорости в проекциях на координаты в алгебре Ли
so(5).

При этом, очевидно, выполнены следующие равенства:

λi − λj = Ij − Ii (2.10)

для любых i, j = 1, . . . , n.
При вычислении момента внешней силы, действующей на тело, необходимо построить отображение

Rn ×Rn −→ so(n), (2.11)

переводящее пару векторов
(DN,F) ∈ Rn ×Rn (2.12)

из Rn ×Rn в некоторый элемент из алгебры Ли so(n), где

DN = {δ1, δ2, . . . , δn}, F = {F1, F2, . . . , Fn}, (2.13)

F — внешняя сила, действующая на тело (здесь DN — вектор, идущий из начала D координат системы
Dx1 . . . xn в точку N приложения силы). При этом строится соответствующая вспомогательная матрица(

δ1 δ2 . . . δn
F1 F2 . . . Fn

)
. (2.14)

Всевозможные миноры второго порядка (а их в точности n(n−1)/2 штук) со знаком данной матрицы
— это и есть координаты момента (DN,F) силы F, а сам момент отождествляется с некоторым элементом
алгебры Ли so(n).

Поскольку введена упорядоченность координат ω1, ω2, . . . , ωf , f = 1, . . . , n(n − 1)/2, на алгебре Ли
so(n), то введем такую же упорядоченность и для вычисления момента MF = (DN,F) силы F. Действи-
тельно, первая группа G1 координат искомого момента состоит из n− 1 знакочередующихся миноров

+

∣∣∣∣ δn−1 δn
Fn−1 Fn

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣ δn−2 δn
Fn−2 Fn

∣∣∣∣ , +

∣∣∣∣ δn−3 δn
Fn−3 Fn

∣∣∣∣ , . . . , (−1)n
∣∣∣∣ δ1 δn
F1 Fn

∣∣∣∣ .
Вторая группа G2 координат состоит из n− 2 знакочередующихся миноров

+

∣∣∣∣ δn−2 δn−1

Fn−2 Fn−1

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣ δn−3 δn−1

Fn−3 Fn−1

∣∣∣∣ , +

∣∣∣∣ δn−4 δn−1

Fn−4 Fn−1

∣∣∣∣ , . . . , (−1)n+1

∣∣∣∣ δ1 δn−1

F1 Fn−1

∣∣∣∣ .
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Продолжая далее, заключительная группа Gn−1 координат состоит из одного минора

+

∣∣∣∣ δ1 δ2
F1 F2

∣∣∣∣ .
Как видно, первые миноры в любой группе начинаются со знака “+”.

Полученное упорядоченное множество из n(n− 1)/2 величин будем называть координатами момента
(DN,F) силы F.

Исследуемые в дальнейшем динамические системы, вообще говоря, неконсервативны и являются ди-
намическими системами с переменной диссипацией с нулевым средним [8, 9, 10]. При этом нам потребу-
ется практически “в лоб” исследовать часть основного уравнения динамики, а именно, в данном случае
уравнение Ньютона. Здесь оно предстает перед нами как уравнение движения центра масс — та часть
динамических уравнений движения, которая отвечает пространству Rn:

mwC = F, (2.15)

где wC — ускорение центра масс C тела, m — его масса, при этом по многомерной формуле Ривальса
(которую в данном случае несложно вывести операторным методом) справедливы следующие равенства:

wC = wD +Ω2DC + EDC, wD = v̇D +ΩvD, E = Ω̇, (2.16)

здесь wD — ускорение точки D, F — внешняя сила, действующая на тело, E — тензор углового ускорения
(тензор второго ранга).

Если положение тела Θ в евклидовом пространстве En определяется функциями, которые являются
в следующем смысле циклическими, т.е. обобщенная сила F и ее момент MF = (DN,F) зависят лишь
от обобщенных скоростей (квазискоростей, и не зависят от положения тела в пространстве), то система
уравнений (2.7), (2.15) на многообразии Rn × so(n) определяет замкнутую систему динамических урав-
нений движения свободного n-мерного твердого тела под действием внешней силы F. Данная система
отделяется от кинематической части уравнений движения на многообразии (2.6) и может быть исследо-
вана самостоятельно.

В частности, правая часть системы (2.7) при n = 5 примет вид

M = {M1,M2, . . . ,M10} =
= {δ4F5 − δ5F4, δ5F3 − δ3F5, δ2F5 − δ5F2, δ5F1 − δ1F5, δ3F4 − δ4F3,
δ4F2 − δ2F4, δ1F4 − δ4F1, δ2F3 − δ3F2, δ3F1 − δ1F3, δ1F2 − δ2F1},

(2.17)

где M1, M2, . . . , M10 — компоненты тензора момента внешней силы в проекциях на координаты в алгебре
Ли so(5),

M =


0 −M10 M9 −M7 M4

M10 0 −M8 M6 −M3

−M9 M8 0 −M5 M2

M7 −M6 M5 0 −M1

−M4 M3 −M2 M1 0

 . (2.18)

3. Группа динамических уравнений на алгебре Ли so(n)

В нашем случае закрепленного маятника реализуется случай (2.5). Тогда может быть получена часть
динамических уравнений движения тела, которая описывает движение тела вокруг центра масс и соот-
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ветствуют алгебре Ли so(n):

(I1 + (n− 3)I2)ω̇1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r1 + (−1)n+1(I1 − I2)Wn−1(Ω) =
= (−1)nxnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r2 + (−1)n(I1 − I2)Wn−2(Ω) =
= (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2+1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(I1 + (n− 3)I2)ω̇rn−2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇rn−2 + (I1 − I2)W2(Ω) =
= −x3N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 + (I2 − I1)W1(Ω) =
= x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(3.1)

при этом rn−2 + 1 = rn−1, а функции Wt(Ω), t = 1, . . . , n − 1, — квадратичные формы по компонентам
ω1, . . . , ωf , f = n(n− 1)/2, тензора Ω, причем (kj ̸= ri)

Wt(Ω)|ωk1
=...=ωks=0 = 0, s = (n− 1)(n− 2)/2, j = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n− 1. (3.2)

Поясним формулу (3.2). Всего компонент у тензора Ω ∈ so(n) имеется f = n(n − 1)/2 штук. Соот-
ветственно, компонент у момента силы MF = (DN,F) столько же. Поскольку вспомогательная матрица
(2.14) имеет вид (

0 x2N . . . xnN
−s(α)v2D 0 . . . 0

)
, (3.3)

в правой части системы (3.1) s = (n− 1)(n− 2)/2 уравнений содержат тождественный нуль. Эти номера
уравнений мы обозначим через k1, . . . , ks. При этом соответствующие компоненты ωkj , j = 1, . . . , s, тензора
Ω угловой скорости будем называть циклическими.

Оставшиеся номера уравнений, в которых стоят следующие величины со знаком
xlN (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) s(α)v

2, l = 2, . . . , n, мы обозначаем через r1, . . . , rn−1, поскольку f − s =
= n(n− 1)/2− (n− 1)(n− 2)/2 = n− 1.

Очевидно, что Wt(0) ≡ 0 для любых t = 1, . . . , n − 1, т.е. квадратичные формы Wt(Ω) обращаются в
нуль, когда все компоненты тензора Ω нулевые. Так вот формула (3.2) означает, что для обращения в
нуль квадратичных форм Wt(Ω), t = 1, . . . , n−1, достаточно, чтобы все циклические компоненты тензора
Ω были нулевые.

В частности, в случае n = 5 данная система примет вид:

(I1 + 2I2)ω̇1 = 0,
(I1 + 2I2)ω̇2 = 0,
(I1 + 2I2)ω̇3 = 0,

3I2ω̇4 + (I1 − I2)(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) = −x5N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + 2I2)ω̇5 = 0,
(I1 + 2I2)ω̇6 = 0,

3I2ω̇7 + (I2 − I1)(ω1ω4 − ω6ω10 − ω5ω9) = x4N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

(I1 + 2I2)ω̇8 = 0,
3I2ω̇9 + (I1 − I2)(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) = −x3N

(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

3I2ω̇10 + (I2 − I1)(ω8ω9 + ω6ω7 + ω3ω4) = x2N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

(3.4)

поскольку момент силы воздействия среды при n = 5 определяется через следующую вспомогательную
матрицу: (

0 x2N x3N x4N x5N
−s(α)v2D 0 0 0 0

)
, (3.5)

где {−s(α)v2D, 0, 0, 0, 0} — разложение силы S воздействия среды в системе координат Dx1x2x3x4x5. При
этом r1 = 4, r2 = 7, r3 = 9, r4 = 10.

Поскольку размерность алгебры Ли so(n) равна f = n(n− 1)/2, система уравнений (3.1) и составляет
группу динамических уравнений на so(n).



46 М.В. Шамолин

Видно, что в правую часть системы уравнений (3.1) входят, прежде всего, углы α, β1, . . . , βn−2, поэтому
данная система уравнений не является замкнутой. Для того, чтобы получить полную систему уравнений
движения маятника, необходимо к динамическим уравнениям на алгебре Ли so(n) присоединить несколько
групп кинематических уравнений.

3.1. Циклические первые интегралы

Сразу же заметим, что система (3.1), полученная из (2.7) в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = . . . = In, (3.6)

обладает s = (n− 1)(n− 2)/2 циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1

= const, . . . , ωks ≡ ω0
ks

= const, s =
(n− 1)(n− 2)

2
. (3.7)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (3.8)

В частности, система (3.4) обладает первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 , ω2 ≡ ω0

2 , ω3 ≡ ω0
3 , ω5 ≡ ω0

5 , ω6 ≡ ω0
6 , ω8 ≡ ω0

8 , (3.9)

рассматриваемых на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

5 = ω0
6 = ω0

8 = 0. (3.10)

Ненулевых же компонент ωr1 , . . . , ωrp тензора Ω осталось p = f − s = n − 1 штук (здесь r1, . . . , rp —
оставшиеся p чисел из множества Q1 = {1, 2, . . . , n(n− 1)/2}, не равные k1, . . . , ks).

При условиях (3.6)–(3.8) система (3.1) примет вид незамкнутой системы n− 1 уравнений:

(n− 2)I2ω̇r1 = (−1)nxnN
(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n− 2)I2ω̇r2 = (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n− 2)I2ω̇rn−2 = −x3N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 = x2N
(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
s(α)v2.

(3.11)

В частности, при условиях (3.9)–(3.10) система (3.4) примет вид незамкнутой системы четырех урав-
нений:

3I2ω̇4 = −x5N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

3I2ω̇7 = x4N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

3I2ω̇9 = −x3N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2,

3I2ω̇10 = x2N
(
α, β1, β2, β3,

Ω
v

)
s(α)v2.

(3.12)

4. Первая группа кинематических уравнений

Для получения полной системы уравнений движения нам потребуется группа кинематических уравне-
ний, связывающих скорости точки D (центра диска Dn−1) и набегающего потока:

vD = vD · iv(α, β1, . . . , βn−2) = Ω̃


l
0
...
0

+ (−v∞)iv(−ξ, η1, . . . , ηn−2), (4.1)

где

iv(α, β1, . . . , βn−2) =


cosα

sinα cosβ1
sinα sinβ1 cosβ2

. . . . . . . . .
sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinα sinβ1 . . . sinβn−2

 . (4.2)

Равенство (4.1) выражает теорему сложения скоростей в проекциях на связанную систему координат
Dx1 . . . xn.
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Действительно, в левой части равенства (4.1) стоит скорость точки D маятника относительно потока
в проекциях на связанную с маятником систему координат Dx1 . . . xn. При этом вектор iv(α, β1, . . . , βn−2)
— единичный вектор вдоль оси вектора vD. Вектор iv(α, β1, . . . , βn−2) имеет (обобщенные) сферические
координаты (1, α, β1, . . . , βn−2), определяющие разложение (4.2).

В правой части равенства (4.1) стоит сумма скоростей точки D при повороте маятника (первое слага-
емое) и движения потока (второе слагаемое). При этом в первом слагаемом имеются координаты вектора
OD = {l, 0, . . . , 0} в системе координат Dx1 . . . xn.

На втором слагаемом правой части равенства (4.1) остановимся подробнее. В нем имеются координаты
вектора (−v∞) = {−v∞, 0, . . . , 0} в неподвижном пространстве. Чтобы его записать в проекциях на свя-
занную систему координат Dx1 . . . xn необходимо произвести (обратный) поворот маятника на угол (−ξ),
что алгебраически эквивалентно умножению величины (−v∞) на вектор iv(−ξ, η1, . . . , ηn−2).

Таким образом, первая группа кинематических уравнений (4.1) в нашем случае примет следующий
вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,
vD sinα cosβ1 = lωrn−1 + v∞ sin ξ cos η1,

vD sinα sinβ1 cosβ2 = −lωrn−2 + v∞ sin ξ sin η1 cos η2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

vD sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2 =
= (−1)n+1lωr2 + v∞ sin ξ sin η1 . . . sin ηn−3 cos ηn−2,

vD sinα sinβ1 . . . sinβn−2 = (−1)nlωr1 + v∞ sin ξ sin η1 . . . sin ηn−2.

(4.3)

В частности, в случае n = 5 данная группа уравнений примет вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ,
vD sinα cosβ1 = lω10 + v∞ sin ξ cos η1,

vD sinα sinβ1 cosβ2 = −lω9 + v∞ sin ξ sin η1 cos η2,
vD sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 = lω7 + v∞ sin ξ sin η1 sin η2 cos η3,
vD sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 = −lω4 + v∞ sin ξ sin η1 sin η2 sin η3.

(4.4)

5. Вторая группа кинематических уравнений

Нам также потребуется группа кинематических уравнений, связывающих тензор угловой скорости Ω и
координаты ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2, ξ, η1, . . . , ηn−2 фазового пространства (1.2) исследуемого маятника — касатель-
ного расслоения T∗S

n{ξ̇, η̇1, . . . , η̇n−2; ξ, η1, . . . , ηn−2}.
Проведем рассуждения в стиле, допускающем любую размерность. Искомые уравнения получаются

из следующих двух групп соотношений. Поскольку движение тела формально происходит в евклидовом
пространстве En, сначала выражается набор, состоящий из фазовых переменных ωr1 , ωr2 , . . . , ωrn−1 , через
новые переменные z1, . . . , zn−1 (из набора z). Для этого производится следующая композиция поворотов
на углы η1, . . . , ηn−2:

ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(ηn−2) ◦ T2,3(ηn−3) ◦ . . . ◦ Tn−2,n−1(η1)


z1
z2
. . .
zn−1

 , (5.1)

где матрица Tk,k+1(η), k = 1, . . . , n−2, получена из единичной наличием минора второго порядка Mk,k+1:

Tk,k+1 =



1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

 , (5.2)

Mk,k+1 =

(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)
, mk,k = mk+1,k+1 = cos η, mk+1,k = −mk,k+1 = sin η.

Другими словами, справедливы соотношения
z1
z2
. . .
zn−1

 = Tn−2,n−1(−η1) ◦ Tn−3,n−2(−η2) ◦ . . . ◦ T1,2(−ηn−2)


ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 . (5.3)
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В частности, при n = 5 преобразуются величины ω4, ω7, ω9, ω10 посредством композиции следующих
трех поворотов: 

ω4

ω7

ω9

ω10

 = T1,2(η3) ◦ T2,3(η2) ◦ T3,4(η1)


z1
z2
z3
z4

 , (5.4)

где

T3,4(η) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos η − sin η
0 0 sin η cos η

 ,

T2,3(η) =


1 0 0 0
0 cos η − sin η 0
0 sin η cos η 0
0 0 0 1

 ,

T1,2(η) =


cos η − sin η 0 0
sin η cos η 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Другими словами, справедливы соотношения
z1
z2
z3
z4

 = T3,4(−η1) ◦ T2,3(−η2) ◦ T1,2(−η3)


ω4

ω7

ω9

ω10

 , (5.5)

т.е.
z1 = ω4 cos η3 + ω7 sin η3,

z2 = (ω7 cos η3 − ω4 sin η3) cos η2 + ω9 sin η2,
z3 = [(−ω7 cos η3 + ω4 sin η3) sin η2 + ω9 cos η2] cos η1 + ω10 sin η1,
z4 = [(ω7 cos η3 − ω4 sin η3) sin η2 − ω9 cos η2] sin η1 + ω10 cos η1.

(5.6)

Затем вместо группы переменных z подставляется следующая зависимость:

zn−1 = ξ̇,

zn−2 = −η̇1 sin ξ
cos ξ ,

zn−3 = η̇2
sin ξ
cos ξ sin η1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

z2 = (−1)n+1η̇n−3
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−4,

z1 = (−1)nη̇n−2
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−3.

(5.7)

В частности, при n = 5 имеем следующие формулы:

z4 = ξ̇,

z3 = −η̇1 sin ξ
cos ξ ,

z2 = η̇2
sin ξ
cos ξ sin η1,

z1 = −η̇3 sin ξ
cos ξ sin η1 sin η2.

(5.8)

Таким образом, две группы уравнений (5.1) и (5.7) дают вторую группу кинематических уравнений:
ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(ηn−2) ◦ T2,3(ηn−3) ◦ . . . ◦

◦Tn−3,n−2(η2)Tn−2,n−1(η1)



(−1)nη̇n−2
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−3

(−1)n+1η̇n−3
sin ξ
cos ξ sin η1 . . . sin ηn−4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

η̇2
sin ξ
cos ξ sin η1

−η̇1 sin ξ
cos ξ

ξ̇


. (5.9)
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В частности, при n = 5 имеем:

ω4 = −ξ̇ sin η1 sin η2 sin η3 − η̇1
sin ξ
cos ξ cos η1 sin η2 sin η3−

−η̇2 sin ξ
cos ξ sin η1 cos η2 sin η3 − η̇3

sin ξ
cos ξ sin η1 sin η2 cos η3,

ω7 = ξ̇ sin η1 sin η2 cos η3 + η̇1
sin ξ
cos ξ cos η1 sin η2 cos η3+

+η̇2
sin ξ
cos ξ sin η1 cos η2 cos η3 − η̇3

sin ξ
cos ξ sin η1 sin η2 sin η3,

ω9 = −ξ̇ sin η1 cos η2 − η̇1
sin ξ
cos ξ cos η1 cos η2 + η̇2

sin ξ
cos ξ sin η1 sin η2,

ω10 = ξ̇ cos η1 − η̇1
sin ξ
cos ξ sin η1.

(5.10)

Видно, что три группы соотношений (3.11), (4.3), (5.9) образуют замкнутую систему уравнений. В эти
три группы уравнений входят следующие функции:

x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

vD

)
, . . . , xnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

vD

)
, s(α). (5.11)

При этом функция s считается зависимой лишь от α, а функции x2N , . . . , xnN могут зависеть, наряду с
углами α, β1, . . ., βn−2, вообще говоря, и от приведенного тензора угловой скорости lΩ/vD.

6. Задача о движении свободного тела при наличии следящей силы
Параллельно рассматриваемой задаче о движении закрепленного тела, рассмотрим пространственное

движение свободного динамически симметричного (случай (2.5)) n-мерного твердого тела с передним тор-
цом (круговым (n−1)-мерным диском Dn−1) в поле силы сопротивления в условиях квазистационарности
[9, 11] с той же моделью воздействия среды.

Если (v, α, . . . , βn−2) — (обобщенные) сферические координаты вектора скорости центра D диска Dn−1,
лежащего на оси симметрии тела, Ω — тензор угловой скорости тела (для случая n = 5 см. (1.3)) в
системе координат Dx1 . . . xn, связанной с телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C
— центр масс), а оси Dx2, Dx3, . . . , Dxn лежат в гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, . . . , In = I2, m —
инерционно-массовые характеристики, то может быть получена динамическая часть уравнений движения
тела, при котором касательные силы воздействия среды на диск отсутствуют:

d

dt


v cosα

v sinα cosβ1
v sinα sinβ1 cosβ2

. . . . . . . . .
v sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

v sinα sinβ1 . . . sinβn−2

+Ω


v cosα

v sinα cosβ1
v sinα sinβ1 cosβ2

. . . . . . . . .
v sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

v sinα sinβ1 . . . sinβn−2

+

+Ω2


−σ
0
0
. . .
0
0

+ Ω̇


−σ
0
0
. . .
0
0

 =


F1/m
0
0
. . .
0
0

 ,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r1 + (−1)n+1(I1 − I2)Wn−1(Ω) = (−1)nxnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2, (6.1)

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r1+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2−1 = 0,

(n− 2)I2ω̇r2 + (−1)n(I1 − I2)Wn−2(Ω) = (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(I1 + (n− 3)I2)ω̇r2+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(I1 + (n− 3)I2)ω̇rn−2−1 = 0,
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(n− 2)I2ω̇rn−2 + (I1 − I2)W2(Ω) = −x3N
(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 + (I2 − I1)W1(Ω) = x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

где F1 = −S, S = s(α)v2, σ = CD, при этом(
0, x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
, . . . , xnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

))
(6.2)

— координаты точки N приложения силы S в системе координат Dx1x2 . . . xn, связанной с телом, rn−2+
+ 1 = rn−1, а функции Wt(Ω), t = 1, . . . , n − 1, — квадратичные формы по компонентам ω1, . . . , ωf , f =
= n(n− 1)/2, тензора Ω, причем выполнены свойства (3.2).

Так, например, в случае n = 5 данная система примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω10v sinα cosβ1 + ω9v sinα sinβ1 cosβ2−
−ω7v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + ω4v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3+

+σ(ω2
10 + ω2

9 + ω2
7 + ω2

4) =
F1

m
,

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1+

+ω10v cosα− ω8v sinα sinβ1 cosβ2 + ω6v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3−
−ω3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 − σ(ω9ω8 + ω6ω7 + ω3ω4)− σ ˙ω10 = 0,

v̇ sinα sinβ1 cosβ2 + α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2−
−β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω9v cosα+ ω8v sinα cosβ1 − ω5v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3+

+ω2v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 − σ(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) + σω̇9 = 0,

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ3+

+β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 cosβ3 − β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + ω7v cosα− ω6v sinα cosβ1+

+ω5v sinα sinβ1 cosβ2 − ω1v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + σ(ω6ω10 + ω5ω9 − ω1ω4)− σω̇7 = 0,

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3+ (6.3)
+β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3 + β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 − ω4v cosα+ ω3v sinα cosβ1−
−ω2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω1v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 − σ(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) + σω̇4 = 0,

(I1 + 2I2)ω̇1 = 0,

(I1 + 2I2)ω̇2 = 0,

(I1 + 2I2)ω̇3 = 0,

3I2ω̇4 + (I1 − I2)(ω3ω10 + ω2ω9 + ω1ω7) = −x5N
(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

(I1 + 2I2)ω̇5 = 0,

(I1 + 2I2)ω̇6 = 0,

3I2ω̇7 + (I2 − I1)(ω1ω4 − ω6ω10 − ω5ω9) = x4N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

(I1 + 2I2)ω̇8 = 0,

3I2ω̇9 + (I1 − I2)(ω8ω10 − ω5ω7 − ω2ω4) = −x3N
(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

3I2ω̇10 + (I2 − I1)(ω8ω9 + ω6ω7 + ω3ω4) = x2N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2.

Первая группа уравнений системы (6.1) описывают движение центра масс в n-мерном евклидовом
пространстве En в проекциях на систему координат Dx1 . . . xn. Вторая же группа уравнений системы
(6.1) получены из (2.7). В частности, первые пять уравнений системы (6.3) описывают движение центра
масс в пятимерном евклидовом пространстве E5 в проекциях на систему координат Dx1x2x3x4x5. Вторые
же десять уравнений системы (6.3) также получены из (2.7) при n = 5.

Таким образом, фазовым пространством системы динамических уравнений (6.1) порядка n(n + 1)/2
является прямое произведение R1×Sn−1× so(n) n-мерного многообразия на алгебру Ли so(n). При этом,
поскольку сила воздействия среды не зависит от положения тела в пространстве, система динамических
уравнений (6.1) отделяется от системы кинематических уравнений и может быть рассмотрена само-
стоятельно (см. также [11, 12]). В частности, фазовым пространством системы динамических уравнений
(6.3) пятнадцатого порядка является прямое произведение R1 × S4 × so(5) пятимерного многообразия на
алгебру Ли so(5).
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6.1. Циклические первые интегралы
Сразу же заметим, что система (6.1), частично полученная из (2.7), в силу имеющейся динамической

симметрии
I2 = . . . = In, (6.4)

обладает s = (n− 1)(n− 2)/2 циклическими первыми интегралами

ωk1 ≡ ω0
k1

= const, . . . , ωks ≡ ω0
ks

= const, s =
(n− 1)(n− 2)

2
. (6.5)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
k1

= . . . = ω0
ks

= 0. (6.6)

В частности, система (6.3) обладает первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 , ω2 ≡ ω0

2 , ω3 ≡ ω0
3 , ω5 ≡ ω0

5 , ω6 ≡ ω0
6 , ω8 ≡ ω0

8 , (6.7)

рассматриваемых на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
3 = ω0

5 = ω0
6 = ω0

8 = 0. (6.8)

Ненулевых же компонент ωr1 , . . . , ωrp тензора Ω осталось p = f − s = n − 1 штук (здесь r1, . . . , rp —
оставшиеся p чисел из множества Q1 = {1, 2, . . . , n(n− 1)/2}, не равные k1, . . . , ks).

6.2. Неинтегрируемая связь
Если рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следящей силы

T, проходящей через центр масс и обеспечивающей во все время движения выполнение равенства (см.
также [13])

v ≡ const, (6.9)

то в системе (6.1) вместо F1 будет стоять величина T − s(α)v2.
В результате соответствующего выбора величины T следящей силы можно формально добиться во

все время движения выполнения равенства (6.9). Действительно, формально выражая величину T в силу
системы (6.1), получим при cosα ̸= 0, n > 2:

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) = mσ(ω2
r1 + . . .+ ω2

rp)+

+s(α)v2
[
1− mσ

(n− 2)I2

sinα

cosα
Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)]
, (6.10)

где

Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= |rN | = (rN , iN (β1, . . . , βn−2)) =

= 0 · cos π
2
+

n∑
s=2

xsN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
isN (β1, . . . , βn−2). (6.11)

Здесь isN (β1, . . . , βn−2), s = 1, . . . , n, (i1N (β1, . . . , βn−2) ≡ 0) — компоненты единичного вектора по оси
вектора rN = {0, x2N , . . . , xnN} на (n − 2)-мерной сфере Sn−2{β1, . . . , βn−2}, заданной равенством α =
= π/2, как экваториальном сечении соответствующей (n−1)-мерной сферы Sn−1{α, β1, . . . , βn−2} (заданной
равенством (6.9)), а именно:

iN (β1, . . . , βn−2) =


0

i2N (β1, . . . , βn−2)
i3N (β1, . . . , βn−2)

. . .
in−1N (β1, . . . , βn−2)
inN (β1, . . . , βn−2)

 =

=


0

cosβ1
sinβ1 cosβ2

. . .
sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

sinβ1 . . . sinβn−2

 = iv
(π
2
, β1, . . . , βn−2

)
(6.12)

(см. (4.2)).
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6.2.1. Редукции в системе

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, произошло преобразование си-
стемы при помощи наличия в системе следящей силы (управления), обеспечивающей рассмотрение ин-
тересующего нас класса движений (6.9). Во-вторых, на это все можно посмотреть как на процедуру,
позволяющую понизить порядок системы. Действительно, система (6.1) в результате действий порождает
независимую систему порядка n(n+ 1)/2− (n− 1)(n− 2)2− 1 = 2(n− 1) следующего вида:

d

dt


v sinα cosβ1

v sinα sinβ1 cosβ2
. . . . . . . . .

v sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

v sinα sinβ1 . . . sinβn−2

+Ω(1)


v cosα

v sinα cosβ1
v sinα sinβ1 cosβ2

. . . . . . . . .
v sinα sinβ1 . . . sinβn−3 cosβn−2

v sinα sinβ1 . . . sinβn−2

+

+Ω(2)


−σ
0
0
. . .
0
0

+ Ω̇(1)


−σ
0
0
. . .
0
0

 =


0
0
. . .
0
0

 ,

(n− 2)I2ω̇r1 = (−1)nxnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2, (6.13)

(n− 2)I2ω̇r2 = (−1)n−1xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(n− 2)I2ω̇rn−2 = −x3N
(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(n− 2)I2ω̇rn−1 = x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)v2,

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v, при этом матрицы
Ω(1),Ω(2) размера (n− 1)× n получаются из матриц Ω,Ω2, соответственно, удалением первой строки.

В частности, при n = 5 система (6.3) в результате действий порождает независимую систему восьмого
порядка следующего вида:

α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 + ω10v cosα− σ ˙ω10 = 0,

α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2−
−β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω9v cosα+ σω̇9 = 0,

α̇v cosα sinβ1 sinβ2 cosβ3 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 cosβ3 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 cosβ3−
−β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + ω7v cosα− σω̇7 = 0,

α̇v cosα sinβ1 sinβ2 sinβ3 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 sinβ3 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 sinβ3+ (6.14)

+β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 cosβ3 − ω4v cosα+ σω̇4 = 0,

3I2ω̇4 = −x5N
(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

3I2ω̇7 = x4N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

3I2ω̇9 = −x3N
(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

3I2ω̇10 = x2N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α)v2,

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
Система (6.13) эквивалентна системе

α̇v cosα+ . . . = 0,

β̇1v sinα+ . . . = 0,

β̇2v sinα sinβ1 + . . . = 0,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−3v sinα sinβ1 . . . sinβn−4 + . . . = 0,

β̇n−2v sinα sinβ1 . . . sinβn−3 + . . . = 0,

ω̇r1 = (−1)n
v2

(n− 2)I2
xnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α), (6.15)

ω̇r2 = (−1)n−1 v2

(n− 2)I2
xn−1,N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω̇rn−2 = − v2

(n− 2)I2
x3N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α),

ω̇rn−1 =
v2

(n− 2)I2
x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α).

В частности, система (6.14) эквивалентна системе

α̇v cosα+ v cosα {ω10 cosβ1 + [(ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) sinβ2 − ω9 cosβ2] sinβ1}+

+σ {− ˙ω10 cosβ1 + [ω̇9 cosβ2 − (ω̇7 cosβ3 − ω̇4 sinβ3) sinβ2] sinβ1} = 0,

β̇1v sinα+ v cosα {[(ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) sinβ2 − ω9 cosβ2] cosβ1 − ω10 sinβ1}+
+σ {[ω̇9 cosβ2 − (ω̇7 cosβ3 − ω̇4 sinβ3) sinβ2] cosβ1 + ˙ω10 sinβ1} = 0,

β̇2v sinα sinβ1 + v cosα {[ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3] cosβ2 + ω9 sinβ2}+
+σ {− [ω̇7 cosβ3 − ω̇4 sinβ3] cosβ2 − ω̇9 sinβ2} = 0, (6.16)

β̇3v sinα sinβ1 sinβ2 + v cosα {−ω4 cosβ3 − ω7 sinβ3}+
+σ {ω̇4 cosβ3 + ω̇7 sinβ3} = 0,

ω̇4 = − v2

3I2
x5N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α),

ω̇7 =
v2

3I2
x4N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α),

ω̇9 = − v2

3I2
x3N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α),

ω̇10 =
v2

3I2
x2N

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
s(α).

6.2.2. Новые квазискорости в системе

Введем новые квазискорости в системе:
ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 = T1,2(βn−2) ◦ T2,3(βn−3) ◦ . . . ◦ Tn−2,n−1(β1)


z1
z2
. . .
zn−1

 , (6.17)

где матрица Tk,k+1(β), k = 1, . . . , n−2, получена из единичной наличием минора второго порядка Mk,k+1:

Tk,k+1 =



1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Mk,k+1 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 1

 , (6.18)

Mk,k+1 =

(
mk,k mk,k+1

mk+1,k mk+1,k+1

)
, mk,k = mk+1,k+1 = cosβ, mk+1,k = −mk,k+1 = sinβ.

Другими словами, справедливы соотношения
z1
z2
. . .
zn−1

 = Tn−2,n−1(−β1) ◦ Tn−3,n−2(−β2) ◦ . . . ◦ T1,2(−βn−2)


ωr1

ωr2

. . .
ωrn−1

 . (6.19)
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В частности, при n = 5 преобразуются величины ω4, ω7, ω9, ω10 посредством композиции следующих
трех поворотов: 

ω4

ω7

ω9

ω10

 = T1,2(β3) ◦ T2,3(β2) ◦ T3,4(β1)


z1
z2
z3
z4

 , (6.20)

где

T3,4(β) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosβ − sinβ
0 0 sinβ cosβ

 ,

T2,3(β) =


1 0 0 0
0 cosβ − sinβ 0
0 sinβ cosβ 0
0 0 0 1

 ,

T1,2(β) =


cosβ − sinβ 0 0
sinβ cosβ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Другими словами, справедливы соотношения
z1
z2
z3
z4

 = T3,4(−β1) ◦ T2,3(−β2) ◦ T1,2(−β3)


ω4

ω7

ω9

ω10

 , (6.21)

т.е.
z1 = ω4 cosβ3 + ω7 sinβ3,

z2 = (ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) cosβ2 + ω9 sinβ2,
z3 = [(−ω7 cosβ3 + ω4 sinβ3) sinβ2 + ω9 cosβ2] cosβ1 + ω10 sinβ1,
z4 = [(ω7 cosβ3 − ω4 sinβ3) sinβ2 − ω9 cosβ2] sinβ1 + ω10 cosβ1.

(6.22)

6.2.3. Системы нормального вида

Как видно из (6.16), на многообразии

O1 =
{
(α, β1, β2, β3, ω4, ω7, ω9, ω10) ∈ R8 :

α = πk/2, β1 = πl, β2 = πm, k, l,m ∈ Z} (6.23)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1, β̇2, β̇3. Формально, таким образом, на мно-
гообразии (6.23) происходит нарушение теоремы единственности. Более того, при k четном и любых
l,m неопределенность возникает по причине вырождения сферических координат (v, α, β1, β2, β3), а при
k нечетном происходит явное нарушение теоремы единственности, поскольку при этом первое уравнение
системы (6.16) вырождается.

Из этого следует, что система (6.14) вне и только вне многообразия (6.23) эквивалентна системе

α̇ = −z4 +
σv

3I2

s(α)

cosα
Γv

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

ż4 =
v2

3I2
s(α)Γv

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
− (z21 + z22 + z23)

cosα

sinα
+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
{−z3∆v,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
+

+z2∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
− z1∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
},

ż3 = z3z4
cosα

sinα
+ (z21 + z22)

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
{z4∆v,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
− z2∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
cosβ1
sinβ1

+

+z1∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
cosβ1
sinβ1

}−
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− v2

3I2
s(α)∆v,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

ż2 = z2z4
cosα

sinα
− z2z3

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

− z21
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

+ (6.24)

+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

){
−z4 + z3

cosβ1
sinβ1

}
+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

){
−z1

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

}
+

+
v2

3I2
s(α)∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

ż1 = z1z4
cosα

sinα
− z1z3

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+ z1z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

+

+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

){
z4 − z3

cosβ1
sinβ1

+ z2
1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

}
−

− v2

3I2
s(α)∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

β̇1 = z3
cosα

sinα
+
σv

3I2

s(α)

sinα
∆v,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

β̇2 = −z2
cosα

sinα sinβ1
+
σv

3I2

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

β̇3 = z1
cosα

sinα sinβ1 sinβ2
+
σv

3I2

s(α)

sinα sinβ1 sinβ2
∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

где

∆v,1

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= (rN , iN

(
β1 +

π

2
, β2, β3

)
),

∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, β2 +

π

2
, β3

)
), (6.25)

∆v,3

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
,
π

2
, β3 +

π

2

)
),

а функция Γv (α, β1, β2, β3,Ω/v) представляется в виде (6.11).
Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1, β2, β3,Ω/v) понимается как сложная зависи-

мость от (α, β1, β2, β3, z1/v, z2/v, z3/v, z4/v) в силу (6.22).
В общем случае, на многообразии

O1 = {(α, β1, . . . , βn−2, ωr1 , . . . , ωrn−1) ∈ R2(n−1) :

α =
π

2
k, β1 = πl1, . . . , βn−3 = πln−3, k, l1, . . . , ln−3 ∈ Z} (6.26)

нельзя однозначно разрешить систему (6.15) относительно α̇, β̇1, . . . , β̇n−2. Формально, таким образом,
на многообразии (6.26) происходит нарушение теоремы единственности. Более того, при k четном и любых
l1, . . . , ln−3 неопределенность возникает по причине вырождения сферических координат (v, α, β1, . . . , βn−2),
а при k нечетном происходит явное нарушение теоремы единственности, поскольку при этом первое урав-
нение системы (6.15) вырождается.

Из этого следует, что система (6.13) вне и только вне многообразия (6.26) может быть приведена к
следующему виду (n > 2):

α̇ = −zn−1 +
σv

(n− 2)I2

s(α)

cosα
Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

żn−1 =
v2

(n− 2)I2
s(α)Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
− (z21 + . . .+ z2n−2)

cosα

sinα
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)szn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)}
,

żn−2 = zn−2zn−1
cosα

sinα
+ (z21 + . . .+ z2n−3)

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+
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+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα

{
zn−1∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
+

n−2∑
s=2

(−1)s+1zn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
cosβ1
sinβ1

}
−

− v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

żn−3 = zn−3zn−1
cosα

sinα
− zn−3zn−2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

− (z21 + . . .+ z2n−4)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
{∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)[
−zn−1 + zn−2

cosβ1
sinβ1

]
+

+
n−2∑
s=3

(−1)szn−1−s∆v,s

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

}+

+
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
, (6.27)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = β̇n−2(−ωr1 sinβn−2 + ωr2 cosβn−2)+

+(−1)n
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

= z1
cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
(−1)n+1∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
×

×

{
n−1∑
s=2

(−1)szn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+(−1)n
v2

(n− 2)I2
s(α)∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

β̇1 = zn−2
cosα

sinα
+

σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα
∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

β̇2 = −zn−3
cosα

sinα sinβ1
+

σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2

(
α, β1, β2, β3,

Ω

v

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−2 = (−1)n+1z1
cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+

+
σv

(n− 2)I2

s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−2
∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
,

где

∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(
β1 +

π

2
, β2, . . . , βn−2

)
),

∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, β2 +

π

2
, β3, . . . , βn−2

)
),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.28)

∆v,n−3

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−3 +

π

2
, βn−2

)
),

∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= (rN , iN

(π
2
, . . . ,

π

2
, βn−2 +

π

2

)
),

а функция Γv (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) представляется в виде (6.11).
Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) понимается как сложная зави-

симость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) в силу (6.19), при этом (rN , iN ) — евклидово скалярное про-
изведение.
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6.2.4. Замечания о распределении индексов

В правой части системы (6.27) после общего множителя

σv

(n− 2)I2

s(α)

cosα

величины ∆v,s (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) , s = 1, . . . , n − 2, входят линейным образом (и всегда ровно (n − 2)
штуки). Так, например, во втором уравнении системы (6.27) (с левой частью żn−1) функции (6.28) входят
со всеми индексами s от 1 до n− 2 (по одному разу каждый индекс), т.е.

1 2 3 4 . . . n− 2. (6.29)

А вот далее, в следующие уравнения системы (6.27) появление набора функций (6.28) происходит по-дру-
гому. Так, например, в уравнение для żn−2 по-прежнему входит набор функций (6.28) с индексами (6.29).
А в уравнение для żn−3 входит уже набор с индексами

2 2 3 4 . . . n− 2 (6.30)

т.е. функция ∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) уже повторяется дважды.
Каково же общее распределение индексов? Оно дается следующей таблицей 1.

Таблица 1
Общее распределение индексов набора функций (6.28)

Левая часть (6.27) Распределение индексов s набора функций (6.28)

żn−2 1 2 3 4 . . . n− 2

żn−3 2 2 3 4 . . . n− 2

żn−4 3 3 3 4 . . . n− 2

żn−5 4 4 4 4 . . . n− 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 n− 2 n− 2 n− 2 n− 2 . . . n− 2

Так минор
(1)

первого порядка в левом верхнем углу таблицы 1 соответствует случаю n = 3 и указывает на присутствие
в динамических уравнениях лишь функции (6.28) при s = 1. Там же минор второго порядка(

1 2
2 2

)
соответствует случаю n = 4 и указывает на присутствие в динамических уравнениях функций (6.28) при
s = 1, 2. Там же минор третьего порядка  1 2 3

2 2 3
3 3 3


соответствует случаю n = 5 и указывает на присутствие в динамических уравнениях (6.27) функций (6.28)
при s = 1, 2, 3 и т.д.

6.2.5. Нарушение теоремы единственности

Нарушение теоремы единственности для системы (6.15) на многообразии (6.26) при нечетном k проис-
ходит в следующем смысле: почти через любую точку из многообразия (6.26) при нечетном k проходит
неособая фазовая траектория системы (6.15), пересекая многообразие (6.26) под прямым углом, а также
существует фазовая траектория, полностью совпадающая во все моменты времени с указанной точкой. Но
физически это различные траектории, так как им отвечают разные значения следящей силы. Покажем
это.

Как показано выше, для поддержания связи вида (6.9) необходимо выбрать значение T при cosα ̸= 0
в виде (6.10).
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Пусть

lim
α→π/2

s(α)

cosα
Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= L

(
β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
. (6.31)

Заметим, что |L| < +∞ тогда и только тогда, когда

lim
α→π/2

∣∣∣∣ ∂∂α
(
Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α)

)∣∣∣∣ < +∞. (6.32)

При α = π/2 нужная величина следящей силы найдется из равенства

T = Tv

(π
2
, β1, . . . , βn−2,Ω

)
= mσ(ω2

r1 + . . .+ ω2
n−1)−

mσLv2

(n− 2)I2
, n > 2, (6.33)

где значения ωr1 , . . . , ωn−1 — произвольны.
С другой стороны, поддерживая с помощью следящей силы вращение вокруг некоторой точки W

евклидова пространства En, необходимо выбрать следящую силу в виде

T = Tv

(π
2
, β1, . . . , βn−2,Ω

)
=
mv2

R0
, (6.34)

где R0 — расстояние CW .
Равенства (6.33) и (6.34) определяют, вообще говоря, различные значения следящей силы T для почти

всех точек многообразия (6.26), что и доказывает сделанное замечание.

6.3. Постоянная скорость центра масс
Если рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следящей силы

T, проходящей через центр масс и обеспечивающей во все время движения выполнение равенства

VC ≡ const (6.35)

(VC — скорость центра масс), то в системе (6.1) вместо F1 должна стоять величина, тождественно равная
нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил: T − s(α)v2 ≡ 0.

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (6.36)

Случай (6.36) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности отделения
независимой подсистемы меньшего порядка после некоторого преобразования системы (6.1).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α, β1, . . . , βn−2,Ω) =

n−1∑
i,j=0, i6j

τi,j

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
ωriωrj = (6.37)

= T1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
v2, ω0 = v.

Введем для начала новые квазискорости (6.17)–(6.19).
Систему (6.1) в случаях (6.4)–(6.6) можно переписать в виде

v̇ + σ

(
n−1∑
s=1

z2s

)
cosα− σ

v2

(n− 2)I2
s(α) sinα · Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

=
T1
(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + zn−1v − σ

(
n−1∑
s=1

z2s

)
sinα− σ

v2

(n− 2)I2
s(α) cosα · Γv

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
=

=
s(α)v2 − T1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω
v

)
v2

m
sinα,

β̇1 sinα− zn−2 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) ·∆v,1

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= 0.

β̇2 sinα sinβ1 + zn−3 cosα− σv

(n− 2)I2
s(α) ·∆v,2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= 0, (6.38)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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β̇n−2 sinα sinβ1 . . . sinβn−3 + (−1)nz1 cosα−

− σv

(n− 2)I2
s(α) ·∆v,n−2

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
= 0,

ω̇r1 = (−1)n
v2

(n− 2)I2
xnN

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α),

ω̇r2 = (−1)n+1 v2

(n− 2)I2
x(n−1)N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω̇rn−1 =
v2

(n− 2)I2
x2N

(
α, β1, . . . , βn−2,

Ω

v

)
s(α).

Здесь, как и ранее, введены функции (6.11), (6.28).
Зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) по-прежнему понимается как сложная зависи-

мость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) в силу (6.19).
Вводя далее новые безразмерные фазовые переменные и дифференцирование по формулам

zk = n1vZk, k = 1, . . . , n− 1, < · >= n1v <
′>, n1 > 0, n1 = const, (6.39)

система (6.38) приведется к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, . . . , βn−2, Z), (6.40)

α′ = −Zn−1 + σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
sinα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

−T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (6.41)

Z ′
n−1 =

s(α)

(n− 2)I2n21
· Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)−

(
n−2∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)sZn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

}
−

−Zn−1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (6.42)

Z ′
n−2 = Zn−2Zn−1

cosα

sinα
+

(
n−3∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
×

×{Zn−1∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+
n−2∑
s=2

(−1)s+1Zn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
cosβ1
sinβ1

}
−

− s(α)

(n− 2)I2n21
·∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−2 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (6.43)

Z ′
n−3 = Zn−3Zn−1

cosα

sinα
− Zn−3Zn−2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

−

−

(
n−4∑
s=1

Z2
s

)
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
{∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)

[
−Zn−1 + Zn−2

cosβ1
sinβ1

]
+

+
n−2∑
s=3

(−1)sZn−1−s∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)
1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

}+

+
s(α)

(n− 2)I2n21
·∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Zn−3 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (6.44)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Z ′
1 = Z1

cosα

sinα

{
n−2∑
s=1

(−1)s+1Zn−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
(−1)n+1∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)×

×

{
n−1∑
s=2

(−1)sZn+1−s
cosβs−1

sinβ1 . . . sinβs−1

}
+

+(−1)n
s(α)

(n− 2)I2n21
∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) , (6.45)

β′
1 = Zn−2

cosα

sinα
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα
∆v,1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (6.46)

β′
2 = −Zn−3

cosα

sinα sinβ1
+

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (6.47)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β′
n−2 = (−1)n+1Z1

cosα

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
+

+
σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα sinβ1 . . . sinβn−3
∆v,n−2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , (6.48)

где

Ψ(α, β1, . . . , βn−2, Z) = −σn1

(
n−1∑
s=1

Z2
s

)
cosα+

+
σ

(n− 2)I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)+

+
T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα. (6.49)

Видно, что в системе (6.40)–(6.48) порядка 2(n− 1)+1 может быть выделена независимая подсистема
(6.41)–(6.48) порядка 2(n−1), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем 2(n−1)-мерном
фазовом пространстве — касательном расслоении T∗S

n−1{Zn−1, . . . , Z1;α, β1, . . . , βn−2} (n−1)-мерной сфе-
ры Sn−1{α, β1, . . . , βn−2}.

В частности, при выполнении условия (6.36) только что рассмотренный прием выделения независимой
подсистемы порядка 2(n− 1) также возможен.

В дальнейшем также зависимость от групп переменных (α, β1, . . . , βn−2,Ω/v) понимается как слож-
ная зависимость от (α, β1, . . . , βn−2, z1/v, . . . , zn−1/v) (и, далее, от (α, β1, . . . , βn−2, n1Z1, . . . , n1Zn−1)) в силу
(6.19) и (6.39).

В частности, при n = 5 система (6.40)–(6.48) примет следующий вид:

v′ = vΨ(α, β1, β2, β3, Z), (6.50)

α′ = −Z4 + σn1
(
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4

)
sinα+

+
σ

3I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, β2, β2, n1Z)−

−T1 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z)− s(α)

mn1
sinα, (6.51)

Z ′
4 =

s(α)

3I2n21
· Γv (α, β1, β2, β3, n1Z)−

(
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3

) cosα
sinα

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
{−Z3∆v,1 (α, β1, β2, β3, n1Z) + Z2∆v,2 (α, β1, β2, β3, n1Z)−

−Z1∆v,3 (α, β1, β2, β3, n1Z)} − Z4 ·Ψ(α, β1, β2, β3, Z) , (6.52)

Z ′
3 = Z3Z4

cosα

sinα
+
(
Z2
1 + Z2

2

) cosα
sinα

cosβ1
sinβ1

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
{Z4∆v,1 (α, β1, β2, β3, n1Z)−

−Z2∆v,2 (α, β1, β2, β3, n1Z)
cosβ1
sinβ1

+ Z1∆v,3 (α, β1, β2, β3, n1Z)
cosβ1
sinβ1

}−
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− s(α)

3I2n21
·∆v,1 (α, β1, β2, β3, n1Z)− Z3 ·Ψ(α, β1, β2, β3, Z) , (6.53)

Z ′
2 = Z2Z4

cosα

sinα
− Z2Z3

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

− Z2
1

cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
∆v,2 (α, β1, β2, β3, n1Z)

[
−Z4 + Z3

cosβ1
sinβ1

]
+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
∆v,3 (α, β1, β2, β3, n1Z)

[
−Z1

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

]
+

+
s(α)

3I2n21
·∆v,2 (α, β1, β2, β3, n1Z)− Z2 ·Ψ(α, β1, β2, β3, Z) , (6.54)

Z ′
1 = Z1Z4

cosα

sinα
− Z1Z3

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+ Z1Z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα
∆v,3 (α, β1, β2, β3, n1Z)

{
Z4 − Z3

cosβ1
sinβ1

+ Z2
1

sinβ1

cosβ2
sinβ2

}
−

− s(α)

3I2n21
∆v,3 (α, β1, β2, β3, n1Z)− Z1 ·Ψ(α, β1, β2, β3, Z) , (6.55)

β′
1 = Z3

cosα

sinα
+

σ

3I2n1

s(α)

sinα
∆v,1 (α, β1, β2, β3, n1Z) , (6.56)

β′
2 = −Z2

cosα

sinα sinβ1
+

σ

3I2n1

s(α)

sinα sinβ1
∆v,2 (α, β1, β2, β3, n1Z) , (6.57)

β′
3 = Z1

cosα

sinα sinβ1 sinβ2
+

+
σ

3I2n1

s(α)

sinα sinβ1 sinβ2
∆v,3 (α, β1, β2, β3, n1Z) , (6.58)

где
Ψ(α, β1, β2, β3, Z) = −σn1

(
Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 + Z2

4

)
cosα+

+
σ

3I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, β2, β3, n1Z)+

+
T1 (α, β1, β2, β3, n1Z)− s(α)

mn1
cosα. (6.59)

При этом в системе (6.50)–(6.58) девятого порядка может быть выделена независимая подсистема
(6.51)–(6.58) восьмого порядка, которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем восьмимерном
фазовом пространстве — касательном расслоении T∗S

4{Z4, Z3, Z2, Z1;α, β1, β2, β3} четырехмерной сферы
S4{α, β1, β2, β3}.

В частности, при выполнении условия (6.36) только что рассмотренный прием выделения независимой
подсистемы восьмого порядка также возможен.

6.3.1. Замечания о распределении индексов

В правой части системы (6.41)–(6.48) после общего множителя

σ

(n− 2)I2n1

s(α)

sinα

величины ∆v,s (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) , s = 1, . . . , n − 2, входят линейным образом (и всегда ровно (n −
− 2) штуки). Так, например, в уравнении (6.42) (с левой частью Z ′

n−1) функции (6.28) входят со всеми
индексами s от 1 до n− 2 (по одному разу каждый индекс), т.е.

1 2 3 4 . . . n− 2. (6.60)

А вот далее, в уравнения (6.43)–(6.45) появление набора функций (6.28) происходит по-другому. Так, на-
пример, в уравнение для Z ′

n−2 по-прежнему входит набор функций (6.28) с индексами (6.60). А в урав-
нение для Z ′

n−3 входит уже набор с индексами

2 2 3 4 . . . n− 2 (6.61)

т.е. функция ∆v,2 (α, β1, . . . , βn−2, n1Z) уже повторяется дважды.
Каково же общее распределение индексов? Оно дается следующей таблицей 2.
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Таблица 2
Общее распределение индексов набора функций (6.28)

Левая часть (6.41)–(6.48) Распределение индексов s набора функций (6.28)

Z ′
n−2 1 2 3 4 . . . n− 2

Z ′
n−3 2 2 3 4 . . . n− 2

Z ′
n−4 3 3 3 4 . . . n− 2

Z ′
n−5 4 4 4 4 . . . n− 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Z ′
1 n− 2 n− 2 n− 2 n− 2 . . . n− 2

Так минор (1) первого порядка в левом верхнем углу таблицы 2 соответствует случаю n = 3 и указы-
вает на присутствие в динамических уравнениях лишь функции (6.28) (при s = 1). Там же минор второго

порядка
(

1 2
2 2

)
соответствует случаю n = 4 и указывает на присутствие в динамических уравнениях

функций (6.28) (при s = 1, 2). Там же минор третьего порядка 1 2 3
2 2 3
3 3 3


соответствует случаю n = 5 и указывает на присутствие в динамических уравнениях (6.41)–(6.48) функций
(6.28) (при s = 1, 2, 3) и т.д. (см. также [12, 13, 14]).
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ON A PENDULUM MOTION IN MULTI-DIMENSIONAL SPACE. PART 1.
DYNAMICAL SYSTEMS

In the proposed cycle of work, we study the equations of the motion of dynamically symmetric fixed
n-dimensional rigid bodies–pendulums located in a nonconservative force fields. The form of these equations
is taken from the dynamics of real fixed rigid bodies placed in a homogeneous flow of a medium. In parallel,
we study the problem of the motion of a free n-dimensional rigid body also located in a similar force fields.
Herewith, this free rigid body is influenced by a nonconservative tracing force; under action of this force,
either the magnitude of the velocity of some characteristic point of the body remains constant, which
means that the system possesses a nonintegrable servo constraint. In thit work, we derive the general
multi-dimensional dynamic equations of the systems under study.

Key words: multi-dimensional rigid body, non-conservative force field, dynamical system, case of in-
tegrability.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ЕСТЕСТВЕННЫХ НАУКАХ

УДК 581.15:581.4(470.67) DOI: 10.18287/2541-7525-2017-23-3-65-70

З.А. Гусейнова, М.К. Курамагомедов1

СРАВНИТЕЛЬНАЯ ОЦЕНКА ИЗМЕНЧИВОСТИ МОРФОЛОГИЧЕСКИХ
ПРИЗНАКОВ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ РОДА NEPETA L.

ПРИ ИНТРОДУКЦИИ В ГОРНЫХ УСЛОВИЯХ ДАГЕСТАНА

Изучена межвидовая изменчивость трех видов рода Nepeta L.(N. pamirica, N. pannonica и
N. subsessilis) при их интродукции в горных условиях Дагестана на основе комплекса морфологических
признаков генеративного побега. Оценка исследованных признаков показала, что по длине и массе
побега эти виды превосходят широко распространенный и наиболее продуктивный вид N. grandiflora.
Весовые признаки всех трех видов находятся на высоком уровне изменчивости. Большая часть изучен-
ных признаков находится в положительной корреляционной связи между собой. Репродуктивное уси-
лие положительно коррелирует с массой побега, облиственность — не всегда. Результаты исследований
дают возможность оценить изученные виды как устойчивые к условиям интродукции и рекомендовать
для выращивания в горной зоне Дагестана.

Ключевые слова: Nepeta pamirica, Nepeta pannonica и Nepeta subsessilis, интродукция, Дагестан,
морфологические признаки, изменчивость.

Введение

Котовник (Nepeta L.) — довольно широко распространенный род семейства Lamiaceae Lindl. Из 82 ви-
дов рода Nepeta, приведенных во флоре СССР (1), в Дагестане встречается 12 видов (2), шесть из которых
являются эндемиками Кавказа (3). Большинство видов котовника относятся к числу хозяйственно-ценных
растений (4–7). Одним из путей выявления и сохранения редких и хозяйственно-ценных растений являет-
ся их интродукция. Известно, что при адаптации растений в условиях интродукции существенную роль
играет широкая норма реакции видов (8). Цель данной работы заключалась в исследовании изменчивости
морфологических признаков генеративного побега трех видов Nepeta при интродукции в горных условиях
для оценки их адаптивных возможностей.

Материал и методика

Виды рода Nepeta (N. pamirensis Franch., N. pannonica L. и N. subsessilis Maxim.), которые являются
объектами наших исследований, не встречаются во флоре Дагестана. Исследования по интродукции видов
проводились на Гунибской экспериментальной базе Горного ботанического сада ДНЦ РАН (Гунибское
плато, 1750 м над уровнем моря). Семена для посева были получены по делектусам Ботанических садов.
Посев проводился весной 2011 г., всходы были дружные. На третий год вегетации, на фазе цветения
на уровне почвы срезали по одному генеративному побегу с 30 особей. Учитывали длину и толщину
побега, длину зоны вегетативных и генеративных ветвей, количество и длину междоузлий, количество
и длину боковых вегетативных и генеративных ветвей. Определяли сухую массу побега по фракциям и
в целом, облиственность (9 (Методические указания ... 1975) и репродуктивное усилие Re (10 (Злобин,
1990). Результаты измерений были статистически обработаны с использованием программ Statistica 5.5 и
Excel. Уровни варьирования принятые по Зайцеву (11): CV> 20 % — высокий, CV=11–20 % — средний,
CV< 10 % — низкий. Сила корреляции оценивалась по Доспехову (12): r < 0, 3 — слабая, r = 0, 3−0, 7 —
средняя, r > 0, 7 — высокая.

1 c⃝ З.А. Гусейнова, М.К. Курамагомедов, 2017
Гусейнова Зиярат Агамирзоевна (guseinovaz@mail.ru), Курамагомедов Магомед Курамагомедович (gorbotsad@mail.ru),

Горный ботанический сад, Дагестанский научный центр РАН, 367001, Российская Федерация, г. Махачкала, ул. М. Га-
джиева, 45.
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Результаты и их обсуждение

По результатам трехлетних наблюдений все виды зарекомендовали себя как устойчивые к местным
климатическим условиям, хорошо переносят длительные периоды жары и недостаток почвенной влаги.
Зимний период переносят хорошо, для них характерно дружное весеннее отрастание. Растения проходят
полный цикл развития, дают устойчивый семенной материал, сохраняют характерный для них габитус
куста.

В условиях интродукции (табл. 1) растения изученных видов формируют значительную надземную
массу, сильно ветвятся и хорошо облиственны в зоне ветвления. Согласно полученным данным наблюда-
ется существенное различие между видами по длине побега. Она варьирует в пределах 104,9–135,9 см и
достигает максимума у N. pannonica. Следует отметить, что изучаемые виды по этому признаку значи-
тельно превосходят встречаемые во флоре Дагестана видов котовника. Так, у широко распространенного
и наиболее продуктивного вида котовника N. grandiflora в условиях интродукции длина побега варьирует
в пределах 64,4–106,6 см (13).

Общее количество узлов на побеге — наиболее стабильный признак для изучаемых видов. Интенсив-
ность ветвления побега можно охарактеризовать двумя связанными друг с другом параметрами: общее
количество узлов и количество узлов без боковых ветвей. Исходя из этого, следует, что наиболее интен-
сивное ветвление характерно для N. pamirica и N. pannonica. При этом длина зоны вегетативных ветвей
на одном уровне для всех видов котовника. Что касается длины зоны генеративных ветвей, то она ко-
леблется в пределах 66,8–98,9 см. Однако в количественном отношении число генеративных ветвей мень-
ше вегетативных. По длине вегетативных ветвей проявляется существенное различие между видами. По
длине соцветия различия проявляются в меньшей степени. Характер изменчивости длины междоузлий
для изучаемых видов имеет свои особенности. Длина междоузлий побегов N. pannonica с 1-го по 10-е
нарастает, затем с 11-го по 16-е то увеличивается, то уменьшается, с 17-го по предпоследнее уменьшает-
ся. Размеры междоузлий для побегов N. pamirica с 1-го по 8-е на одном уровне с 9-го междоузлия идет
уменьшение. Максимум длины междоузлий для N. subsessilis отмечен в 1–4 междоузлиях, с 5-го по 14-е
размеры междоузлия на одном уровне, с 15-го — длина междоузлия уменьшается. По-видимому, в усло-
виях интродукции при выравнивании средовых факторов, различия в изменчивости длины междоузлий,
приобретенные в процессе естественного отбора, в природных условиях сохраняются.

Интегральным показателем жизненного состояния особи является сухая масса. Результаты учета сухой
массы побега (табл. 1) показывают, что по всем видам накопление сухой массы происходит равномерно.
Распределение сухой массы побега по фракциям носит неодинаковый характер. Масса стеблей для всех
видов выше массы листьев, масса соцветий имеет минимальную долю от общей массы побега.

Таблица 1
Средние данные по морфологическим признакам видов котовника (ГЭБ)

№
п/п

Признаки / Виды Nepeta pamirica Nepeta pannonica Nepeta subsessilis

x̄± sx CV, % x̄± sx CV, % x̄± sx CV, %
1. Длина побега, см 104,9 ± 2,52 13,14 135,9± 3,08 12,43 122,8± 1,82 8,12
2. Толщина стебля, мм 6,3± 0,18 15,69 6,5± 0,23 19,59 7,3± 0,17 13,04
3. Число междоузлий, шт. 20,7± 0,60 15,77 25,3± 0,54 11,62 22,2± 0,32 7,87
4. Число вегет. ветвей, шт. 14,6± 0,75 28,13 15,6± 0,63 22,18 11,1± 0,54 26,55
5. Число генер. ветвей, шт. 6,3± 0,35 30,00 10,9± 0,63 31,40 7,7± 0,37 26,07
6. Длина вегет. ветви, см 23,8± 1,93 44,45 14,1± 1,29 50,02 20,0± 1,40 38,45
7. Длина генер. ветви, см 23,8± 1,95 44,83 28,6± 2,30 44,07 28,6± 1,79 34,39
8. Длина соцветия, см 26,7± 2,08 42,74 20,0± 1,32 36,07 24,7± 1,04 23,06
9. Длина зоны вегет. ветвей,

см
38,1± 2,01 28,92 37,1± 2,90 42,84 36,9± 2,17 32,26

10. Длина зоны генер. ветвей,
см

66,8± 3,40 27,87 98,9± 3,12 17,26 85,9± 2,85 18,16

11. Масса листьев, г 4,8± 0,28 33,16 2,3± 0,19 44,75 3,7± 0,16 24,14
12. Масса стеблей, г 6,4± 0,45 38,40 9,2± 0,78 46,52 7,4± 0,38 28,11
13. Масса соцветий, г 0,6± 0,08 70,96 1,1± 0,12 59,80 0,7± 0,08 61,13
14. Масса побега, г 11,8± 0,73 33,88 12,6± 1,00 43,66 11,8± 0,56 25,86

При сравнительном анализе изменчивости учтенных признаков обнаружено, что весовые признаки изу-
ченных видов находятся на высоком уровне изменчивости. Средний уровень изменчивости имеют такие
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признаки, как длина побега, толщина стебля и число междоузлий. Степень варьирования высока по ко-
личеству боковых ветвей на побег и их длине, по длине соцветий и длине зоны боковых ветвей.

Степень изменчивости большинства морфологических признаков генеративного побега в условиях ин-
тродукции у видов различна. Особенно вариабельны такие признаки, как количество междоузлий и генера-
тивных ветвей, длина зоны генеративных ветвей и масса листьев. При регрессионном анализе выяснилось,
что достаточно значимы эти различия по признакам вегетативной сферы, где коэффициент детерминации
для этих признаков колеблется в пределах 12,55–15,46 %.

Помимо общей продуктивности большой интерес представляют данные по облиственности и репродук-
тивному усилию (Re) (табл. 2). Высокая облиственность побега наблюдается у N. pamirica. В данном
случае вклад биомассы в формирование листовой части побега значительный. При низкой облиственно-
сти N. pannonica, равной 18,2 %, для него характерно наиболее высокое репродуктивное усилие. Следует
подчеркнуть, что репродуктивное усилие находится в положительной коррелятивной связи с массой побе-
га, облиственность — не всегда. Так, при одинаковой массе побега (11,8 г) облиственность у N. pamirica и
N. subsessilis разная и составляет 40,7 и 31,3 %, соответственно, а для N. pannonica при большей биомассе
побега (12,6 г) облиственность была намного ниже (18,2 %).

Таблица 2
Облиственность и репродуктивное усилие (Re) видов Nepeta

Виды Происхождение образца Облиственность, % Репродуктивное усилие (Re), %
N. pamirica Италия, Бормио, Giardino

Botanico Aipino ”Rezia”
40,75 5,1

N. pannonica Йошкар-Ола, Ботсад Ма-
рийского ГТУ

18,2 8,7

N. subsessilis Италия, Милан, Giardino
Botanico ”Caplez”

31,3 5,9

Изменчивость по признакам генеративной сферы побега у видов имеет также определенный интерес.
Показатели изменчивости массы 1000 семян представлены в таблице 3. Согласно полученным данным сред-
нее значение весового признака колеблется в пределах 0,441–0,506 г. По коэффициенту вариации масса
семян по видам находится на низком уровне изменчивости. Выявленные в условиях интродукции межви-
довые различия по массе семян, вероятно можно рассматривать как результат приспособления к условиям
интродукции.

Таблица 3
Сравнительная характеристика видов Nepeta по массе 1000 семян

Виды Масса семян, г
x̄± sx CV, %

N. pamirica 0,487± 0,011 5,5
N. pannonica 0,506± 0,007 3,3
N. subsessilis 0,441± 0,013 7,6

Корреляционный анализ, проведенный по морфологическим признакам генеративного побега, показал
наличие положительной корреляционной связи по большинству пар учтенных признаков (табл. 4).

Таблица 4
Коэффициенты корреляции признаков генеративного побега

интродуцированных видов Nepeta

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13.
2. A 0 ,20

B 0,52*
C 0,43*

3. A 0,57* -0,04
B 0,53* 0,53*
C 0,40* 0,03

4. A -0,10 -0,02 0,31
B 0,03 0,21 0,37*
C -0,01 -0,00 0,10
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Окончание табл. 4
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13.

5. A 0,10 0,31 -0,11 -0,38*
B -0,09 0,01 -0,08 -0,08
C 0,35 0,31 0,03 -0,43*

6. A 0,03 0,63* -0,28 -0,15 0,15
B 0,14 0,12 -0,06 -0,14 -0,02
C 0,24 0,51* 0,12 -0,19 0,33

7. A 0,13 0,49* -0,26 -0,56* 0,56* 0,39*
B 0,29 0,36 -0,00 -0,47* -0,10 0,21
C 0,31 0,30 0,20 -0,40* 0,21 0,17

8. A 0,59* 0,26 0,36 -0,33 0,35 0,25 0,53*
B 0,09 -0,03 0,08 -0,23 -0,38* 0,39* 0,44*
C 0,33 0,37* 0,37* 0,05 -0,03 -0,02 0,57*

9. A -0,12 0,09 0,04 0,86* -0,32 0,15 -0,41* -0,35
B 0,46* 0,13 0,45* 0,48* -0,05 -0,34 -0,35 -0,39*
C -0,01 0,11 -0,14 0,63* -0,48* 0,08 -0,25 -0,22

10. A 0,81* 0,10 0,40* -0,58* 0,26 -0,06 0,34 0,64* -0,68*
B 0,60* 0,38* 0,13 -0,37* -0,07 0,43* 0,57* 0,41* -0,42*
C 0,64* 0,19 0,36* -0,49* 0,59* 0,09 0,39* 0,38* -0,77*

11. A 0,14 0,78* -0,05 0,07 0,15 0,77* 0,27 0,22 0,19 -0,01
B 0,36 0,60* 0,43* -0,06 -0,19 0,03 0,33 -0,01 0,20 0,18
C 0,27 0,70* -0,06 -0,05 0,28 0,45* 0,26 0,31 0,05 0,14

12. A 0,50* 0,85* -0,01 -0,22 0,41* 0,64* 0,55* 0,48* -0,08 0,41* 0,76*
B 0,74* 0,72* 0,39* -0,02 0,00 0,23 0,57* 0,08 0,13 0,64* 0,57*
C 0,56* 0,85* -0,02 -0,09 0,50* 0,43* 0,39* 0,29 0,05 0,32 0,70*

13. A 0,34 0,27 0,08 -0,29 0,64* 0,05 0,69* 0,62* -0,35 0,46* 0,20 0,48*
B 0,51* 0,63* 0,34 -0,20 0,04 0,28 0,59* 0,33 -0,28 0,77* 0,31 0,78*
C 0,33 0,50* 0,10 -0,40* 0,51* 0,10 0,57* 0,51* -0,34 0,48* 0,41* 0,64*

14. A 0,40* 0,87* -0,02 -0,14 0,39* 0,70* 0,52* 0,45* 0,02 0,30 0,88* 0,97* 0,49*
B 0,69* 0,76* 0,42* -0,02 -0,02 0,22 0,59* 0,12 0,07 0,65* 0,64* 0,99* 0,81*
C 0,50* 0,85* -0,02 -0,13 0,49* 0,43* 0,42* 0,36 0,00 0,32 0,82* 0,97* 0,70*

Обозначения: A — N. Pamirica, B — N. Pannonica, C — N. Subsessilis; признаки обозначены цифрами
в соответствии с таблицей 1.

По всем трем видам в положительной, значимой на уровне P6 0,05 корреляционной связи находятся:
длина побега — с числом междоузлий, длиной зоны генеративных ветвей, массой стеблей и побега в целом;
толщина стебля — с массой листьев, стеблей и побега; длина генеративной ветви — с длиной соцветия,
массой стеблей, соцветий и побега; длина зоны генеративных ветвей — с массой соцветий; масса листьев
с массой стеблей и побега; масса стеблей — с массой соцветий и побега; масса соцветий с массой побега.
Число вегетативных ветвей в положительной связи с длиной зоны вегетативных ветвей и отрицательной с
длиной генеративных ветвей и зоны генеративных ветвей. Для остальных пар признаков корреляционная
связь слабая или отрицательная и различна по видам.

Выводы

1. В условиях интродукции растения изученных видов формируют значительную массу. По длине
генеративного побега эти виды превосходят широко распространенный и наиболее продуктивный вид
N. grandiflora.

2. Большая часть изученных признаков находится в положительной корреляционной связи между со-
бой.

3. Весовые признаки видов находятся на высоком уровне изменчивости.
4. Результаты исследований дают возможность оценить виды как устойчивые к условиям интродукции

в горной зоне Дагестана, и рекомендовать для выращивания в горной зоне Дагестана.
5. Полученные данные имеют интерес для понимания механизмов приспособительных реакций интро-

дуцентов и могут быть использованы для интродукционного прогнозирования.
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COMPARATIVE ASSESSMENT OF VARIABILITY OF THE
MORPHOLOGICAL TRAITS OF SOME SPECIES OF THE GENUS
NEPETA L. AT INTRODUCTION IN MOUNTAIN CONDITIONS OF

DAGESTAN

Interspecific variability of three species of the genus Nepeta L. (N. pamirica, N. pannonica and N.
subsessilis) was studied with their introduction in the mountainous conditions of Dagestan on the basis of
a complex of morphological features of generative shoot. The evaluation of the examined features revealed
that along the length and mass of the shoot these species superior are widespread and most productive
species N. grandiflora. Weight features of all three species are at a high level of variability. Most of the
traits studied are in a positive correlation with each other. Reproductive effort positively correlates with
the mass of shoot, but the foliage — not always. The results of the studies make it possible to evaluate
the studied species as being resistant to the conditions of introduction, and recommend for cultivation in
the mountainous zone of Dagestan.
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В.А. Калытка1

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ РЕЛАКСАЦИОННОЙ
ПОЛЯРИЗАЦИИ В ДИЭЛЕКТРИКАХ С ВОДОРОДНЫМИ СВЯЗЯМИ

Проводится аналитическое исследование закономерностей релаксационной (объемно-зарядовой) по-
ляризации в диэлектрических материалах класса кристаллов с водородными связями (КВС) в широком
диапазоне температур (1–1500 К) и напряженностей поляризующего поля (100 кВ/м–100 МВ/м) при
частотах переменного поля порядка 1 кГц–10 МГц. Построено обобщенное нелинейное по поляризу-
ющему полю квазиклассическое кинетическое уравнение протонной релаксации, имеющее (в данной
модели) смысл уравнения неразрывности тока протонов, решаемое методом последовательных прибли-
жений путем разложения в бесконечные степенные ряды по степеням параметра сравнения. Установ-
лено, что в области слабых полей (100–1000 кВ/м) и высоких температур (100–250 К) обобщенное
кинетическое уравнение преобразуется к линеаризованному уравнению Фоккера-Планка, а в области
низких (70–100 К) и достаточно высоких (250–450 К) температур проявляются нелинейные поляризаци-
онные эффекты, обусловленные соответственно туннелированием протонов и релаксацией объемного
заряда. При сверхнизких (1–10 К) и сверхвысоких (500–1500 К) температурах в области сильных
полей (10 МВ/м–100 МВ/м) вклад такого рода эффектов в поляризацию существенно усиливается.
Исследуется влияние нелинейностей на времена релаксации для микроскопических актов переходов
протонов через потенциальный барьер.

Ключевые слова: кристаллы с водородными связями (КВС), протонная релаксация и протонная
проводимость, обобщенное нелинейное кинетическое уравнение, уравнение Фоккера-Планка.

Введение
Современный уровень развития материаловедения требует создания материалов с заранее заданными

свойствами с целью их использования в различных отраслях науки и техники. Актуально исследование
широкого спектра физических свойств (электрофизических, магнитных, оптических, механических, теп-
ловых и др.) инструментальных и конструкционных материалов, работающих в экстремальных условиях
(сверхнизкие температуры, сильные электрические поля, высокие и сверхвысокие частоты, интенсивное
лазерное излучение и т.д.). Для выполнения такой программы необходимо проведение комплексных теоре-
тических и экспериментальных исследований нелинейных эффектов возникающих в различных металлах
и их сплавах, полупроводниках и диэлектриках, магнитных материалах под воздействием постоянных и
переменных электромагнитных полей, внешних ультразвуковых и температурных полей, а также иони-
зирующих излучений. Результаты этих работ найдут применение в изоляционной и кабельной технике,
микроэлектронике, оптоэлектронике и лазерной технике, в электрохимических технологиях и альтерна-
тивной энергетике.

Объект исследования в данной работе — кристаллы с водородными связями (КВС) обладают уни-
кальными физическими свойствами, связанными с наличием в их кристаллической структуре водородной
подрешетки и представляют определенный фундаментальный и прикладной научный интерес, как про-
тонные полупроводники и диэлектрики[1].

КВС находят практическое применение в качестве изоляционных материалов для токоотводящих эле-
ментов электрогенераторов ТЭС, тонкопленочных теплоизоляторов на основе органических полимеров и
их композитов [2], элементов памяти ЭВМ, регуляторов параметров лазерного излучения (KDP, DKDP)
[3], топливных элементов в водородной энергетике [4; 5], упрочняющих добавок при изготовлении желе-
зобетонных конструкций и др.

Предмет исследования состоит в построении математической модели протонной релаксации при
нелинейной объемно-зарядовой поляризации в КВС в широком теоретическом диапазоне варьирования тем-

1 c⃝ Калытка В.А., 2017
Калытка Валерий Александрович (kalytka@mail.ru), кафедра ”Энергетические системы”, Карагандинский государствен-

ный технический университет, 100012, Казахстан, г. Караганда, пр. Бульвар Мира, 56.
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ператур (T ≈ 1–1500 К) и напряженностей электрического поля (E0 ≈ 100 кВ/м–100 МВ/м). Электроды
блокирующие [1; 6–10]. Экспериментальный диапазон изменения температуры (T ≈ 70–450 К) включает
температурные области (зоны) квантовых (T ≈ 70–100 К) и термически активируемых (T ≈ 100–250 К)
переходов протонов по водородным связям [1; 6–10]. Физическая модель принимается согласно основопо-
лагающим принципам квазиклассической кинетической теории протонной релаксации в КВС [1].

1. Сравнительный анализ различных теоретических методов
описания протонной релаксации в КВС. Постановка задачи
исследования

На настоящее время теоретическое описание кинетики объемно-зарядовой поляризации КВС проводит-
ся с учетом нелинейных эффектов, связанных с влиянием нелинейностей второго и третьего порядка
по поляризующему полю на параметры спектров термостимулированных токов деполяризации (ТСТД) [6]
и диэлектрических потерь [7; 8]. Эти эффекты в области достаточно высоких температур (T > 250 К)
проявляются в виде нелинейной зависимости амплитуды плотности ТСТД от модуля напряженности элек-
трического поля [1], а в области низких температур (T ≈ 70–100 К), когда основной вклад в релаксацию
вносят квантовые переходы протонов, приводят к отклонению от классических законов дебаевской дис-
персии [8].

Предлагаемые в [1; 8–10] модели протонной релаксации строятся на математическом аппарате приме-
нимом только к определенному экспериментальному интервалу температур, а при отклонении от данного
интервала возникают существенные расхождения между теоретическими и измеренными значениями па-
раметров релаксаторов [6; 9]. Методы [6; 9; 10] не позволяют детально исследовать высокотемпературные
и низкотемпературные максимумы термостимулированного тока и tg δ(T ).

Численный расчет энергии активации протонов в окрестности первых двух (низкотемпературных) мо-
норелаксационных максимумов плотности ТСТД в халькантите CuSO4 ·5H2O (Tmax,1 = 94 К; Tmax,2 = 138
К) [1] и слюде флогопита KMg3 (AlSi3O10) (OH)2 (Tmax,1 = 100 K; Tmax,2 = 130 К) [1] методами [6; 10] да-
ет существенное расхождение между теорией и экспериментом. Так, для халькантита: U0,exp,1 = 0, 07±0, 01
эВ, U0,th,1 = U0,кв,1 = 0, 13 эВ; U0,exp,2 = 0, 11± 0, 01 эВ, U0,th,2 = U0,кв,2 = 0, 21 эВ (таблица на стр. 82 в
[6], таблица 1 на стр. 136 в [10]). Для флогопита: U0,exp,1 = 0, 05 ± 0, 01 эВ, U0,th,1 = U0,кв,1 = 0, 08 эВ;
U0,exp,2 = 0, 17± 0, 02 эВ, U0,th,2 = U0,кв,2 = 0, 2 эВ (таблица 2 на стр. 136 в [10]). В области высокотемпе-
ратурных максимумов Jexp(T ) халькантита (Tmax = 170, 206, 230, 246 К (рисунок 1 на стр. 81 [6], рисунок
3 на стр. 134 в [10])) и флогопита (Tmax = 178, 206, 235, 260 К (рисунок 4 на стр. 135 в [10])) значения
U0,th = U0,кв и U0,exp = U0,э хорошо согласуются, однако амплитуды теоретических максимумов Jmax,th на
2–4 порядка ниже измеренных Jmax,exp. Применение матрицы плотности, в ВКБ-приближении, позволяет
учесть квазидискретность спектра энергий протонов [9] приводит к согласованию величин U0,th = U0,мп и
U0,exp = U0,э при низких температурах, а при высоких температурах, как и следовало ожидать, влияние
квантовых эффектов на значения U0,мп несущественно (таблица на стр. 12 в [9], таблицы 3,4 на стр. 140
в [10]). При этом соотношение Jmax,th и Jmax,exp для всех максимумов практически одинаковое [9].

Недостаток математической модели в [9] состоит в громоздкости формулы для расчета Jth(T ) — вы-
ражения (28), (29) на стр. 10,11 в [9]. Также, при выводе рабочих формул (на стр. 80, 81 в [6]; (26)
на стр. 10 в [9]) не исследованы нелинейные эффекты при объемно-зарядовой поляризации протекаю-
щей в области достаточно высоких температур (T > 250 К). По этой причине теоретические зависимости
Jth(T ) в области седьмого максимума плотности ТСТД (Tmax = 290 К — в халькантите; Tmax = 360 К
— во флогопите [1]) в работах [6; 9] численно рассчитать не удалось. Вероятно, неучтенные в моделях
[6; 9; 10] токи проводимости приводят к колоссальному превышению Jmax,exp над значениями Jmax,th при
температурах T > 250 К.

Таким образом, существующие методы расчета спектров термостимулированных токов в КВС ха-
рактеризуются рядом модельных неточностей и несоответствием между теорией и экспериментом,
как в области низких (T < 100 K), так и в области высоких (T > 100 K) температур.

По результатам прецизионных измерений температурных спектров тангенса угла диэлектрических по-
терь tg δ(T ) в онотском тальке Mg3(Si4O10)(OH)2 и в гипсе CaSO4 · 0, 5H2O, на частоте переменного
электрического поля ν1 = 7 · 106 Гц, обнаружено 4 максимума: в тальке при Tmax = 160 К, 220 К, 265
К, 310 К (рисунок 29 в [1]); в гипсе при Tmax = 145 К, 210 К, 270 К, 320 К (рисунок 28 в [1]). Изме-
рения tg δ(T ) проводились также на частоте ν2 = 12 · 106 Гц [1]. Поскольку экспериментальная энергия
активации вычислялась в [1] по формуле U0,exp =

kBTmax,1Tmax,2

Tmax,2−Tmax,1
ln
(

ω2

ω1

)
, без учета потерь проводимости, в

области высоких температур (четвертый максимум) имеет место существенный разброс значений U0,exp
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(таблица 6 в [1]). Низкотемпературные максимумы tg δ(T ) в КВС (T ≈ 70− 100 К) измерить вообще не
удалось [1].

Теоретические значения энергии активации U0,th,1, вычисленные с помощью кинетической теории, в
линейном приближении теории возмущений [1], попадают в доверительный интервал измеренных значений
U0,exp (таблица 2.1). Низкотемпературную ветвь (T < 100 K) спектра tg δ(T ) методами [1; 10] исследовать
не удалось.

Конечно — разностная схема решения квантового кинетического уравнения [7], в силу громоздкости са-
мого алгоритма численного расчета, не является рациональной в плане оптимизации процедуры сопостав-
ления результатов теории и эксперимента, хотя позволяет исследовать параметры низкотемпературного
максимума (Tmax; tg δ(Tmax)) в зависимости от толщины кристаллического слоя, варьируемого в пределах
от 3 нм до 30 мкм. Вычисленные в [7] при толщине d = 30 мкм энергии активации U0,th,2 согласуются
со значениями U0,th,1 только в области первого максимума (160 К в тальке; 145 К в гипсе), а при более
высоких температурах существенно расходятся (таблица 2.1).

Участок температурного спектра tg δth(T ) при T > 350 K методами [7], как и в [1], рассчитать не
удается.

Таблица 2.1
Энергия активации релаксаторов в онотском тальке и гипсе, рассчитанная с помощью

кинетической теории U0,th,1 [1] и в конечных разностях U0,th,2 [7].
Mg3(Si4O10)(OH)2 CaSO4 · 0, 5H2O

Tmax, К Энергия активации, эВ Tmax, К Энергия активации, эВ
U0,exp U0,th,1 U0,th,2 U0,exp U0,th,1 U0,th,2

160 0, 9± 0, 02 0,87 0,89 145 1, 1± 0, 02 0,95 0,97
220 0, 18± 0, 03 0,15 0,18 210 0, 2± 0, 05 0,13 0,25
265 0, 36± 0, 04 0,33 0,39 270 0, 45± 0, 07 0,43 0,51
310 0, 4± 0, 08 0,35 0,46 320 0, 6± 0, 2 0,45 0,52

Таким образом, существующие методы исследования спектров диэлектрических потерь в КВС ха-
рактеризуются недостаточной разрешающей способностью экспериментальной установки (измеритель
добротности ВУП — 560 [1]) и рядом модельных недоработок при построении теоретических графиков
tg δth(T ) и при вычислении энергии активации U0,th в диапазонах температур T < 100 К и T > 350 K.

Предложенные в [11; 12] способы описания туннельной релаксации протонов являются оценочными и
не раскрывают влияния формы (прямоугольной [1], параболической [8; 10]) и параметров потенциального
барьера на характеристики (амплитуда, температурное положение) теоретических максимумов термости-
мулированного тока и на спектры ε′(ω;T ), ε′′(ω;T ).

В экспериментальном диапазоне варьирования параметров E0 ≈ 105 ÷ 106 В/м, T ≈ 70÷ 450 К, когда
условие малости безразмерного параметра ς0 = qE0a

kBT ≈ 0, 001 ÷ 0, 01 выполняется при любой комбинации
значений E0, T , для описании релаксационной поляризации в КВС в переменном электрическом поле
Epol(t) = E0 · exp(iωt) достаточно нелинейной системы уравнений Фоккера-Планка и Пуассона [1], постро-
енной в первом приближении по малому параметру ζ (x; t) = qE(x;t)a

2kBT < 1 [8; 13]. Решение этой системы

строится путем разложения в степенные ряды по степеням другого малого параметра γ =
µ
(1)
mob·aE0

D
(0)
diff

= ς0 ·

· A(1)

A(0 < 1 [10; 13]. Коэффициенты A(0), A(1) из разложения A
(±)
i,j ≈ A(0) ∓ A(1) · ζi,j , где ζi,j =

|∆Ui,j |
kBT ≪ 1

[1; 13], рассчитаны для моделей прямоугольного [1] и параболического потенциального барьера [10] и
удовлетворяют условию A(1)

A(0) 6 1 [13]. Так, согласно формулам (28) и (10.1), (10.2) из [13]

γ(T ) =
qaE0

kBT
·

exp
(
− U0

kBT

)
+
⟨
D(1)

⟩
exp

(
− U0

kBT

)
+
⟨
D(0)

⟩
 . (1.1)

При этом, в диапазоне температур T ≈ 100÷ 250 К, когда диэлектрическая релаксация в КВС опре-
деляется, в основном, термически активируемыми (классическими) переходами протонов и, в силу (1.1)

γ → γtherm = qaE0

kBT · A
(1)
therm

A
(0)
therm

= qaE0

kBT ≈ 10−3 ÷ 10−2, результаты линейного приближения по параметру γ [1]

хорошо согласуются с экспериментом [6; 9].
В области низких температур (T ≈ 70 ÷ 100 К) актуален вопрос об исследовании нелинейностей,

обусловленных влиянием туннельных переходов протонов на недебаевские закономерности поведения ча-
стотно-температурных спектров комплексной диэлектрической проницаемости (КДП) [13]. При этом зна-
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чения

γ → γtunn =
qaA

(1)
tunnE0

kBT ·A(0)
tunn

=
qaE0

kBT
·
⟨
D(1)

⟩⟨
D(0)

⟩ (1.2)

существенно возрастают γtunn ≈ 10−2÷10−1 и, при решении кинетического уравнения [1] , в продолжение
линейной теории [1], должны учитываться члены более высокого (начиная со второго) порядка теории
возмущений. Эта задача, в принципе, решена в третьем приближении по параметру γ [13; 14], однако в
[14] кинетические коэффициенты вычисляются без учета прозрачности потенциального барьера, а в [13]
не исследованы теоретические спектры ε′(ω;T ), ε′′(ω;T ).

Цель данной работы состоит в построении и исследовании схемы аналитического решения обобщен-
ного нелинейного по полю кинетического уравнения, описывающего механизм релаксационной (объемно-
зарядовой) поляризации в КВС в широком диапазоне температур (T = 1− 1500 К) при напряженностях
поляризующего поля E0 ≈ 105 ÷ 108 В/м.

Физическую модель протонной релаксации принимаем согласно [1; 10]. По предложенной в [15] схеме,
применительно к модели невырожденного протонного газа в КВС [10], численная оценка корреляторов
(формулы (47), (48) в [15]) неравновесного распределения (формула (51) в [15]) протонов в электрическом
поле, в области высоких температур (350–450 K) дает пренебрежительно малый параметр протон-фонон-
ного взаимодействия α2 ·

√
β~ω0 ≡ α2 ·

√
hν0

kBT ≈ 0, 005·α2 (в силу (79) из [15]). В области низких температур
(70–100 K) соответственно α2 · β~ω0 ≈ 0, 05 · α2 (в силу (83) из [15]). При этом α2 ≪ 1 [15]. Поскольку в
области сверхнизких температур (4-25 K), когда α2 · β~ω0 ≈ (0, 1÷ 1) · α2, расчет параметра α2 представ-
ляет собой отдельную задачу, для упрощения математической модели, протон-фононное взаимодействие,
как и в [1; 6; 9; 10], формально учитывать не будем, а влияние температуры на релаксацию протонной
подсистемы закладываем в выражения для кинетических коэффициентов A(0),A(1) [13].

Протон-протонное взаимодействие, из-за малой равновесной концентрации протонов n0 ≈ 1017 ÷ 1021

м−3, также не учитываем [10].

2. Исследование нелинейного кинетического уравнения протонной
релаксации

В общем случае, кинетическое уравнение электропереноса протонов по водородным связям (уравнение
баланса числа частиц (протонов) в потенциальных ямах) имеет вид [1]

∂ni

∂t
= A

(−)
i−1,ini−1 +A

(+)
i+1,ini+1 −

(
A

(+)
i,i−1 +A

(−)
i,i+1

)
ni (2.1)

где ni−1, ni, ni+1 — концентрация релаксаторов (протонов) в стационарных состояниях (потенциальных
ямах) номера (i−1), (i), (i+1); A(±)

i,j — скорость вероятности перехода протона между состояниями (i, j)

в направлении по полю A
(−)
i,j , или против поля A

(+)
i,j соответственно [1].

В области сверхнизких температур (T ≈ 1 ÷ 10 К) и слабых полей (E0 ≈ 100 − 1000 кВ/м), высоких
температур (T ≈ 500 ÷ 1500 К) и сильных полей (E0 ≈ 10 − 100 МВ/м), когда работает условие ς0 =

= qE0a
kBT ≈ 0, 01÷1, первого приближения по параметру ζ(x; t) = qE(x;t)a

2kBT < 1, при решении уравнения (2.1),

недостаточно. В этом случае расчет кинетических коэффициентов A
(±)
i,j будем проводить с помощью

разложений в бесконечные ряды по степеням параметра ζi,j =
|∆Ui,j |
kBT < 1, где |∆Ui;j | ≈ qEia

2 [1; 10; 13].

В этом случае влияние туннелирования на параметр γtunn(T ) = ς0(T ) ·
⟨D(1)(T )⟩
⟨D(0)(T )⟩ в (1.2) усиливается. Тогда

A
(±)
i,j (|∆Ui,j(x; t)| ;T ) =

∞∑
l=0

(∓1)l

l!
· ζli,j(x; t) ·A(l)(T ). (2.2)

Коэффициенты A(l)(T ) формально совпадают с результатом из [8]

A(l)(T ) =
ν0
2

(
exp(−X) +

⟨
D(l)

⟩)
,
⟨
D(l)

⟩
=

Λl exp(−Λ)−X l exp(−X)

X l−1(X − Λ)
, (2.3)

где X = U0

kBT , Λ = πδ0
√
mU0

~
√
2

; U0 — энергия активации (высота потенциального барьера); ν0 — линейная ча-
стота собственных колебаний протонов в невозмущенной потенциальной яме; δ0 — ширина потенциального
барьера; m — масса протона.

На основании (2.2), с учетом |∆Ui;i±1| ≈ qEia
2 , |∆Ui±1;i| ≈ qEi±1a

2 [1], находим

A
(−)
i−1;i =

∞∑
l=0

1

l!
·
(

qa

2kBT

)l

·A(l) · El
i−1, A

(+)
i+1;i =

∞∑
l=0

(−1)l

l!
·
(

qa

2kBT

)l

·A(l) · El
i+1, (2.4)



Математическое описание нелинейной релаксационной поляризации... 75

A
(−)
i;i+1 =

∞∑
l=0

1

l!
·
(

qa

2kBT

)l

·A(l) · El
i, A

(+)
i;i−1 =

∞∑
l=0

(−1)l

l!
·
(

qa

2kBT

)l

·A(l) · El
i. (2.5)

Подстановка (2.4), (2.5) в (1.2) дает

∂ni

∂t
=

∞∑
l=0

1

l!
·
(

qa

2kBT

)l

A(l) ·
[
ni−1E

l
i−1 + ni+1(−1)lEl

i+1

]
−

−2
∞∑
l=0

1

(2l)!
·
(

qa

2kBT

)2l

A(2l) · niE2l
i =

=
∞∑
l=0

1

(2l)!
·
(

qa

2kBT

)2l

A(2l) ·
[
ni−1E

2l
i−1 − 2niE

2l
i + ni+1E

2l
i+1

]
+

+
∞∑
l=0

1

(2l + 1)!
·
(

qa

2kBT

)2l+1

A(2l+1) ·
[
ni−1E

2l+1
i−1 − ni+1E

2l+1
i+1

]
. (2.6)

Применяя к (2.6) конечно-разностные схемы

ni−1E
2l
i−1 + ni+1E

2l
i+1 − 2niE

2l
i

a2
→ ∂2

∂x2
(
niE

2l
i

)
,

ni−1E
2l+1
i−1 − ni+1E

2l+1
i+1

a → −2 ∂
∂x

(
niE

2l+1
i

)
,

(2.7)

имеем
∂ni

∂t
= a2

∂2

∂x2

[ ∞∑
l=0

1

(2l)!
·
(

qa

2kBT

)2l

A(2l)
(
niE

2l
i

)]
−

− ∂

∂x

[ ∞∑
l=0

2

(2l + 1)!
·
(

qa

2kBT

)2l+1

A(2l+1)
(
niE

2l+1
i

)]
,

откуда, с помощью тождеств

A
(−)
i,i+1 +A

(+)
i,i−1

2
=

∞∑
l=0

1

(2l)!
·
(
qaEi

2kBT

)2l

·A(2l),

A
(−)
i,i+1 −A

(+)
i,i−1

2
=

∞∑
l=0

1

(2l + 1)!
·
(
qaEi

2kBT

)2l+1

·A(2l+1)

получим
∂ni

∂t
= a2

∂2

∂x2

(
A

(−)
i,i+1 +A

(+)
i,i−1

2
· ni

)
− a

∂

∂x

((
A

(−)
i,i+1 −A

(+)
i,i−1

)
· ni
)
. (2.8)

Опуская в (2.8) индекс ”i” переходим к обобщенному нелинейному по полю E(x; t) кинетическому урав-
нению

∂n

∂t
=

∂2

∂x2
(Ddiff (x; t) · n(x; t))−

∂

∂x
(vmob(x; t) · n(x; t)) . (2.9)

В (2.9) приняты обозначения

Ddiff (x; t) = a2
A(−) +A(+)

2
, vmob(x; t) = a

(
A(−) −A(+)

)
, (2.10)

A(∓)(x; t) = A(0) +
∞∑
l=1

(±1)l

l!
·
(
|∆U(x; t)|
kBT

)l

·A(l). (2.11)

В (2.11) |∆U(x; t)| = qE(x;t)a
2 — обусловленное электрическим полем E(x; t) приращение потенциальной

энергии протона при его переходе через потенциальный барьер, при условии |ζ(x; t)| =
∣∣∣∆U(x;t)

kBT

∣∣∣ < 1.

На основании (2.10), (2.11), используя коэффициенты D
(2l)
diff = a2 ·A(2l), µ(2l+1)

mob = qa2A(2l+1)

kBT , имеем

Ddiff (x; t) =
∞∑
l=0

1

(2l)!
·D(2l)

diff ·
(
∆U(x; t)

kBT

)2l

,

vmob(x; t) =

∞∑
l=0

1

(2l + 1)!
· µ(2l+1)

mob ·
(
∆U(x; t)

kBT

)2l

· E(x; t). (2.12)
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В (2.12) vmob(x; t) = µmob(x; t) · E(x; t), µmob(x; t) =
∞∑
l=0

1
(2l+1)! · µ

(2l+1)
mob ·

(
∆U(x;t)
kBT

)2l
.

Обозначая z(x; t) = E(x;t)
E0

, ζ0 = qE0a
2kBT < 1, преобразуем (2.12)

Ddiff (x; t) =
∞∑
l=0

1

(2l)!
·D(2l)

diff · ζ2l0 · z2l(x; t),

vmob(x; t) = E0

∞∑
l=0

1

(2l + 1)!
· µ(2l+1)

mob · ζ2l0 · z2l+1(x; t). (2.13)

Уравнение Пуассона запишем в виде [1; 10]

∂z(x; t)

∂x
=

q

ε0ε∞E0
· ρ(x; t). (2.14)

В (2.14) ρ(x; t) = n(x; t)− n0 есть концентрация протонов избыточная над их равновесной концентрацией

n0; ε∞ — высокочастотная диэлектрическая проницаемость. Граничное условие
d∫
0

E(x; t)dx = V0 · exp(iωt),

где V0 = E0d, ω — амплитуда и круговая частота ЭДС, d — толщина кристалла [1], представим в форме
d∫

0

z(x; t)dx = d · exp(iωt). (2.15)

Уравнение (2.9) преобразуется к одномерному уравнению неразрывности

q
∂n

∂t
+
∂j⃗x
∂x

= 0. (2.16)

В (2.16) плотность тока

j⃗x(x; t) = q

{
vmob(x; t) · n(x; t)−

∂

∂x
(Ddiff (x; t) · n(x; t))

}
(2.17)

В начальный момент времени [1; 10]
n(x; 0) = n0. (2.18)

Для модели блокирующих электродов j⃗x(0; t) = j⃗x(d; t) = 0 [1], согласно (2.17), имеем

[vmob(x; t) · n(x; t)]|x={0;d} =

[
∂

∂x
(Ddiff (x; t) · n(x; t))

]∣∣∣∣
x={0;d}

. (2.19)

В общем случае, преобразуем (2.9), (2.18), (2.19) к виду

∂ρ

∂t
=

∂2

∂x2
(Ddiff (x; t) · ρ(x; t))−

∂

∂x
(vmob(x; t) · ρ(x; t))+

+n0
∂2Ddiff (x; t)

∂x2
− n0

∂vmob(x; t)

∂x
, (2.20)

ρ(x; 0) = 0, (2.21)[
vmob(x; t) · ρ(x; t)−

∂

∂x
(Ddiff (x; t) · ρ(x; t))

]∣∣∣∣
x={0;d}

=

= n0

(
∂

∂x
(Ddiff (x; t) · ρ(x; t))− vmob(x; t)

)∣∣∣∣
x={0;d}

. (2.22)

Решение уравнения (2.20 ) будем строить методом последовательных приближений, в виде бесконечных
рядов по степеням параметра сравнения ζ0

ρ(x; t) =
∞∑
k=0

ρ(k)(x; t) · ζk0 . (2.23)

Подставляя (2.12), (2.13) и (2.23) в (2.20), с учетом (2.14), имеем
∞∑
k=0

ζk0 · ∂ρ
(k)

∂t
=
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=
∞∑

m=0

∞∑
l=0

A(2l)

{
1

(2l)!
· ∂

2

∂ξ2

(
ρ(m)z2l

)
−

E0µ
(2l+1)
mob a

D
(2l)
diff (2l + 1)!

· ∂
∂ξ

(
ρ(m)z2l+1

)}
ζ2l+m
0 +

+
qan0

ε0ε∞E0

∞∑
m=0

∞∑
l=0

A(2l)

{
1

(2l)!
· 2l ·

[
qa(2l − 1)

ε0ε∞E0
z2(l−1) · ρ(m) · ρ(x; t) + z2l−1 ∂ρ

(m)

∂ξ

]
−

− 1

(2l + 1)!
(2l + 1)z2lρ(m)µ

(2l+1)
mob aE0

D
(2l)
diff

}
ζ2l+m
0 . (2.24)

Пренебрегая в (2.24) слагаемым порядка ρ(m) · ρ(x; t) и вводя обозначения γ(2l+1) =
E0µ

(2l+1)
mob a

D
(2l)
diff

, ϕ =

= qa
ε0ε∞E0

, θ(2l+1) = n0ϕγ
(2l+1), ξ = x

a , получим
∞∑
k=0

ζk0 · ∂ρ
(k)

∂t
=

∞∑
m=0

∞∑
l=0

A(2l)

{
1

(2l)!
· ∂

2

∂ξ2

(
ρ(m)z2l

)
−

− 1

(2l + 1)!
· γ(2l+1) ∂

∂ξ

(
ρ(m)z2l+1

)}
ζ2l+m
0 +

+
∞∑

m=0

∞∑
l=0

A(2l)

{
1

(2l)!
· 2l · ϕn0 · z2l−1 ∂ρ

(m)

∂ξ
−

− 1

(2l + 1)!
(2l + 1)θ(2l+1)z2lρ(m)

}
ζ2l+m
0 . (2.25)

На основании (2.25 ), при четных значениях номера k = 2l +m = 2s, s = 0, 1, 2, 3, ..., имеем

∂ρ(2s)

∂τ (0)
=

s∑
l=0

A(2l)

A(0)

{
1

(2l)!
· ∂

2

∂ξ2

(
ρ(2(s−l))z2l

)
− 1

(2l + 1)!
· γ(2l+1) ∂

∂ξ

(
ρ(2(s−l))z2l+1

)
+

+
2l

(2l)!
· ϕn0 · z2l−1 ∂ρ

(2(s−l))

∂ξ
− 2l + 1

(2l + 1)!
· θ(2l+1)z2lρ(2(s−l))

}
, (2.26)

а при нечетных значениях номера k = 2l +m = 2s+ 1 соответственно

∂ρ(2s+1)

∂τ (0)
=

s∑
l=0

A(2l)

A(0)

{
1

(2l)!
· ∂

2

∂ξ2

(
ρ(2(s−l)+1)z2l

)
−

− 1

(2l + 1)!
· γ(2l+1) ∂

∂ξ

(
ρ(2(s−l)+1)z2l+1

)
+

+
2l

(2l)!
· ϕn0 · z2l−1 ∂ρ

(2(s−l)+1)

∂ξ
− 2l + 1

(2l + 1)!
· θ(2l+1)z2lρ(2(s−l)+1)

}
. (2.27)

В (2.26), (2.27) используется безразмерное время τ (0) = A(0)t.
Из (2.21), с учетом (2.23), пишем

ρ(2s)(ξ; 0) = 0, ρ(2s+1)(ξ; 0) = 0. (2.28)

Подставляя (2.12), (2.13) и (2.23) в (2.22), с учетом (2.14), получим[ ∞∑
l=0

∞∑
m=0

[
E0

1

(2l + 1)!
µ
(2l+1)
mob ·

(
z2l+1 · ρ(m)

)
− 1

(2l)!
·D(2l)

diff · ∂
∂x

(
z2l · ρ(m)

)]
ζ2l+m
0 −

−n0
∞∑
l=0

∞∑
m=0

q

ε0ε∞E0
· 1

(2l)!
·D(2l)

diff · 2lz2l−1 · ρ(m) · ζ2l+m
0 +

+ n0E0

∞∑
l=0

1

(2l + 1)!
µ
(2l+1)
mob · z2l+1ζ2l0

]∣∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.29)

Далее имеем [ ∞∑
l=0

∞∑
m=0

D
(2l)
diff

[
1

(2l + 1)!
· γ(2l+1)

(
z2l+1 · ρ(m)

)
− 1

(2l)!
· ∂
∂ξ

(
z2l · ρ(m)

)
−

− 1

(2l)!
· n0ϕ · 2lz2l−1 · ρ(m)

]
ζ2l+m
0 +
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+n0

∞∑
l=0

D
(2l)
diff

1

(2l + 1)!
· γ(2l+1) · z2l+1ζ2l0

]∣∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.30)

На основании (2.30), при четных значениях номера k = 2l +m = 2s, s = 0, 1, 2, 3, ..., имеем[
s∑

l=0

D
(2l)
diff

[
1

(2l + 1)!
· γ(2l+1)

(
z2l+1 · ρ(2(s−l))

)
− 1

(2l)!
· ∂
∂ξ

(
z2l · ρ(2(s−l))

)
−

− 1

(2l)!
· n0ϕ · 2lz2l−1 · ρ(2(s−l))

]
ζ2s0 +

+ n0

s∑
l=0

D
(2l)
diff

1

(2l + 1)!
· γ(2l+1) · z2l+1ζ2l0

]∣∣∣∣∣
x={0;d}

= 0, (2.31)

а при нечетных значениях номера k = 2l +m = 2s+ 1 соответственно[
s∑

l=0

D
(2l)
diff

[
1

(2l + 1)!
· γ(2l+1)

(
z2l+1 · ρ(2(s−l)+1)

)
− 1

(2l)!
· ∂
∂ξ

(
z2l · ρ(2(s−l)+1)

)
−

− 1

(2l)!
· n0ϕ · 2lz2l−1 · ρ(2(s−l)+1)

]
ζ2s+1
0 +

+ n0

s∑
l=0

D
(2l)
diff

1

(2l + 1)!
· γ(2l+1) · z2l+1ζ2l0

]∣∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.32)

На основании (2.26), (2.27), (2.28), (2.31), (2.312), в ”нулевом” приближении по параметру ζ0, принимая
k = 2l +m = 0, l = 0, m = 0, имеем

∂ρ(0)

∂τ (0)
=

∂2

∂ξ2

(
ρ(0)

)
− γ(1)

∂

∂ξ

(
ρ(0)z

)
− θ(1)ρ(0), (2.33)

ρ(0)(ξ; 0) = 0,

[
γ(1)

(
z · ρ(0)

)
− ∂ρ(0)

∂ξ
+ n0 · γ(1) · z

]∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.34)

В первом приближении по параметру ζ0, соответственно k = 2l +m = 1, l = 0, m = 1,

∂ρ(1)

∂τ (0)
=

∂2

∂ξ2

(
ρ(1)

)
− γ(1)

∂

∂ξ

(
ρ(1)z

)
− θ(1)ρ(1), (2.35)

ρ(1)(ξ; 0) = 0,

[(
γ(1)(z · ρ(1))− ∂ρ(1)

∂ξ

)
ζ0 + n0 · γ(1) · z

]∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.36)

Очевидно, что выражение (2.35 ) определяет функцию ρ̃(1) = ρ(1)ζ0. При этом выполняется равенство
ρ̃(1) = ρ(0).

Во втором приближении k = 2l +m = 2, l = 0, m = 2;l = 1, m = 0

∂ρ(2)

∂τ (0)
=

∂2

∂ξ2

(
ρ(2)

)
− γ(1)

∂

∂ξ

(
ρ(2)z

)
− θ(1)ρ(2) +

A(2)

A(0)
×

×
[
1

2
· ∂

2

∂ξ2

(
ρ(0)z2

)
− 1

3!
· γ(3) ∂

∂ξ

(
ρ(0)z3

)
+ ϕn0 · z

∂ρ(0)

∂ξ
− 1

2
· θ(3)z2ρ(0)

]
, (2.37)

ρ(2)(ξ; 0) = 0,

[
D

(0)
diff

[
γ(1)

(
z · ρ(2)

)
− ∂ρ(2)

∂ξ

]
ζ20 + n0 · γ(1) · z +

+D
(2)
diff

[
1

3!
· γ(3)

(
z3 · ρ(0)

)
− 1

2!
· ∂
∂ξ

(
z2 · ρ(0)

)
− 2

2!
· n0ϕ · z · ρ(0)

]
ζ20+

+
1

3!
n0 · γ(3) · z3 · ζ20

]∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.38)

Очевидно, что выражение (2.37) определяет функцию ρ̃(2 = ρ(2)ζ20 . При этом, в (2.38 ) используются
обозначения ρ(0)ζ20 = ρ̃(1)ζ0 и n0 · γ(3) · z3 · ζ20 .

В третьем приближении по параметру ζ0, k = 2l +m = 3, l = 0, m = 3; l = 1, m = 1,

∂ρ(3)

∂τ (0)
=

∂2

∂ξ2

(
ρ(3)

)
− γ(1)

∂

∂ξ

(
ρ(3)z

)
− θ(1)ρ(3) +

A(2)

A(0)
×
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×
[
1

2
· ∂

2

∂ξ2

(
ρ(1)z2

)
− 1

3!
· γ(3) ∂

∂ξ

(
ρ(1)z3

)
+ ϕn0 · z

∂ρ(1)

∂ξ
− 1

2
· θ(3)z2ρ(1)

]
, (2.39)

ρ(3)(ξ; 0) = 0,

[
D

(0)
diff

[
γ(1)

(
z · ρ(3)

)
− ∂ρ(3)

∂ξ

]
ζ30 + n0 · γ(1) · z +

+D
(2)
diff

[
1

3!
· γ(3)

(
z3 · ρ(1)

)
− 1

2!
· ∂
∂ξ

(
z2 · ρ(1)

)
− 2

2!
· n0ϕ · z · ρ(1)

]
ζ30+

+
1

3!
n0 · γ(3) · z3 · ζ20

]∣∣∣∣
x={0;d}

= 0. (2.40)

Выражение (2.39) определяет функцию ρ̃(3 = ρ(3ζ30 . При этом, в (2.40) используются n0 ·γ(1) · z и ρ(1)ζ30 =
= ρ̃(1)ζ20 , n0 · γ(3) · z3 · ζ20 .

В последующих приближениях по параметру ζ0:
1) k = 2l+m = 4, l = 0, m = 4, l = 1, m = 2; l = 2, m = 0 определяет функцию ρ̃(4) = ρ(4)ζ40 с помощью

n0 · γ(1) · z, ρ(2)ζ40 = ρ̃(2)ζ20 , n0 · γ(3) · z3 · ζ20 и ρ(0)ζ40 = ρ̃(1)ζ30 , n0 · γ(5) · z5 · ζ40 ;
2) k = 2l+m = 5, l = 0, m = 5, l = 1, m = 3, l = 2, m = 1 определяет функцию ρ̃(5) = ρ(5)ζ50 с помощью

n0 · γ(1) · z, ρ(3)ζ50 = ρ̃(3)ζ20 , n0 · γ(3) · z3 · ζ20 и ρ(1)ζ50 = ρ̃(1)ζ40 , γ(5) · z5 · ζ40 ;
3) k = 2l+m = 6, l = 0, m = 6, l = 1, m = 4, l = 2, m = 2,l = 3, m = 0 определяет функцию ρ̃(6) = ρ(6)ζ60

с помощью n0 ·γ(1) ·z, ρ(4)ζ60 = ρ̃(4)ζ20 , n0 ·γ(3) ·z3 ·ζ20 , ρ(2)ζ60 = ρ̃(2)ζ40 , γ(5) ·z5 ·ζ40 и ρ(0)ζ60 = ρ̃(1)ζ60 , γ(7) ·z7 ·ζ60 ;
4) k = 2l+m = 7, l = 0, m = 7, l = 1, m = 5, l = 2, m = 3,l = 3, m = 1 определяет функцию ρ̃(7) = ρ(7)ζ70

с помощью n0 ·γ(1) ·z, ρ(5)ζ70 = ρ̃(5)ζ20 , n0 ·γ(3) ·z3 · ζ20 , ρ(3)ζ70 = ρ̃(3)ζ40 , γ(5) ·z5 · ζ40 и ρ(1)ζ70 = ρ̃(1)ζ60 , γ(7) ·z7 · ζ60
и т.д.

В приближении четного порядка k = 2l +m = 2s по параметру ζ0,

l = 0, m = 2s, l = 1, m = 2(s− 1), l = 2, m = 2(s− 2), l = 3, m = 2(s− 3),

l = 4, m = 2(s− 4), . . . , l = l, m = 2(s− l), . . . , l = s, m = 0,

функция ρ̃(2s) = ρ(2s)ζ2s0 определяется с помощью

n0 · γ(1) · z,

ρ(2(s−1))ζ2s0 = ρ̃(2(s−1))ζ20 , n0 · γ(3) · z3 · ζ20 , ρ(2(s−2))ζ2s0 = ρ̃(2(s−2))ζ40 , γ
(5) · z5 · ζ40 ,

ρ(2(s−3))ζ2s0 = ρ̃(2(s−3)) · ζ60 , γ(7) · z7 · ζ60 , ρ(2(s−4))ζ2s0 = ρ̃(2(s−4)) · ζ80 , γ(9) · z9 · ζ80 , . . . ,
ρ(2(s−l))ζ2s0 = ρ̃(2(s−l)) · ζ2l0 , γ(2l+1) · z(2l+1) · ζ2l0 , . . . ,

ρ(0)ζ2s0 = ρ̃(1) · ζ2s−1
0 , γ(2s+1) · z(2s+1) · ζ2s0 . (2.41)

В приближении нечетного порядка k = 2l +m = 2s+ 1 по параметру ζ0,

l = 0, m = 2s+ 1, l = 1, m = 2(s− 1) + 1,

l = 2, m = 2(s− 2) + 1, l = 3, m = 2(s− 3), l = 4,

m = 2(s− 4), . . . , l = l, m = 2(s− l), . . . , l = s, m = 0

функция ρ̃(2s+1) = ρ(2s+1)ζ2s+1
0 определяется с помощью

n0 · γ(1) · z,

ρ(2(s−1)+1)ζ2s+1
0 = ρ̃(2(s−1)+1)ζ20 , n0 · γ(3) · z3 · ζ20 , ρ(2(s−2)+1)ζ2s+1

0 =

= ρ̃(2(s−2)+1)ζ40 , γ
(5) · z5 · ζ40 ,

ρ(2(s−3)+1)ζ2s0 = ρ̃(2(s−3)+1) · ζ60 , γ(7) · z7 · ζ60 , ρ(2(s−4)+1)ζ2s+1
0 =

= ρ̃(2(s−4)+1) · ζ80 , γ(9) · z9 · ζ80 , . . . ,
ρ(2(s−l)+1)ζ2s+1

0 = ρ̃(2(s−l)+1) · ζ2l0 , γ(2l+1) · z(2l+1) · ζ2l0 , . . . ,
ρ(0)ζ2s+1

0 = ρ̃(1) · ζ2s0 , γ(2s+1) · z(2s+1) · ζ2s0 . (2.42)

Для полного описания схемы решения кинетического уравнения (2.20) представим (2.14), (2.15) в виде

∂z(ξ; τ (0))

∂ξ
= ϕρ(ξ; τ (0)),

d
a∫

0

z(ξ; τ (0))dξ =
d

a
· exp

(
iωτ (0)

A(0)

)
. (2.43)

Непосредственная реализация данной схемы, в виде аналитических функций ρ̃(2s)(ξ; τ (0)) = ρ(2s)(ξ; τ (0)) ·
· ζ2s0 , ρ̃(2s+1)(ξ; τ (0)) = ρ(2s+1)(ξ; τ (0)) · ζ2s+1

0 , выходит за пределы данной работы и будет выполнена в
дальнейшем.
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3. Влияние нелинейностей на время релаксации

Выражения (2.10), (2.12) позволяют представить время релаксации для микроскопических актов пе-
реходов протонов через потенциальный барьер

τ(T ) =
1

Ω(x; t)
, Ω(x; t) =

Ddiff (x; t)

a2
, (3.1)

где Ω(x; t) — средняя частота переходов, в виде

τ(T ) =
1

A(0)(T ) +
∞∑
l=1

1
(2l)! · (

qa
2kBT )

2l ·A(2l) · E2l(x; t)
. (3.2)

Дальнейшее исследование выражения (3.2) будем строить относительно критической температуры Tmov =

= ~
√
2U0

πδ0kB

√
mU0

[8], разделяющей температурные области (зоны) туннельных (T < Tmov, X > Λ) и термически
активируемых (T > Tmov, X < Λ) переходов протонов. Так, принимая для низкотемпературных максиму-
мов плотности ТСТД халькантита U0 = 0, 07 эВ [1], для флогопита U0 = 0, 05 эВ [1], при δ0 = 0, 85 ·10−10

м [10], получаем соответственно: Tmov,chalcanthite ≈ 99 К, Tmov,ph log opite ≈ 83 К.
В области температур T ≪ Tmov, Λ

X = πδ0kBT
√
m

~
√
2U0

≪ 1 и A(2l) → A
(2l)
tunn = ν0

2

⟨
D(2l)

⟩
, формула (3.2), в

пределе, дает

τ(T ) → τtunn(T ) =
2

ν0

[⟨
D(0)

⟩
+

∞∑
l=1

1
(2l)! ·

(
∆U
kBT

)2l
·
⟨
D(2l)

⟩] , (3.3)

откуда, в силу
⟨
D(2l)

⟩
≈ Λ2l

X2l(1− Λ
X )

exp(−Λ), имеем

τtunn(T ) ≈
2
(
1− Λ

X

)
· exp(Λ)

ν0

[
1 +

∞∑
l=1

1
(2l)! ·

(
Λ∆U

U0

)2l] , (3.4)

и, при условии Λ∆U
U0

≪ 1,

τtunn(T ) ≈
2
(
1− Λ

X

)
· exp(Λ)

ν0ch
(

Λ·∆U
U0

) . (3.5)

При сверхнизких температурах, когда Λ
X → 0, из (3.5)

τtunn(T ) →
2 · exp(Λ)

ν0
. (3.6)

Выражение (3.5) указывает на слабую зависимость времени релаксации от температуры в области туннель-
ных переходов (T ≪ Tmov), а выражение (3.6) позволяет утверждать, что вблизи температуры абсолютно-
го нуля время релаксации есть функция только параметров релаксаторов и параметров потенциального
рельефа, заложенных в параметре Λ.

Формула (3.3), с учетом (2.2), преобразуется к виду

τ(T ) =
2

ν0

(
exp

(
− U0

kBT

)
· ch

(
∆U
kBT

)
+

exp(−Λ)·ch
(

Λ·∆U
U0

)
−exp

(
− U0

kBT

)
·ch

(
∆U
kBT

)
1−ΛkBT

U0

) , (3.7)

откуда, в нулевом приближении по полю (∆U = 0), в области низких температур
(

ΛkBT
U0

≪ 1
)
, очевидно

τ (0)(T ) ≈
2
(
1−Λ·kBT

U0

)
ν0

· eΛ, а при сверхнизких температурах имеем τ (0)(0) → 2
ν0

· eΛ, что согласуется с (3.5),
(3.6).

Из (3.3), с учетом (2.2), очевидно

τ(T ) =

[
1

τ (0)(T
+

∞∑
l=1

1

(2l)!
·
(

qa

2kBT

)2l

· 1

τ (2l)(T )
· E2l(x; t)

]−1

. (3.8)

В (3.8)

τ (2l)(T ) =
2

ν0

[
exp(−X) +

(
Λ
X

)2l
exp(−Λ)− exp(−X)

1− Λ
X

]−1

. (3.9)
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Принимая в (3.9) Λ
X ≪ 1, приближенно имеем τ (2l)(T ) → 2

ν0
·
[
( Λ

X )
2l·exp(−Λ)

1− Λ
X

]−1

, откуда, в пределе Λ
X → 0,

начиная с порядка 2l = 2, τ (2l)(0) → ∞. Исключение представляет случай 2l = 0, τ (0)(0) → 2
ν0

· exp(Λ).
Тогда, из (3.8) имеем τ(0) → τ(0)(0)

ch
(

Λ·∆U
U0

) , что согласуется с выражениями (3.5), (3.6)

τtunn(T ) ≈
τ (0)(0) ·

(
1− Λ

U0
· kBT

)
ch
(

Λ·∆U
U0

) . (3.10)

Выводы

1 . Из сравнительного анализа существующих методов теоретического описания релаксационной поля-
ризации в КВС установлено, что феноменологическая модель [1; 10], построенная в линейном приближе-
нии по параметру ζ(x; t) = qE(x;t)a

2kBT < 1 [1; 13], ограничена по поляризующему полю (E0 ≈ 100−1000 кВ/м)
и температуре (T ≈ 70÷ 250 К) и применима, для сравнения с экспериментом, в интервале значений па-
раметра ς0 = qE0a

kBT ≈ 0, 001÷ 0, 01. При температурах T ≈ 100÷ 250 К линейное приближение по малому
параметру γ [1] хорошо согласуется с экспериментом [6; 9], а вне данного диапазона температур роль
нелинейных поляризационных эффектов усиливается, что требует учета последующих (как минимум с
третьего) приближений теории возмущений. Природа этих нелинейностей объясняется влиянием туннель-
ных (квантовых) переходов протонов (T ≈ 70÷100 К) и релаксацией объемного заряда (T ≈ 250÷450 К) и
обуславливает отклонении от дебаевских законов частотно-температурной дисперсии комплексной диэлек-
трической проницаемости (КДП) [13]. 2. Построено обобщенное квазиклассическое кинетическое уравнение
(2.20), позволяющее, на основе единой аналитической схемы, методом последовательных приближений
(2.23), исследовать механизм нелинейной релаксационной (объемно-зарядовой) поляризации в КВС в диа-
пазоне температур T ≈ 1÷1500 К и полей E0 ≈ 105÷108 В/м. Доказано, что уравнение Фоккера-Планка
[1] получается из уравнения (2.20) в линейном приближении по параметру ζ(x; t) = qE(x;t)a

2kBT . Учет более вы-
соких степеней параметра ζ0 = qE0a

2kBT в (2.23) усиливает влияние квантовых эффектов на малый параметр
теории возмущений (1.2). 3. Формально обобщенное кинетическое уравнение (2.20) применимо и к другим,
схожим с КВС по структуре и свойствам кристаллической решетки, кристаллам с ионной проводимостью.
Не исключается применимость развиваемых аналитических методов к исследованию суперионной прово-
димости и квазисегнетоэлектрического эффекта (1250 К, 1 кГц) в корундо-циркониевой-керамике (КЦК)
[16]. 4. Исследовано влияние нелинейностей на времена релаксации для микроскопических процессов пе-
реходов протонов через потенциальный барьер (выражения (3.2), (3.3), (3.8)). Установлена слабая зави-
симость времени релаксации от температуры при квантовых переходах (3.5), (3.10). Вблизи температуры
абсолютного нуля время релаксации от температуры не зависит (3.6).
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V.A. Kalytka2

MATHEMATICAL DESCRIPTION OF NON-LINEAR RELAXATING
POLARIZATION IN DIELECTRICS WITH HYDROGEN BONDS

Analytical investigating of the patterns of relaxation (volume-charge) polarization in dielectric materials
class hydrogen bonded crystals (HBC) in the wide range of temperature (1–1500 K) and polarizing field
strengths (100 kV/m–100 MV/m) in alternating field at frequencies of about 1 kHz–10 MHz is made. The
generalized nonlinear by the polarizing field the semi-classical kinetic equation of proton relaxation, having
(in this model) sense the protons current continuity equation solving by method of successive approximation
by decomposition in infinite power series in comparison parameter is built. It is established that in the
range of low fields (100–1000 kV/m) and high temperatures (100–250 K) the generalized kinetic equation is
converted to the linearized Fokker-Planck equation and at low (70–100 K) and sufficiently high (250–450 K)
temperatures are showed the nonlinear polarization effects caused respectively by proton tunneling and
volume charge relaxation. With ultra - low (1–10 K) and ultra-high (500–1500 K) temperatures in the
range of high fields (10 MV/m–100 MV/m) the contribution of such effects to the polarization is amplified.
The influence of the non-linearities to relaxation times for microscopic acts of transitions protons through
the potential barrier is studied.

Key words: hydrogen bonded crystals (HBC), proton relaxation and conductivity, generalized nonlinear
kinetic equation, equations of Fokker-Planck.
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электронном (e-mail: nsvestnik@samsu.ru). Электронный вариант должен точно соответствовать печатному.
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7. Нумерация рисунков и таблиц должна быть пораздельной по тексту статьи. Не допускается размещать в тексте
рисунки и таблицы до появления на них ссылки в тексте.
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с разрешением не менее 600 dpi. В случае использования нестандартных стилевых файлов автор обязан предоставить
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1Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash--˜
2Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash---
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е) для математических обозначений рекомендуется употреблять, по возможности, стандартные и наиболее простые
символы. Не следует применять индексы из букв русского алфавита. Векторы и тензоры выполняются жирным шрифтом.
Вместо одинаковых повторяющихся блоков в формулах желательно использовать их сокращенные обозначения;

ж) при нумерации формул редакция просит пользоваться десятичной системой. Рекомендуется двойная нумерация:
первая цифра — номер раздела статьи, вторая цифра после точки — номер формулы внутри раздела. Номер должен
стоять справа от формулы. Не следует нумеровать формулы, на которые нет ссылок в тексте;

з) теоремы, леммы, примеры, утверждения и т.п. выполняются обычным шрифтом; их заголовки даются жирным
шрифтом;

и) список литературы составляется по порядку цитирования, располагается в конце статьи на русском и английском
языках (не менее 6–10 пунктов). Для книг сообщается следующая информация: фамилии и инициалы авторов, полное
название книги, издательство, год издания и количество страниц; для статей в сборниках и журналах — фамилии и ини-
циалы авторов, полное название статьи, название журнала (сборника) полностью или, если есть стандартное сокращение,
сокращенно, полная информация об издании (серия, том, номер, выпуск, год), номера начальной и конечной страниц
статьи;

к) ссылки на иностранные источники (включая переведенные на русский язык статьи и книги) даются обязательно
на языке оригинала и сопровождаются в случае перевода на русский язык с указанием названия и выходных данных
перевода.

Цитирование осуществляется командой \cite с соответствующей меткой. Ссылки на неопубликованные работы недо-
пустимы.

Невыполнение авторами перечисленных выше правил может повлечь за собой задержку с опубликованием работы.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. Просьба редакции о переработке статьи не

означает, что статья принята к печати; после переработки статья вновь рассматривается редколлегией журнала.

Редакция журнала
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