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МАТЕМАТИКА

УДК 519.999

А.В. Дюжева1

ЗАДАЧА С ДИНАМИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассматривается начально-краевая задача с нелокальными динамическими граничными усло-
виями для гиперболического уравнения, содержащими производную по времени первого и второго поряд-
ков. Такие условия могут возникать при изучении колебаний стержня, если его концы закреплены упруго
с помощью пружин и масс, а также испытывают сопротивление среды, пропорциональное скорости их
движения. Данная работа явяется продолжением работ [4; 5]. Доказаны существование и единственность
обобщенного решения поставленной задачи. Доказательство базируется на полученных в работе априор-
ных оценках и методе Галеркина.

Ключевые слова: нелокальная задача, динамические граничные условия, гиперболическое уравнение,
обобщенное решение.

1. Предварительные сведения
В статье рассмотрена нелокальная задача для гиперболического уравнения, к которой может привести

математическое моделирование процесса, связанного с колебаниями механической системы, в которой при-
сутствуют демпфирующие устройства. Возникновение колебательных процессов в системе обусловленно мно-
гими причинами, а их наличие может привести к нарушению функционирования, а в некоторых случиях
и к разрушению механической системы. Одним из способов уменьшить нежелательные эффекты колебаний
является демпфирование. В случае, если размеры объекта, колебания которого исследуются, невелики, то
режим на одном из его концов может оказывать существенное влияние на поведение объекта на другом
конце. Этот эффект был замечен еще Стекловым В.А. в его работе [11]. Математически это выражается
в том, что граничные условия становятся нелокальными. Именно этот случай рассмотрен в предлагаемой
работе. Для параболического уравнения задача с подобными условиями была рассмотрена в работе [2].

2. Постановка задачи
Рассмотрим уравнение

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t) (2.1)

в области QT = (0, l)×(0, T ), где l, T <∞ и поставим для него следующую задачу: найти решение уравнения
(2.1) в области QT , удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2.2)

и граничным условиям

a(0, t)ux(0, t) = (α1(t)u(0, t))t + (β1(t)u(l, t))t + γ1utt(0, t),
a(l, t)ux(l, t) = (α2(t)u(0, t))t + (β2(t)u(l, t))t + γ2utt(l, t),

(2.3)

где γ1 и γ2 постоянные, αi(t), βi(t) -известные функции, причем будем предполагать, что выполняются
следующие условия:

H1. a ∈ C(Q̄T ), c ∈ C(Q̄T ), a(x, t) > a0, ∀(x, t) ∈ QT ,

φ ∈W 1
2 (0, l), ψ ∈ L2(0, l), f ∈ L2(QT ),

H2. αi, βi ∈ C1[0, T ],

H3. γ1 > 0, γ2 6 0.

1 c⃝ Дюжева А.В., 2017
Дюжева Александра Владимировна (aduzheva@rambler.ru), кафедра математической физики, Самарский национальный ис-

следовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
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3. Разрешимость задачи
Обозначим

W (QT ) = {u : u ∈W 1
2 (QT ), ut(0, t) ∈ L2(0, T ), ut(l, t) ∈ L2(0, T ),

Ŵ (QT ) = {v : v ∈W (QT ), v(x, T ) = 0}.
Введем понятие обобщенного решения, используя известную процедуру [3]: умножим (2.1) на функцю v(x, t) ∈
Ŵ (QT ) и, после интегрирования по области QT , получаем равенство:∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt+ (3.1)

+

∫ T

0

vt(0, t)[α1(t)u(0, t) + β1(t)u(l, t)− γ1ut(0, t)dt−

−
∫ T

0

vt(l, t)[α2(t)u(0, t) + β2(t)u(l, t)− γ2(t)ut(l, t)dt =
∫ T

0

∫ l

0

fvdxdt.

Определение. Обобщенным решением задачи (2.1)–(2.3) будем называть функцию u ∈ W (QT ), удовле-
творяющую условию u(x, 0) = φ(x) и тождеству (3.1) для любой функции v ∈ Ŵ (QT ).

Теорема. Пусть выполняются условия H1−H3, а также

α1(t)ξ
2
1 + (β1(t)− α2(t))ξ1ξ2 − β2(t)ξ22 > 0, ∀t ∈ [0, T ],

α′
1(t)ξ

2
1 + 2α′

2(t)ξ1ξ2 − β′
2(t)ξ

2
2 > 0, ∀t ∈ [0, T ],

α′
2 = β′

1.

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (2.1)-(2.3).
Заметим, что в силу условий теоремы найдутся числа K > 0, c0 > 0, a1 > 0 такие, что

max
[0,T ]
|αi(t), βi(t)| 6 K, i = 1, 2,

max
Q̄T

|a(x, t)| 6 a1, max
Q̄T

|c(x, t)| 6 c0, .

Доказательство. Доказательство теоремы проведем в несколько этапов. Единственность докажем от про-
тивного, предполагая, что существует два решения поставленной задачи. Для доказательства существования
сначала методом Галеркина построим приближенное решение задачи, получим априорные оценки, позволяю-
щие выделить слабо сходящуюся последоватедьность и покажем, что ее предел и есть обобщенное решение
задачи (2.1)–(2.3).

Единственность. Предположим, что существует два различных решения, u1(x, t) и u2(x, t) задачи
(2.1)–(2.3). Тогда u = u1 − u2 — решение соответствующей однородной задачи. Это означает, что u(x, 0) = 0
и выполняется тождество (3.1) с f(x, t) = 0:∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt+

+

∫ T

0

vt(0, t)[α1(t)u(0, t) + β1(t)u(l, t)− γ1ut(0, t)]dt−

−
∫ T

0

vt(l, t)[α2(t)u(0, t) + β2(t)u(l, t)− γ2ut(l, t)]dt = 0. (3.2)

Положим в тождестве (3.2)

v(x, t) =

{ ∫ t

τ
u(x, t)dη, 0 6 t 6 τ ,

0, τ 6 t 6 T .

Выбранная таким образом функция принадлежит пространству Ŵ (Q). Заметим, что vt(x, t) = u(x, t).
Сделаем некоторые преобразования, интегрируя по частям в (3.2), после чего получим:

1

2

∫ l

0

[u2(x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0)]dx = (3.3)

= −γ1
2
u2(0, τ) +

γ2
2
u2(l, τ) +

1

2

∫ τ

0

atv
2
xdt−

∫ τ

0

∫ l

0

cuvdxdt−

−
∫ τ

0

α1(t)u
2(0, t)dt+

∫ τ

0

β2(t)u
2(l, t)dt+

∫ τ

0

∫ l

0

(α2 − β1)u(0, t)u(l, t)dxdt.
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Cделаем некоторые оценки:

|
∫ τ

0

∫ l

0

cuvdxdt− 1

2

∫ τ

0

∫ l

0

atv
2
xdxdt| 6

6 c0
2
(1 + τ2)

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+
a1
2

∫ τ

0

∫ l

0

v2xdxdt,

В силу условия H4, H3 теоремы и полученных оценок, имеем:

1

2

∫ l

0

[u2(x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0)]dx 6 c1

∫ T

0

∫ l

0

u2dxdt+ a1

∫ T

0

∫ l

0

v2xdxdt, (3.4)

где c1 = c0(1 + τ2). Введем теперь функцию w(x, t) =
∫ t

0
ux(x, η)dη.

Из представления функции v(x, t) получим:

vx(x, t) = w(x, t)− w(x, τ);
vx(x, 0) = −w(x, τ).

Тогда

m0

∫ l

0

[u2(x, τ) + w2(x, τ)]dx 6

6 c2

∫ τ

0

∫ l

0

(u2t (x, t) + (w(x, t)− w(x, τ))2)dxdt,

где m0 = min{1, a0}, c2 = max{c1, a1}. Отсюда получим, после преобразования (w(x, t) − w(x, τ))2 и оценки
2w(x, t)w(x, τ) с помощью неравенства Коши:∫ l

0

[u2t (x, τ) + w2(x, τ)]dx 6

6 2c3

∫ τ

0

∫ l

0

(u2t (x, t) + w2(x, t))dxdt+ 2c3τ

∫ l

0

w2(x, τ)dx,

где c3 = c2
m0

. Пользуясь произволом, выберем τ так, чтобы 1 − 2c3τ > δ > 0. Пусть δ = 1
2 . Тогда для всех

τ ∈ [0, 1
4c3

] ∫ l

0

[u2t (x, τ) + w2(x, τ)]dx 6

6 2c3

∫ τ

0

∫ l

0

(u2t (x, t) + w2(x, t))dxdt.

Применив к этому неравенству лемму Гронуолла [1], приходим к утверждению: u(x, t) ≡ 0 для t ∈ [0, 1
4c3

].
Повторяя рассуждения для t ∈ [ 1

4c3
, 1
2c3

] и продолжая этот процесс, убедимся, что u(x, t) ≡ 0 во всей области
QT . Это означает, что существует не более одного решения задачи (2.1)–(2.3).

Существование Для доказательства существования обобщенного решения построим сначала последова-
тельность приближенных решений при помощи метода Галеркина.

Будем искать приближенное решение поставленной задачи (2.1)–(2.3)в виде

um(x, t) =
m∑

k=1

dk(t)wk(x), (3.5)

где {wk(x)}∞1 — линейно независимая и полная в W 1
2 (0, l) система функций, в которой wk(x) ∈ C2[0, l], из

соотношений ∫ l

0

(umttwj(x) + a(x, t)umx w
′
j(x) + c(x, t)umwj)dx+

+wj(0)[(α1(t)u
m(0, t))t + (β1(t)u

m(l, t))t + γ1u
m
tt (0, t)]−

−wj(l)[(α2(t)u
m(0, t))t + (β2(t)u

m(l, t))t + γ2utt(l, t)]dt = (3.6)

=

∫ l

0

f(x, t)wjdx.

Дополнительно потребуем, чтобы (wk, wl)L2 = δkl. Это условие не ограничиват общности, но упрощает
выкладки. Подставим (3.5) в (3.6) и получим

(1− γ1 + γ2)d
′′
j (t) +

m∑
k=1

dk(t)

∫ l

0

[w′
k(x)w

′
j(x) + cwk(x)wj(x)]dx+
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+
m∑

k=1

dk(t)[α1(t)wj(0)wk(0) + β1(t)wj(0)wk(l)]− (3.7)

−
m∑

k=1

dk(t)[α2(t)wj(l)wk(0) + β2(t)wj(l)wk(l)]+

+

m∑
k=1

d′k(t)[γ1wj(l)wk(0)− γ2wj(0)wk(l)] = fj(t),

где fj(t) =
∫ l

0
f(x, t)wj(x)dx.

Обозначим:
Akj(t) =

∫ l

0
[w′

k(x)w
′
j(x) + c(x, t)wk(x)wj(x)]dx+ α1(t)wk(0)wj(0)+

+β1(t)wk(l)wj(0)− α2(t)wk(0)wj(l)− β2(t)wk(l)wj(l),
Bkj = γ1wj(l)wk(0)− γ2wj(0)wk(l).
Тогда (3.7) можно переписать так:

(1− γ1 + γ2)d
′′
j +

m∑
k=1

Bkjd
′
k(t) +

m∑
k=1

Akj(t)dk(t) = fj(t). (3.8)

Это соотношение представляет собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений, разрешенную
относительно старших производных, так как в силу Н3 теоремы (1− γ1 + γ2) ̸= 0.

Добавив начальные условия

dj(0) = φk; d′j(0) = (ψ(x), wk(x))L2(0,l), (3.9)

получаем задачу Коши. В начальных услових φk подбираются так, что суммы φm(x) =
m∑

k=1

φkwk(x) аппрок-

симируют при m → ∞ функцию φ(x) в норме W 1
2 (0, l). В силу условий теоремы коэффициенты системы

(3.8) — ограниченные функции, а свободные члены fj(t) ∈ L1(0, l). Поэтому задача Коши (3.8), (3.9) одно-
значно разрешима и d′′k(t) ∈ L1(0, T ). Таким образом, последовательность приближенных решений {um(x, t)}
построена.

На следующем шаге доказательства покажем, что из построенной последовательности можно выделить
подпоследовательность, сходящуюся слабо к некоторой функции из W (QT ). Для этого нам потребуется апри-
орная оценка, к выводу которой мы и переходим.

Умножим (3.6) на d′j(t), просуммируем по j от 1 до m и проинтегрируем по t от 0 до τ . В результате
получим: ∫ τ

0

∫ l

0

(umttu
m
t + a(x, t)umtxu

m
x + c(x, t)umumt )dxdt+

+

∫ τ

0

umt (0, t)[(α1(t)u
m(0, t))t + (β1(t)u

m(l, t))t − γ1umtt (0, t)]dt−

−
∫ τ

0

umt (l, t)[(α2(t)u
m(0, t))t + (β2(t)u

m(l, t))t − γ2utt(l, t)]dt =

=

∫ τ

0

∫ l

0

f(x, t)umt dxdt.

Проинтегрируем по частям: 1)
∫ τ

0

∫ l

0
umttu

m
t dxdt =

1
2

∫ l

0
(umt (x, τ))2dx− 1

2

∫ l

0
(umt (x, 0))2dx. 2)

∫ τ

0

∫ l

0
aumx u

m
xtdxdt =

= −1
2

∫ τ

0

∫ l

0
at(u

m
x )2dxdt+

+
1

2

∫ l

0

a(x, τ)(umx (x, τ))2dx− 1

2

∫ l

0

a(x, 0)(umx (x, 0))2dx.

3)

∫ τ

0

umt (0, t)(α1(t)u
m(0, t))tdt =

1

2
α′
1(τ)(u

m(0, τ))2−

−1

2

∫ τ

0

α′′
1(t)(u

m(0, t))2dt+

∫ τ

0

α1(t)(u
m
t (0, t))2dt.

4)

∫ τ

0

umt (0, t)(β1(t)u
m(l, t))tdt =

=

∫ τ

0

β′
1(t)u

m
t (0, t)um(l, t)dt+

∫ τ

0

β1(t)u
m
t (0, t)umt (l, t)dt.
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5)−
∫ τ

0

umt (l, t)(α2(t)u
m(0, t))tdt =

= −
∫ τ

0

α2(t)u
m
t (l, t)umt (0, t)dt−

∫ τ

0

α′
2(t)u

m(l, t)umt (0, t)dt+

+

∫ τ

0

α′′
2(t)u

m(l, t)um(0, t)dt− α′
2(τ)u

m
t (l, τ)um(0, τ).

6)−
∫ τ

0

umt (l, t)(β2(t)u
m(l, t))tdt = −

1

2
β′
2(τ)(u

m(l, τ))2+

+
1

2

∫ τ

0

(um(l, t))2β′′
2 (t)dt−

∫ τ

0

β2(t)(u
m
t (l, t))2dt.

7)−
∫ τ

0

γ2u
m
t (l, t)umtt (l, t)dt = −

γ2
2
(umt (l, τ))2.

8)

∫ τ

0

γ1u
m
t (0, t)umtt (0, t)dt =

γ1
2
(umt (0, τ))2.

Часть слагаемых в 3), 4), 5), 6), 7) и 8) содержат значения искомого решения и его производной в различ-
ных точках границы, и мы не можем освободиться от производной путем интегрирования, как это сделано
в других слагаемых 3), 4) и 6). В подобных ситуациях мы обычно применяем представление функции через
интеграл от производной, чтобы оценить значение функции на границе через значение производной во внут-
ренних точках. Однако, в нашем случае это приведет к производной второго порядка, которая отсутствует
под знаком интегралов в 1) и 2). Возникнет ситуация, когда в левой части под знаком интеграла производ-
ные не выше первого порядка, а в правой — есть производные второго порядка. Неравенство, которое может
получиться, бесполезно для оценки решения, а возникшую ситуацию принято называть эффектом "потери
гладкости".

Для преодаления этой трудности, заметим, что слагаемые в 3), 4), 5), 6) в силу условия H4 теоремы
удовлетворяет неравенству ∫ τ

0

α1(t)(u
m
t (0, t))2 −

∫ τ

0

β2(t)(u
m
t (l, t))2dt+∫ τ

0

(β1(t)− α2(t))u
m
t (l, t)umt (0, t)dt > 0.

К слагаемым 7) и 8) применим условие Н3 нашей теоремы. В силу условия Н6 сумма слагаемых в 4) и 5)
равна нулю: ∫ τ

0

β′
1(t)u

m
t (0, t)um(l, t)dt−

∫ τ

0

α′
2(t)u

m(l, t)umt (0, t)dt = 0.

Из условия Н5 теоремы следует, что
1

2
α′
1(τ)(u

m(0, τ))2 − α′
2(τ)u

m
t (l, τ)um(0, τ)− 1

2
β′
2(τ)(u

m(l, τ))2 > 0,

1

2

∫ τ

0

α′′
1(t)(u

m(0, t))2dt− 1

2

∫ τ

0

β′′
2 (t)(u

m(l, t))2dt−

−
∫ τ

0

α′′
2(t)u

m(l, t)um(0, t)dt > 0.

Таким образом, мы приходим к неравенству:

1

2

∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + a(x, τ)(umx (x, τ))2]dx 6 (3.10)

6 1

2

∫ l

0

[(umt (x, 0))2 + a(x, 0)(umx (x, 0))2]dx+

∫ τ

0

∫ l

0

fumt dxdt−

−
∫ τ

0

∫ l

0

cumumt dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

at(u
m
x )2dxdt.

Используя неравенства Коши и Коши-Буняковского получим:∫ τ

0

∫ l

0

|fumt |dxdt 6
1

2

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt+
1

2

∫ τ

0

∫ l

0

(umt )2dxdt;∫ τ

0

∫ l

0

|cumumt |dxdt 6
c0
2

∫ τ

0

∫ l

0

[(um)2 + (umt )2]dxdt.
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Применяя полученные оценки к (3.10) и учитывая начальные условия задачи, имеем:

1

2

∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ))2]dx 6

6 L̄||f ||2L2(QT ) + ||ϕ||
2
L2(0,l)

) +M

∫ τ

0

∫ l

0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)dxdt+ (3.11)

+
1

2

∫ l

0

[(umt (x, 0))2 + a(x, 0)(umx (x, 0))2]dx.

Получим ещё одно неравенство. Возведем в квадрат обе части равенства

um(x, τ) =

∫ τ

0

umη (x, η)dη + um(x, 0),

а затем применим неравенство Коши-Буняковского. Получим

(um(x, τ))2 6 2τ

∫ τ

0

(umt (x, t))2dt+ 2(um(x, 0))2.

Интегрируя это неравенство, получим:∫ l

0

(um(x, τ))2dx 6 2τ

∫ τ

0

∫ l

0

(umt (x, t))2dxdt+ 2

∫ l

0

(um(x, 0))2dx. (∗∗)

Добавим к (3.11) полученное неравенство (**). Тогда∫ l

0

[(umt (x, τ))2 + (umx (x, τ) + (um(x, τ))2)2]dx 6 (3.12)

6 L̄(||ϕ||2W 1
2 (0,l)

+ ||ψ||2L2(0,l)
+ ||f ||2L2(QT ))+

+M̄

∫ τ

0

∫ l

0

((um(x, t))2 + (umt (x, t))2 + (umx (x, t))2)dxdt.

Так как по условию теоремы φ(x) ∈W 1
2 (0, l), ψ(x) ∈ L2(0, l), f(x, t) ∈ L2(QT ), то нормы этих функций в

правой части (3.12) ограничены. Это означает, что из (3.12) следует:∫ l

0

[(umt (x, τ)2 + (umx (x, τ))2 + (um(x, τ))2]dx 6 6M

∫ τ

0

∫ l

0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)dxdt+K. (3.13)

К (3.13) применим лемму Гронуолла, что приводит к неравенству

||um(x, t)||2W 1
2 (Qt)

6 C, (3.14)

где C не зависит от m. Благодаря (3.14) и в силу компактности ограниченного множества в гильбертовом
пространстве из последовательности {um(x, t)} можно выбрать подпоследовательность, слабо сходящуюся в
W 1

2 (QT ) и равномерно по t ∈ [0, T ] в норме L2(0, l) к некоторому элементу u(x, t) ∈W (QT ). Покажем, что этот
предел и есть обобщенное решение задачи (2.1), (2.2), (2.3). За выделенной последовательностью сохраним
то же обозначение во избежание излишней громоздскости.

Начальное условие u(x, 0) = φ(x) выполняется в силу сходимости подпоследовательности um(x, t) к u(x, t)
в L2(0, l) и того, что um(x, 0)→ φ(x) в L2(0, l).

Докажем, что предел последовательности приближенных решений удовлетворяет тождеству (3.1). Для
этого умножим каждое из соотношений (3.6) на δl(t) ∈W 1

2 (0, t), δl(T ) = 0; обозначим η(x, t) =
∑m

l=1 δl(t)wl(x).
Полученные равенства просуммируем по l от 1 до m и проинтегрируем от 0 до T :∫ T

0

∫ l

0

(umtt η + umx ηx + cumη)dxdt+

+

∫ T

0

η(0, t)[(α1(t)u
m(0, t))t + (β1(t)u

m(l, t))t − γ1(t)umtt (0, t)]dt−

−
∫ T

0

η(l, t)[(α2(t)u
m(0, t))t + (β2(t)u

m(l, t))t − γ2(t)umtt (l, t)]dt =

=

∫ T

0

∫ l

0

f(x, t)η(x, t)dxdt.

Проинтегрируем первое слагаемое в интеграле слева, получим∫ T

0

∫ l

0

(−umt ηt(x, t) + umx ηx + cumη)dxdt+

∫ l

0

umt (x, 0)η(x, 0)dx+
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+

∫ T

0

η(0, t)[(α1(t)u
m(0, t))t + (β1(t)u

m(l, t))t − γ1(t)umtt (0, t)]dt−

−
∫ T

0

η(l, t)[(α2(t)u
m(0, t))t + (β2(t)u

m(l, t))t − γ2(t)umtt (l, t)]dt = (3.15)

=

∫ T

0

∫ l

0

f(x, t)η(x, t)dxdt.

Зафиксировав в (3.15) η(x, t), перейдем к пределу и увидим, что тождество (3.1) выполняется для предельной
функции u(x, t). Однако еще нельзя утверждать, что u(x, t)− искомое обобщенное решение, так как тожде-
ство (3.1) пока выполняется не для всех функций v(x, t) ∈ Ŵ (QT ), а только для функций вида η(x, t) =

=
m∑
j=1

δj(t)wj(x). Но множество всех таких функций плотно в Ŵ (QT ) (см.[3], c. 215), поэтому утверждение

о существовании решения задачи из пространства W (QT ) доказано полностью.
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УДК 517.95

О.М. Кечина1

О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В статье рассматривается нелокальная задача с интегральными условиями для дифференциального
уравнения в частных производных третьего порядка. Доказано существование единственного классиче-
ского решения задачи в прямоугольной области. Доказательство проводится методом ”вспомогательных
задач”. Сначала решается задача для уравнения первого порядка относительно вновь введенной функции.
Затем доказывается однозначная разрешимость интегрального аналога задачи Гурса для гиперболическо-
го уравнения второго порядка эквивалентным сведением задачи к интегральному уравнению Вольтерра
второго рода.

Ключевые слова: нелокальная задача, уравнение в частных производных третьего порядка, инте-
гральные условия.

Введение
Задачи с нелокальными условиями для дифференциальных уравнений в частных производных различных

порядков в настоящее время активно изучаются. Полученные результаты отражены в большом количестве
статей, некоторые из которых, а именно, опубликованные в последние несколько лет, мы здесь отметим
[1–11], Одним из интересных направлений исследований уравнений в частных производных является изуче-
ние различных задач для уравнений с доминирующей смешанной производной. Таким задачам для уравне-
ния второго порядка,например, посвящена работа Л.С. Пулькиной [1]. В последнее время появились работы
В.И. Жегалова и Е.А. Уткиной [2–4], в которых рассмотрены нелокальные задачи для уравнений третье-
го и четвертого порядков. В статьях А.Н. Миронова [5; 6], иследуются задачи для уравнений третьего и
четвертого порядков. В работах Асановой [7; 8] рассматриваются нелокальные задачи для систем гипер-
болических уравнений со смешанными производными, исследуются вопросы существования единственного
классического решения нелокальной задачи с интегральными условиями для системы гиперболических урав-
нений в прямоугольной области и способы его построения. Нелокальная задача с интегральными условиями
сводится к эквивалентной задаче, состоящей из задачи Гурса для системы гиперболических уравнений с
функциональными параметрами и функциональным соотношениям. Нелокальные задачи с интегральными
условиями для уравнений третьего порядка исследованы такжев работах Бештокова М.Х., Лукиной Г.А.,
Кожанова А.И. [9–11].

1. Постановка задачи
В прямоугольной области Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} рассмотрим уравнение(

α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
(uxy + (A(x, y)u)x + (B(x, y)u)y + C(x, y)u) = f(x, y), (1.1)

(где α и β — отличные от нуля постоянные), и поставим следующую задачу: найти решение уравнения (1.1),
удовлетворяющее условию

ux(0, y) = ν(y), 0 6 y 6 b (1.2)

и интегральным условиям ∫ a

0

u(x, y)dx = ψ(y), 0 6 y 6 b, (1.3)∫ b

0

u(x, y)dy = φ(x), 0 6 x 6 a. (1.4)

1 c⃝ Кечина О.М., 2017
Кечина Ольга Михайловна (omka-83@mail.ru), кафедра физики, математики и методики обучения, Самарский государствен-

ный социально-педагогический университет, 443090, Российская Федерация, г. Самара, ул. М. Горького, 65/67.
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Под классическим решением поставленной задачи будем понимать функцию u(x, y) ∈ C1(Ω̄)∩C3(Ω), удо-
влетворяющую уравнению (1.1) и условиям (1.2)–(1.4).

2. Разрешимость задачи
Рассмотрим сначала случай

Ax(0, y) +By(0, y) +B(0, y) = 0, C(0, y) = 0,

Теорема. Пусть выполняются условия:

A(x, y), B(x, y), C(x, y),∈ C2(Ω̄), f(x, y) ∈ C1(Ω̄),

Ay > 0, Bx > 0, Cxy > 0,

AyBx − C2 > 0,

φ(x) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ(y) ∈ C[0, b] ∩ C2(0, b),

ν(y) ∈ C2[0, b].

Тогда существует единственное классическое решение задачи (1.1)–(1.4) .
Доказательство. Обозначим

w(x, y) = uxy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u (2.1)

и рассмотрим вспомогательную задачу относительно новой введенной функции.
Вспомогательная задача: найти решение уравнения

α
∂w

∂x
+ β

∂w

∂y
= f(x, y), (2.2)

удовлетворяющее условию
w(0, y) = ν′(y) +A(0, y)ν(y). (2.3)

Соответствующая этому дифференциальному уравнению в частных производных первого порядка система
обыкновенных дифференциальных уравнений

dx

α
=
dy

β
=

dw

f(x, y)
.

находя первые интегралы этой системы, получим общее решение уравнения (2.2)

Φ

(
y − β

α
x,w − 1

α

∫ x

0

f(ξ, y)dξ

)
= 0, (2.4)

где Φ — произвольная непрерывно дифференцируемая функция.
Так как w(x, y) входит только в один из первых интегралов, то, следуя [12], получим общее решение

уравнения (2.2) в явном виде

w(x, y) = H(y − β

α
x) +

1

α

∫ x

0

f(ξ, y)dξ, (2.5)

где H — произвольная непрерывно дифференцируемая функция
Из (2.5) следует, что

w(0, y) = H(y).

Учитывая условие (2.3), получили, что

H(y) = ν′(y) +A(0, y)ν(y), (2.6)

а тогда

w(x, y) = ν′(y − β

α
x) +A(0, y − β

α
x)ν(y − β

α
x) +

1

α

∫ x

0

f(ξ, y)dξ (2.7)

является решением вспомогательной задачи для уравнения (2.2) с условием (2.3), принадлежащим классу
C2(Ω̄)

Таким образом, мы приходим к задаче отыскания функции u(x, y) — решения уравнения

uxy + (A(x, y)u)x + (B(x, y)u)y + C(x, y)u = w(x, y), (2.8)

удовлетворяющей интегральным условиям (1.3) и (1.4), где w(x, y) определяется соотношением (2.7).
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Эта задача является интегральным аналогом задачи Гурса. В простейшем случае, а именно при A =
= B = C = 0, задача рассматривалась в [13]. В [14] разрешимость доказана для общего уравнения: было
показано, что задача имеет единственное классическое решение из C1(Ω̄)∩C2(Ω), если выполняются условия:

A(x, y), B(x, y), C(x, y),∈ C1(Ω̄), Cxy, w(x, y) ∈ C(Ω̄),
Ay > 0, Bx > 0, Cxy > 0, AyBx − C2 > 0,

φ(x) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ(y) ∈ C[0, b] ∩ C2(0, b),∫ a

0

φ(x)dx =

∫ b

0

ψ(y).

Для доказательства единственности решения покажем, что соответствующая однородная задача имеет
только тривиальное решение. Пусть φ(x) = 0, ψ(y) = 0. Пусть φ(x) = 0, ψ(y) = 0. Умножим уравнение (2.8)
с w(x, y) = 0 на функцию

∫ y

0

∫ x

0
u(ξ, η)dξdη и полученное равенство проинтегрируем по области Ω.

Проинтегрировав каждое слагаемое дважды по частям с учетом однородных условий, получим
b∫

0

a∫
0

u2(x, y)dxdy +
1

2

b∫
0

a∫
0

Cxy

 y∫
0

x∫
a

u(ξ, η)dξdη

2

dxdy+

+
1

2

b∫
0

a∫
0

Ay(x, y)

 y∫
0

u(x, η)dη

2

−

−2C(x, y)
y∫

0

u(x, η)dη

x∫
0

u(ξ, y)dξ +Bx(x, y)

 x∫
a

u(ξ, y)dξ

2
 dxdy = 0

Выражение, стоящее в левой части равенства, неотрицательно. Оно обращается в нуль только в случае
равенства нулю функции u(x, y).

Так как однородная задача имеет только нулевое решение, то соответствующая неоднородная задача имеет
единственное решение.

Существование решения доказывается в несколько этапов. Сначала показывается, что поставленная задача
эквивалентна нагруженному интегральному уравнению.

u(x, y)− 1

a

a∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdx− 1

a

a∫
0

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdx−

−1

b

b∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdy − 1

b

b∫
0

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdy+

+
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdydx+
1

ab

a∫
0

b∫
0

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdydx+

+

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dη +

x∫
0

B(ξ, y)u(ξ, y)dξ +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdydx−

−1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdx− 1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdy+

+

y∫
0

x∫
0

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdη = F (x, y),

где

F (x, y) =
1

b
φ(x) +

1

a
ψ(y)− 1

2ab

a∫
0

φ(x)dx− 1

2ab

b∫
0

ψ(y)dy−

−
y∫

0

x∫
0

w(ξ, η)dξdη − 1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdx−
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−1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdy +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdydx.

Затем полученное нагруженное уравнение сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода
с непрерывным в Ω̄ ядром и правой частью

ũ(x, y) +

x∫
0

B(ξ, y)ũ(x, y)dξ = H(x, y), (2.9)

где

ũ(x, y) = u(x, y) +

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dη, (2.10)

H(x, y) =

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdη +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdydx− (2.11)

−1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdx− 1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdy +

y∫
0

x∫
0

[B(ξ, y)A(x, η)− C(ξ, η)]u(ξ, η)dξdη.

Рассматривая u(x, y) как решение уравнения (2.9), придем к уравнению относительно u(x, y):

u(x, y) =

y∫
0

x∫
0

H̃(ξ, η, x, y)u(ξ, η)dξdη + G̃(x, y), (2.12)

с непрерывными в Ω̄ ядром и правой частью, H̃(ξ, η, x, y) выражается через коэффициенты уравнения (2.2),
а функция G̃(x, y) — через w(x, y). [14]

H̃(ξ, η, x, y) = D(ξ, η, x, y)−H1(ξ, η, x, y)−H2(ξ, η, x, y) +H3(ξ, η, x, y),

D(ξ, η, x, y) = B(ξ, y)A(x, η)− C(ξ, η),

H1(ξ
′, η, x, y) =

x∫
ξ′

RB(ξ, y,−1)D(ξ′, η, ξ, y)dξ,

H2(ξ, η
′, x, y) =

y∫
η′

RA(x, η,−1)D(ξ, η′, x, η)dη,

H3(ξ
′, η′, x, y) =

x∫
ξ′

y∫
η′

RA(x, η,−1)RB(ξ, η,−1)D(ξ′, η′, ξ, η)dηdξ,

RB(ξ, y,−1) — резольвента ядра B(ξ, y) уравнения (2.9), RA(x, η,−1) — резольвента ядра A(x, η) уравнения
(2.10).

G̃(x, y) = G(x, y)−
x∫

0

RB(ξ, y,−1)G(ξ, y)dξ −
y∫

0

RA(x, η,−1)G(x, η)dη+

+

y∫
0

RA(x, η,−1)
x∫

0

RB(ξ, η,−1)G(ξ, η)dξdη,

G(x, y) =

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdη +
1

ab

a∫
0

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdydx−

−1

a

a∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdx− 1

b

b∫
0

y∫
0

x∫
0

w(ξ, η)dξdηdy.

Уравнение (2.12) имеет единственное решение u(x, y) [15]. При выполнении условий теоремы сформу-
лированные условия существования и единственности решения задачи будут справедливы. Следовательно,
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можем сделать вывод об однозначной разрешимости исходной задачи. В силу эквивалентности задачи (2.8),
(1.3), (1.4) и уравнения (2.12) решение интегрального уравнения (2.12) является решением задачи (2.8), (1.3),
(1.4), а так как эта задача эквивалентна исходной задаче, то и решением исходной задачи.

Так как в силу условий теоремы функции H̃(ξ, η, x, y), G̃(x, y) имеют непрерывные производные второго
порядка H̃xx, H̃xy, H̃yy, G̃xx, G̃xy, G̃yy и третьего порядка H̃xyx, H̃xyy, G̃xyx, G̃xyy, можно убедиться, что суще-
ствуют непрерывные производные третьего порядка uxyx(x, y), uxyy(x, y) и второго: uxx(x, y) и uyy(x, y).
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ON SOLVABILITY OF NONLOCAL PROBLEM FOR THIRD-ORDER
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In this paper nonlocal problem with integral conditions for partial differential equation of the third order is
considered. The existence of a unique classical solution is proved in rectangular domain. The proof is carried
out by the method of auxiliary problems. At first the problem for a new function for partial differential
equation of the first order is considered. Then the solvability of integral analogue of Goursat problem for
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УДК 517.956

В.А. Киричек, Л.С. Пулькина1

ЗАДАЧА С ДИНАМИЧЕСКИМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Рассматривается начально-краевая задача с динамическим граничным условием для гиперболического
уравнения в прямоугольнике. Динамическое граничное условие представляет собой соотношение, в которое
помимо значений производных искомого решения по пространственным переменным входят производные
первого порядка по переменной времени. Основной результат статьи состоит в обосновании разрешимо-
сти поставленной задачи. Доказано существование единственного обобщенного решения. Доказательство
базируется на полученных в работе априорных оценках, методе Галёркина и свойствах пространств Со-
болева.

Ключевые слова: динамические граничные условия, гиперболическое уравнение, обобщенное
решение.

Введение

Математическое моделирование колебательных процессов различной природы обычно приводит к крае-
вым задачам для гиперболический уравнений, граничные условия в которых отражают способы закрепления.
Если требуется учесть сопротивление среды, например, при наличии некоторого демпфирующего устройства,
то граничные условия должны содержать производную по переменной времени. Такие условия принято на-
зывать динамическими граничными условиями. Постановка простейшей задачи с динамическим условием
приведена в [1]. Эта задача состоит в нахождении решения уравнения колебаний струны, конец которой
испытывает сопротивление среды, пропорциональной скорости ее движения [1]. При этом возникает динами-
ческое граничное условие kux(l, t) = −αut(l, t). Задачи с динамическими граничными условиями позволяют
резрешить вопросы в таких областях, как генетика, медицина, физика, особенно в задачах, свзяанных с аку-
стикой [2]. Задачи с динамическими граничными условиями возникают при изучении различных процессов:
процесса переноса газа сквозь мембраны с учетом физико-химических процессов на поверхности [2], распро-
странения волн в стратифицированных и вращающихся жидкостях [3], различных колебательных процессов
[4–6]

В работе рассмотрена задача для гиперболического уравнения с динамическими условиями, содержащими
производную по времени первого порядка, и доказано существование единственного обобщенного решения.
Ранее эта задача изучалась в [8], но в предлагаемой работе удалось существенно ослабить условия на входные
данные, обеспечивающие однозначную разрешимость задачи.

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение
utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t), (1.1)

где a(x, t) > 0 всюду в QT = (0, l)× (0, T ), и поставим задачу: найти в области QT решение уравнения (1.1),
удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (1.2)

и граничным условиям
ux(0, t) = α(t)ut(0, t), ux(l, t) = β(t)ut(l, t). (1.3)

1 c⃝ Киричек В.А., Пулькина Л.С., 2017
Киричек Виталия Александровна (Vitalya@gmail.com), Пулькина Людмила Степановна (louise@samdiff.ru), кафедра урав-

нений математической физики, Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева,
443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
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Обозначим
Γ0 = {(x, t) : x = 0, t ∈ [0, T ]}, Γl = {(x, t) : x = l, t ∈ [0, T ]},

Γ = Γ0 ∪ Γl,

W (QT ) = {u : u ∈W 1
2 (QT ), ut ∈ L2(Γ)},

Ŵ (QT ) = {v : v ∈W (QT ), v(x, T ) = 0}.
Введем понятие обобщенного решения, для чего, следуя известной процедуре [7], сначала выведем равенство

T∫
0

l∫
0

(−utvt − auxvx + cuv)dxdt =

l∫
0

ψ(x)v(x, 0)dx+

+

T∫
0

a(0, t)α(t)ut(0, t)v(0, t)dt−
T∫

0

a(l, t)β(t)ut(l, t)v(l, t)dt+

+

T∫
0

l∫
0

f(x, t)vdxdt, (1.4)

которое является результатом интегрирования соотношения vLu = fv по области QT .
Определение. Обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) будем называть функцию u(x, t) ∈ W (QT ), удо-

влетворяющую условию u(x, 0) = φ(x) и интегральному тождеству (1.4) для любой функции v(x, t) ∈ Ŵ (QT )

2. Разрешимость задачи
Теорема. Пусть выполняются следующие условия:

c ∈ C(Q̄T ), at ∈ C(Q̄T ), a ∈ C(Q̄T ), f ∈ L2(QT ),

α, β ∈ C2[0, T ], α(t) > 0, β(t) < 0 ∀t ∈ [0, T ].

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3).
Доказательство
Для доказательства единственности покажем, что функция u(x, t), которая представляет собой разность

двух обобщенных решений задачи u(x, t) = u1(x, t)−u2(x, t), всюду в области QT равна нулю. Очевидно, что
u(x, 0) = 0 и выполняется тождество

T∫
0

l∫
0

(−utvt − auxvx + cuv)dxdt =

=

T∫
0

a(0, t)α(t)ut(0, t)v(0, t)dt−
T∫

0

a(l, t)β(t)ut(l, t)v(l, t)dt.

Выберем в качестве v(x, t) в этом тождестве функцию

v(x, t) =


t∫
τ

u(x, η)dη; 0 6 t 6 τ,

0; τ 6 t 6 T,

(2.1)

где τ ∈ [0, T ] и произвольно. Легко видно, что эта функция принадлежит пространству Ŵ 1
2 (QT ) и vt = u.

В результате итегрирования по частям получим
l∫

0

(v2t (x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0))dx+

+2

τ∫
0

a(0, t)α(t)v2t (0, t)a(0, t)dt− 2

τ∫
0

a(l, t)β(t)v2t (l, t)dt =

=

τ∫
0

(a(0, t)α(t))ttv
2(0, t)dt−

τ∫
0

(a(l, t)β(t))ttv
2(l, t)dt−
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−
τ∫

0

l∫
0

atv
2
xdxdt+ 2

τ∫
0

l∫
0

cvtvdxdt+

+v2(0, 0)(a(0, t)α(t))t|t=0 − v2(l, 0)(a(l, t)β(t))t|t=0. (2.2)

Сделаем некоторые оценки. Заметим, что в силу условий теоремы существует такое положительное число
c0, что max

Q̄T

|c(x, t)| 6 c0 Применяя неравенство Коши, получим

2|
τ∫

0

l∫
0

cvtvdxdt| 6 c0

τ∫
0

l∫
0

(v2 + v2t )dxdt.

Рассмотрим теперь два первых слагаемых правой части равенства (2.2). Для того, чтобы их оценить, вос-
пользуемся неравенствами

v2(0, t) 6 2l

l∫
0

v2x(x, t)dx+
2

l

l∫
0

v2(x, t)dx,

v2(l, t) 6 2l

l∫
0

v2x(x, t)dx+
2

l

l∫
0

v2(x, t)dx,

которые легко следуют из представлений [6]

v(0, t) =

0∫
x

vξ(ξ, t)dξ + v(x, t), v(l, t) =

l∫
x

vξ(ξ, t)dξ + v(x, t).

С помощью этих неравенств, учитывая также условия теоремы, гарантирующие существование положитель-
ных чисел A0, B0 таких, что |(a(0, t)α(t))tt| 6 A0, |(a(l, t)β(t))tt| 6 B0, получим

|
τ∫

0

v2(0, t)(a(0, t)α(t))ttdt| 6 A0(2l

τ∫
0

l∫
0

v2xdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

v2(x, t)dxdt),

|
τ∫

0

v2(l, t)(a(l, t)β(t))ttdt| 6 B0(2l

τ∫
0

l∫
0

v2xdxdt+
2

l

τ∫
0

l∫
0

v2(x, t)dxdt).

Используя условия теоремы и неравенства [7]

v2(0, 0) 6
l∫

0

(εv2x(x, 0) + c(ε)v2(x, 0))dx,

v2(l, 0) 6
l∫

0

(εv2x(x, 0) + c(ε)v2(x, 0))dx,

получим оценки внеинтегральных слагаемых

|v2(0, 0)(a(0, t)α(t))t|t=0| 6 A(ε

l∫
0

v2x(x, 0)dx+ c(ε)

l∫
0

v2(x, 0)dx),

|v2(l, 0)(a(l, t)β(t))t|t=0| 6 B(ε

l∫
0

v2x(x, 0)dx+ c(ε)

l∫
0

v2(x, 0)dx).

Благодаря полученным оценкам придем к неравенству
l∫

0

(u2(x, τ) + a(x, 0)v2x(x, 0))dx 6 c1

τ∫
0

l∫
0

(u2 + v2x)dxdt+

+c2ε

l∫
0

v2x(x, 0)dx+ c3

l∫
0

v2(x, 0)dx,
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где c1 = max{2l(A0 +B0),
2(A0+B0)

l , c0}, c2 = (A+B), c3 = c2c(ε).
Будем считать, не ограничивая общности, что a(x, t) > a0 > 0, и выберем ε = a0

2c2
. Тогда a0−c2ε = a0

2 > 0.
Перенеся теперь второе слагаемое правой части в левую, получим

l∫
0

(u2(x, τ) +
a0
2
v2x(x, 0))dx 6 c1

τ∫
0

l∫
0

(u2 + v2x)dxdt+ c3

l∫
0

v2(x, 0)dx.

В силу представления (2.1)

v2(x, 0) 6 τ

τ∫
0

u2(x, t)dt,

мы приходим к неравенству
l∫

0

(u2(x, τ) +
a0
2
v2x(x, 0))dx 6 c4

τ∫
0

l∫
0

(u2 + v2x)dxdt, (2.3)

где c4 = c1 + c3τ
2.

Введем вспомогательную функцию

w(x, t) =

t∫
0

ux(x, η)dη.

Из этого представления следует, что

vx(x, t) = w(x, t)− w(x, τ), vx(x, 0) = −w(x, τ).

Тогда
v2x(x, t) 6 2w2(x, t) + 2w2(x, τ).

Пользуясь произволом, выберем τ так, чтобы a0

2 − 2c4τ > 0 Пусть для определенности a0

2 − 2c4τ > a0

4 .
Тогда для любого τ ∈ [0, a0

8c4
]

l∫
0

(u2 + w2)dx 6 c5

τ∫
0

l∫
0

(u2 + w2)dxdt,

где 5 = 2c4/min{1, a0

4 }. Применив лемму Гронуолла, получим, что u(x, τ) = 0 для любого τ ∈ [0; a0

8c4
]. Если

рассмотреть теперь задачу с начальными данными на t = a0

8c4
, то в результате тех же рассуждений, что и

выше, докажем, что u(x, τ) = 0 при τ ∈ [0; a0

2c4
]. Продолжив этот процесс, за конечное число шагов получим,

что u = 0 во всем цилиндре QT .
Для доказательства существования обобщенного решения применим метод компактности. Начнем с по-

строения последовательности приближенных решений поставленной задачи методом Галеркина. Рассмотрим
последовательность {wn(x)}, где wn ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄), которая является линейно независимой и образует пол-
ную систему в W 1

2 (Ω). Будем искать приближенные решения задачи в виде

um(x, t) =
m∑

k=1

dk(t)wk(x) (2.4)

из соотношений
l∫

0

(umttwj + aumx w
′
j + cumwj)dx+ a(0, t)α(t)umt (0, t)wj−

−a(l, t)β(t)umt (l, t)wj =

l∫
0

fwjdx, (2.5)

которые представляют собой систему дифференциальных уравнений второго порядка относительно dk(t) :

m∑
k=1

d′′k(t)Akj +
m∑

k=1

(t)Bkjd
′
k +

m∑
k=1

dk(t)Ckj =

= fj(t), (2.6)

где Akj =
l∫
0

wk(x)wj(x)dx,
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Bkj = α(t)a(0, t)wk(0)wj(0)− β(t)a(l, t)wk(l)wj(l)

Ckj =
l∫
0

[a(x, t)w′
k(x)w

′
j(x) + c(x, t)wk(x)wj(x)]dx,

и fj(t) =
l∫
0

fwj(x)dx.

Добавим начальные условия
dk(0) = γk, d′k(0) = δk,

где γk и δk — коэффициенты сумм φm(x) =
m∑

k=1

γkwk(x), ψm(x) =
m∑

k=1

δkwk(x), аппроксимирующих при

m→∞ эти суммы аппроксимируют φ(x) и ψ(x) в нормах W 1
2 (0, l) и L2(0, l) соответственно: φm(x)→ φ(x)

и ψm(x) → ψ(x). Таким образом, мы получили задачу Коши. Так как матрица Akj является обратимой в
силу выбора wk(x), то, учитывая условия теоремы, гарантирующие ограниченность коэффициентов системы,
задача Коши однозначно разрешима и d′′k ∈ L1(0, T ). Следовательно, последовательность приближенных
решений {um} построена.

Теперь докажем ограниченность этой последовательности в W 1
2 (QT ). Для этого нужно получить апри-

орные оценки. Умножим (2.5) на d′j(t), просуммируем по j от 1 до m и проинтегрируем по t от 0 до τ .
Получим

τ∫
0

l∫
0

umttu
m
t dxdt+

τ∫
0

l∫
0

aumx u
m
xtdxdt+

τ∫
0

l∫
0

cumumt dxdt+

+

τ∫
0

αa(umt (0, t))2dt−
τ∫

0

βa(umt (l, t))2dt =

τ∫
0

l∫
0

fumt dt. (2.7)

Проинтегрировав по частям последнее равенство, получим

1

2

l∫
0

((umt (x, τ))2 + a(x, τ)(umx (x, τ))2)dx+

τ∫
0

αa(umt (0, t))2dt−

−
τ∫

0

βa(umt (l, t))2dt =
1

2

l∫
0

(umt (x, 0))2dx+
1

2

τ∫
0

l∫
0

at(u
m
x )2dxdt+

+
1

2

l∫
0

a(umx (x, 0))2dx−
τ∫

0

l∫
0

cumumt dxdt+

τ∫
0

l∫
0

fumt dxdt. (2.8)

Применяя представление

um(x, τ) =

τ∫
0

umt dt+ um(x, 0),

получим
l∫

0

(um(x, τ))2dx 6 2τ

τ∫
0

l∫
0

(umt )2dxdt+ 2

l∫
0

(um(x, 0))2dx.

Так как в силу условий теоремы
τ∫

0

l∫
0

at(u
m
x )2dxdt 6 a1

τ∫
0

l∫
0

(umx )2dxdt,

то приходим к неравенству
l∫

0

((um(x, τ))2 + (umt (x, τ))2 + a(x, τ)(umx (x, τ))2)dx+ 2

τ∫
0

a(0, t)α(t)(umt (0, t))2dt−

−2
τ∫

0

a(l, t)β(t)(umt (l, t))2dt 6
l∫

0

(umt (x, 0))2dx+

l∫
0

a(umx (x, 0))2dx+
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+2

l∫
0

(um(x, 0))2dx+M

τ∫
0

l∫
0

[(umx )2 + (umt )2 + (umx )2]dxdt+

τ∫
0

l∫
0

f2dxdt.

Учитывая свойства норм в пространствах L2 и W 1
2 и выбор начальных условий задачи Коши, получим

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + a(umx )2)dx+ 2

τ∫
0

aα(t)(umt (0, t))2dt−

−2
τ∫

0

aβ(t)(umt (l, t))2dt 6M

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2+

+(umx )2)dxdt+ ||f ||2L2
+N(||ψ||2L2

+m||φ||2W 1
2
).

Так как f является ограниченной функцией в L2(QT ), φ в W 1
2 (QT ), а ψ в L2(QT ),то ||f ||2L2

+ +||φ||2
W 1

2
+

+ ||ψ||2L2
6 K, где K положительная константа. Тогда последнее неравенство примет вид

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)t=τdx 6M

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)dxdt+K.

К этому неравенству применима лемма Гронуола, после ее применения и интегрирования по t от 0 до
T получим

τ∫
0

l∫
0

((um)2 + (umt )2 + (umx )2)t=τdxdt 6
1

M
K(eMT − 1).

Пусть 1
MK(eMT − 1) = N , тогда ||um||2

W 1
2
6 N . Значит, последовательность функций ограничена в W 1

2 ,
следовательно, можно выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся к элементу из этого же простран-
ства, то есть к u ∈W 1

2 (QT ). Покажем, что этот предел и есть обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3).
Умножим каждое из соотношений (2.5) на свою функцию Dj(t), Dj(T ) = 0, полученные равенства про-

суммируем по j от 1 до m, а затем проинтегрируем от 0 до T. Обозначим η(x, t) =
m∑
j=1

Dj(t)wj(x). После

интегрирования по частям получим тождество
T∫

0

l∫
0

(umt η
m
t + aumx η

m
x + cumηm)dxdt+

+

T∫
0

αaumt (0, t)ηmdt−
T∫

0

βaumt (l, t)ηmdt =

=

T∫
0

l∫
0

fηmdxdt,

справедливое для любых η(x, t) =
m∑
j=1

Dj(t)wj(x). Переходя к пределу при m→∞, получим тождество (1.4).

Заметим, что это тождество выполняется пока лишь для функций η(x, t). Однако известно [7], что множество
всех функций такого вида плотно в ˆW (QT ), тождество для предельной функции u(x, t) выполняется для
любых функций v(x, t) ∈ Ŵ (QT ).

Следовательно, теорема полностью доказана.
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PROBLEM WITH DYNAMIC BOUNDARY CONDITIONS FOR A
HYPERBOLIC EQUATION

We consider an initial-boundary problem with dynamic boundary condition for a hyperbolic equation in
a rectangle. Dynamic boundary condition represents a relation between values of derivatives with respect of
spacial variables of a required solution and first-order derivatives with respect to time variable. The main result
lies in substantiation of solvability of this problem. We prove the existence and uniqueness of a generalized
solution. The proof is based on the a priori estimates obtained in this paper, Galyorkin’s procedure and the
properties of Sobolev spaces.
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В.П. Цветов1

АЛЬФА-МАТРИЦЫ И ГРАФ-ПОРОЖДЕННЫЕ ГРАММАТИКИ

В статье рассматривается обобщение граф-порожденных грамматик на основе их матричных пред-
ставлений. Изучаются два класса граф-порожденных грамматик, связанные с вершинными и реберными
разметками порождающих графов. Дается определение альфа-матрицы над полукольцом языков, задан-
ных при помощи конечного алфавита A, и определяются соответствующие матричные алгебры. Введенные
понятия в дальнейшем используются для конструктивного представления граф-порожденных языков и
исследования вопросов, связанных с их эквивалентностью. Дается определение матрично порожденных
грамматик как естественного надкласса граф-порожденных грамматик. Доказываемые утверждения ил-
люстрируются примерами.

Ключевые слова: полукольца языков, формальные грамматики, порождающие грамматики, теория
графов, маршруты на размеченных графах, граф-порожденные грамматики, матрично порожденные грам-
матики.

1. Предварительные сведения
Статья развивает подход к представлению формальных грамматик предложенный в [1], который исполь-

зует графы в качестве инструмента порождения языков. Любой маршрут в вершинной форме на графе
является словом некоторого языка над алфавитом, который образован множеством вершин или связанны-
ми с ними метками. Задавая совокупности начальных и конечных вершин маршрутов, а также их метки
и длины, можно конструктивно определять различные языки на основе имеющихся графовых алгоритмов.
В [1] показано, что множество подобных языков, названных G-языками, является строгим надмножеством
регулярных языков.

Аналогичный подход может быть применен к реберно размеченным графам и маршрутам в реберной
форме. Возникающие при этом языки так же названы G-языками. Языки, связанные с вершинной разметкой
названы языками вершинного типа, а с реберной— языками реберного типа.

Естественный класс алгоритмов нахождения маршрутов на размеченных графах образуют алгоритмы,
использующие правило матричного произведения для матриц с элементами из полукольца языков, задан-
ных над алфавитом A. Таким образом, G-языки допускают реализацию посредством матричных алгебр и
стандартных типов данных. Помимо этого матричные представления являются удобным инструментом для
исследования свойств G-языков, в частности, позволяют установить совпадение классов языков вершинного
и реберного типов, или построить расширение класса граф-порожденных языков до класса матрично порож-
денных языков.

Различные виды полуколец и матричных алгебр над полукольцами традиционно используются в таких
областях, как компьютерная алгебра [2–3], теория автоматов [4], оптимальное управление [5], формальные
языки [6–8], теория бинарных отношений [9; 10] и др. Таким образом, применение аппарата матричных алгебр
является естественным для моделирования генеративных грамматик.

Замечание 1.1. В [1] обнаружены следующие опечатки:

стр. 103, 17 строка снизу: вместо w0 := ε, wm+1 := wm ◦ w следует читать w0 := ε, wm+1 := wm ◦ w;
стр. 103, 12 строка снизу: вместо (W1,W2) ∈ P и W1 7→W2 следует читать (w1,w2) ∈ P и w1 7→ w2, соответ-
ственно;
стр. 105, 2 строка сверху: вместо Lη

I×J×N0
(GA

E) следует читать Lη
I×J×N(G

A
E);

стр. 105, 12 строка сверху: вместо Lη
I×J×N0

(GA
E) следует читать Lη

I×J×N(G
A
E);

стр. 105, 20 строка сверху: вместо Lη
I×J×N(G

A
E) следует читать Lη

I×J×N0
(GA

E);
стр. 105, 22 строка сверху: вместо {S−i}i∈I следует читать {S−i | i ∈ I};

1 c⃝ Цветов В.П., 2017
Цветов Виктор Петрович (tsf-su@mail.ru), кафедра безопасности информационных систем, Самарский национальный ис-

следовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
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стр. 105, 25 строка сверху: вместо F := {Sj | j ∈ J} следует читать F := {Sj | j ∈ J} ∪ {S−i | i ∈ I};
стр. 106, 1 строка сверху: вместо ⟨LA, (◦)⟩ следует читать

⟨
L+
A, (◦)

⟩
.

Далее в статье используются обозначения и определения, введенные в [1].

2. Основные результаты

Рассмотрим конечный алфавит A := {a1, .., an} и множество слов L∗
A над этим алфавитом. Пусть, как

и ранее, ⟨L∗
A, (◦)⟩— моноид слов над алфавитом A с операцией сцепления (конкатенации) слов, 2L

∗
A— булеан

над L∗
A, а ε— пустое слово.

Пусть L1, L2 ⊆ L∗
A— языки, над алфавитом A. Стандартныи образом определим операции объединения и

сцепления языков
L1 ∪ L2 := {w | w ∈ L1 ∨ w ∈ L2},
L1 ◦ L2 := {w := w1 ◦ w1 | w1 ∈ L1 ∧ w2 ∈ L2}.

Понятно, что для любых языков L1, L2, L3 ⊆ L∗
A выполняются равенства

L1 ∪ ∅ = ∅ ∪ L1 = L1,
L1 ◦ ∅ = ∅ ◦ L1 = ∅,
L1 ◦ {ε} = {ε} ◦ L1 = L1,
L1 ◦ (L2 ∪ L3) = (L1 ◦ L2) ∪ (L1 ◦ L2),
(L2 ∪ L3) ◦ L1 = (L2 ◦ L1) ∪ (L3 ◦ L1).

В дальнейшем будем рассматривать некоммутативное полукольцо с единицей
⟨
2L

∗
A , (◦,∪)

⟩
.

2.1. Альфа-матрицы

Пусть α : 1..n× 1..m→ 2L
∗
A— тотальная функция. Обозначим αij := α(i, j).

Определение 2.1. В предыдущих обозначениях будем называть альфа-матрицей или α-матрицей (размер-
ности n×m над алфавитом A) матрицу (αij).

Обозначим Mn×m
A — множество α-матриц размерности n×m.

Пусть (α1
ij), (α

2
ij) ∈ M

n×m
A . Стандартныи образом определим операции их прямого произведения, объеди-

нения и транспонирования, полагая

(α1
ij)⊗ (α2

ij) := (α1
ij ◦ α2

ij) ∈M
n×m
A ,

(α1
ij) ⊎ (α2

ij) := (α1
ij ∪ α2

ij) ∈M
n×m
A ,

(α1
ij)

T := (α1
ji) ∈M

m×n
A .

Пусть (α1
ij) ∈ Mn×s

A , (α2
ij) ∈ Ms×m

A . Стандартныи образом определим операцию их произведения (по
правилу «строка на столбец»), полагая

(α1
ik)⊙ (α2

kj) := (αij) := (
s∪

k=1

α1
ik ◦ α2

kj) ∈Mn×m
A .

Пусть (αij) ∈Mn×n
A . Для любого m ∈ N определим (αij)

m+1 := (αij)
m ⊙ (αij) ∈Mn×n

A , где (αij)
1 := (αij).

Определим α-матрицы (εn×m
ij ) ∈Mn×m

A (δn×n
ij ) ∈Mn×n

A , полагая

εn×m
ij := {ε}, для всех i, j ∈ 1..n;

δn×n
ij :=

{
{ε}, если i = j ∧ i ∈ 1..n
∅, если i ̸= j ∧ i, j ∈ 1..n

.

Понятно, что для любой α-матрицы (αij) ∈Mn×m
A справедливы равенства

(αij)⊗ (εn×m
ij ) = (εn×m

ij )⊗ (αij) = (αij),

(αik)⊙ (δm×m
kj ) = (δn×n

ik )⊙ (αkj) = (αij).

В дальнейшем будем рассматривать некоммутативные полукольца с единицей
⟨
Mn×m

A , (⊗,⊎)
⟩

и⟨
Mn×n

A , (⊙,⊎)
⟩
.
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2.2. Представление граф-порожденных грамматик альфа-матрицами

2.2.1. Граф-порожденные грамматики вершинного типа

Напомним определение граф-порожденной грамматики [1].
Рассмотрим граф Gn

E , заданный множеством вершин V := 1..n := {1, 2, .., n} и бинарным граф-отношением
E ⊆ 1..n × 1..n. Зададим конечный алфавит A := {a1, .., an1

} мощности n1 6 n, возможно содержащий в
себе пустое слово ε, и тотальную сюръекцию ωn : 1..n→ A. Обозначим L+

n— множество непустых слов над
алфавитом 1..n.

Рассмотрим моноид ⟨L∗
A, (◦)⟩ и определим тотальную функцию ω : L+

n → L∗
A правилом

ω(⟨i0..im⟩) = ω(i0i1 . . . im) := ωn(i0) ◦ ωn(i1) ◦ . . . ◦ ωn(im) = w ∈ L∗
A.

Обозначим Lv
i,j,m(Gn

E) ⊂ L+
n – множество маршрутов в вершинной форме длины m на графе Gn

E из вер-
шины i в вершину j. В случае m = 0 для любого j ∈ 1..n полагаем Lv

i,j,0(G
n
E) := {i}.

Рассмотрим функцию Ω : 2L
+
n → 2L

∗
A , индуцированную функцией ω:

Ω(L) := {w := ω(i0i1 . . . im) | i0i1 . . . im ∈ L ⊆ L+
n } ⊆ L∗

A.

Определение 2.2. В предыдущих обозначениях будем называть граф-порожденными языками или G-язы-
ками (над алфавитом A) языки

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)),

где ∅ ̸=M ⊆ 1..n×1..n×N0. В случае одноэлементных множеств M = {(i0, j0,m0)} соответствующие G-языки
будем обозначать Lv

i0,j0,m0
(Gn

E ,A, ωn).
Граф-порожденными грамматиками или G-грамматиками (над алфавитом A) будем называть четверки

⟨Gn
E ,A, ωn,M⟩.

Языки и грамматики, фигурирующие в определении 2.2. будем также называть G-языками и G-грамма-
тиками вершинного типа или v-типа, а граф Gn

E— порождающим графом.

Рассмотрим граф-порожденную грамматику ⟨Gn
E ,A, ωn,M⟩ и ее порождающий граф Gn

E .
Пусть (gnij)— матрица смежности вершин графа Gn

E . Определим α-матрицу (αgn

ij ) ∈M
n×n
A , полагая

αgn

ij :=

{
{ωn(i)}, если gnij = 1 ∧ i, j ∈ 1..n
∅, если gnij = 0 ∧ i, j ∈ 1..n

.

Определим α-матрицу (αA
ij) ∈M

n×n
A , полагая

αA
ij := {ωn(i)}, для всех i, j ∈ 1..n.

Рассмотрим α-матрицу (α1
ij) := (αgn

ij )⊗ (αA
ij)

T . Понятно, что

α1
ij =

{
{ω(ij)}, если gnij = 1
∅, если gnij = 0

.

Таким образом, элемент α-матрицы α1
ij содержит слово языка Lv

i,j,1(G
n
E ,A, ωn), соответствующее маршруту

длины 1 на графе Gn
E из вершины i в вершину j, если такой маршрут существует, и пуст, в противном

случае.
Рассмотрим α-матрицу (α2

ij) := (αgn

ij )
2 ⊗ (αA

ij)
T . Понятно, что

α2
ij =

∪
gn
ik=1∧gn

kj=1

{ω(ikj)}.

Таким образом, элемент α-матрицы α2
ij содержит все слова языка Lv

i,j,2(G
n
E ,A, ωn), соответствующие маршру-

там длины 2 на графе Gn
E из вершины i в вершину j, если такие маршруты существуют, и пуст, в противном

случае.
Аналогичным образом рассматривая α-матрицу (αm

ij ) := (αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , получаем, что ее элемент αm

ij

содержит все слова языка Lv
i,j,m(Gn

E ,A, ωn), соответствующие маршрутам длины m из на графе Gn
E вершины

i в вершину j, если такие маршруты существуют, и пуст, в противном случае.

В терминах G-языков вершинного типа сказанное означает то, что справедлива следующая
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Лемма 2.1. G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× N

(αA
ij), если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× {0} .

Замечание 2.1. В определении 2.2 единственный маршрут нулевой длины из вершины i в вершину
j на графе Gn

E полагается равным самой вершине i для любого значения j ∈ 1..n. В [1] показано, что
определенный таким образом G-язык вершинного типа, является регулярным.

В действительности, G-язык вершинного типа остается регулярным и в том случае, если считать, что

Lv
i,j,0(G

n
E) :=

{
{i}, если (i, j) ∈ E
∅, если (i, j) /∈ E .

Распознающий такой язык конечный автомат можно определить следующим образом:

S := {S−i | i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E} ∪ {S0, S1, . . . , Sn, Sn+1};
X := A;
s0 := S0;

δ(s0, ωn(i)) :=

{
S−i, если i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E
Sn+1, если i ∈ 1..n ∧ i /∈ I ;

δ(Si, ωn(j)) :=

{
Sj , если i, j ∈ 1..n ∧ (i, j) ∈ E
Sn+1, если i, j ∈ 1..n ∧ (i, j) /∈ E ;

δ(S−i, ωn(j)) := δ(Si, ωn(j)), если i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E;
δ(Sn+1, ωn(i)) := Sn+1, если i ∈ 1..n;
F := {Sj | j ∈ J} ∪ {S−i | i ∈ I ∧ ∃j j ∈ J ∧ (i, j) ∈ E}.

Для подобных языков справедлива
Лемма 2.2. Определенный в текущем замечании G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× N

(αgn

ij ), если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0}
.

Пример 2.1.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , заданный граф-отношением

E := {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (3, 4)} ⊂ 1..4× 1..4,

и его матрицу смежности вершин

(g4ij) :=


0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Зададим алфавит A := {a, b} и тотальную сюръекциию ω3 : 1..4→ A, полагая

ω4(1) := a, ω4(2) := b, ω4(3) := a, ω4(4) := a.

В данном случае порождающие матрицы (αg4

ij ), (αA
ij), фигурирующие в формулировке леммы 2.1, будут

иметь вид

(αg4

ij ) :=


∅ {a} {a} ∅
∅ ∅ ∅ {b}
∅ ∅ ∅ {a}
∅ ∅ ∅ ∅

 , (αA
ij) :=


{a} {a} {a} {a}
{b} {b} {b} {b}
{a} {a} {a} {a}
{a} {a} {a} {a}

 .

Непустые множества маршрутов в вершинной форме длины m > 0 на графе G4
E и соответствующие им
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языки имеют вид
Lv
1,2,1(G

3
E) = {1 2},

Lv
1,3,1(G

3
E) = {1 3},

Lv
2,4,1(G

3
E) = {2 4},

Lv
3,4,1(G

3
E) = {3 4},

Lv
1,4,2(G

3
E) = {12 4, 13 4},

Lv
1,2,1(G

4
E ,A, ω4) = {ab} = α1

12,
Lv
1,3,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

13,
Lv
2,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {ba} = α1

24,
Lv
3,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

34,
Lv
1,4,2(G

4
E ,A, ω4) = {aaa, aba} = α2

14,

где

(α1
ij) := (αg4

ij )⊗ (αA
ij)

T =


∅ {ab} {aa} ∅
∅ ∅ ∅ {ba}
∅ ∅ ∅ {aa}
∅ ∅ ∅ ∅

 ,

(α2
ij) := (αg4

ij )
2 ⊗ (αA

ij)
T =


∅ ∅ ∅ {aaa, aba}
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

 .

2.2.2. Лемма о прямом произведении

Пусть (αij), (βij) ∈Mn×n
A — α-матрицы размерности n× n над алфавитом A, причем ∀i1, i2, j ∈ 1..n βi1j =

= βi2j , то есть все элементы, находящиеся в одном столбце матрицы (βij) совпадают.
Рассмотрим α-матрицу (γij) ∈M2n×2n

A , элементы которой определены правилом

γij :=

 αij , если i, j ∈ 1..n
βii, если i ∈ 1..n ∧ j = n+ i
∅, если (i ∈ 1..n ∧ j ̸= n+ i) ∨ (i, j ∈ n+ 1..2n)

.

Обозначим

(αm
ij ) := (αij)

m = (αij)
m−1 ⊙ (αij) = (

n∪
k=1

αm−1
ik ◦ αkj),

(γmij ) := (γij)
m = (γij)

m−1 ⊙ (γij) = (
2n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj),

(ηmij ) := (αij)
m ⊗ (βij) = (αm

ij ◦ βij).
Понятно, что если i, j ∈ 1..n и m > 1, то

γmij :=

2n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj =

n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj =

n∪
k=1

αm−1
ik ◦ αkj = αm

ij .

Если же i ∈ 1..n ∧ j ∈ n+ 1..2n, то

γmij :=

2n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj =

n∪
k=1

γm−1
ik ◦ γkj = γm−1

ij ◦ βjj = αm−1
ij ◦ βij = ηm−1

ij .

Положим γ̃mij := γmi(j+n), при i, j ∈ 1..n, и рассмотрим α-матрицу (γ̃mij ) ∈M
n×n
A , являющуюся подматрицей

матрицы (γmij ).
В силу ранее сказанного справедлива
Лемма 2.3. С учетом введенных обозначений при m > 1 имеет место равенство

(αij)
m ⊗ (βij) = (γ̃m+1

ij ).

Из лемм 2.1–2.3 вытекают

Следствие 2.1. G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij =

∪
(i,j,m)∈M ′

γmij ,
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где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij)
T , если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× N

(αA
ij), если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× {0} ,

γij :=

 αgn

ij , если i, j ∈ 1..n

αA
ii , если i ∈ 1..n ∧ j = n+ i
∅, если (i ∈ 1..n ∧ j ̸= n+ i) ∨ (i, j ∈ n+ 1..2n)

,

M ′ :=

{
{(i, j + n,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× N
{(i, i+ n,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0} .

Следствие 2.2. Определенный в замечании 3.1 G-язык вершинного типа допускает представление

Lv
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij =

∪
(i,j,m)∈M ′

γmij ,

где

(αm
ij ) :=

{
(αgn

ij )
m ⊗ (αA

ij), если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× N
(αgn

ij ), если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0}
.

M ′ :=

{
{(i, j + n,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ̸=M ⊆ 1..n× 1..n× N
{(i, j,m+ 1) | (i, j,m) ∈M}, если ∅ ≠M ⊆ 1..n× 1..n× {0} .

Следствие 2.3. Лемма 2.3 и следствия 2.1, 2.2 остаются справедливыми, если определять элементы
α-матрицы (γij) ∈M2n+k×2n+k

A при произвольном k ∈ N правилом

γij :=


αij , если i, j ∈ 1..n
αA
ii , если i ∈ 1..n ∧ j = n+ i
∅, если (i ∈ 1..n ∧ j ̸= n+ i) ∨ (i, j ∈ n+ 1..2n)
∅, если i ∈ 2n+ 1..2n+ k ∧ j ∈ 1..2n
∅, если i ∈ 1..2n+ k ∧ j ∈ 2n+ 1..2n+ k

.

Пример 2.2.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , α-матрицу и G-языки вершинного типа, определенные в примере
2.1. Соответствующая им матрица (γij), фигурирующая в формулировке следствия 2.1, будет иметь вид

(γij) :=



∅ {a} {a} ∅ {a} ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ {b} ∅ {b} ∅ ∅
∅ ∅ ∅ {a} ∅ ∅ {a} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {a}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,

При этом выполняются легко проверяемые равенства

Lv
1,2,1(G

4
E ,A, ω4) = {ab} = α1

12 = γ216,
Lv
1,3,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

13 = γ217,
Lv
2,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {ba} = α1

24 = γ228,
Lv
3,4,1(G

4
E ,A, ω4) = {aa} = α1

34 = γ238,
Lv
1,4,2(G

4
E ,A, ω4) = {aaa, aba} = α2

14 = γ318,

где

(γ2ij) := (γij)
2 =



∅ ∅ ∅ {aa, ab} ∅ {ab} {aa} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {ba}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {aa}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,
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(γ3ij) := (γij)
3 =



∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {aaa, aba}
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,

а матрицы (α1
ij), (α2

ij) определены в примере 2.1.

2.2.3. Граф-порожденные грамматики реберного типа

Наряду с маршрутами в вершинной форме на графе Gn
E рассмотрим маршруты в реберной форме. Марш-

рут в реберной форме на графе Gn
E из вершины i0 в вершину im будем обозначать ⟨[i0i1]..[im−1im]⟩ :=

= (i0, i1), (i1, i2), .., (im−2, im−1), (im−1, im) ∈ L+
E

Обозначим Le
i,j,m(Gn

E) ⊂ L
+
E– множество маршрутов в реберной форме длины m из вершины i в вершину

j. В отличие от предыдущего будем рассматривать только маршруты ненулевой длины.
Как и ранее, зададим конечный алфавит A := {a1, .., an1} мощности n1 6 |E| возможно содержащий в

себе пустое слово ε, и тотальную сюръекцию ωE : E → A.
Определим тотальную функцию ω : L+

E → L∗
A правилом

ω(⟨[i0i1]..[im−1im]⟩) := ωE((i0, i1)) ◦ ωE((i1, i2)) ◦ . . . ◦ ωE((im−1, im)) = w ∈ L∗
A.

Рассмотрим функцию Ω : 2L
+
E → 2L

∗
A , индуцированную функцией ω.

Определение 2.3. В предыдущих обозначениях будем называть граф-порожденными языками реберного
типа или G-языками e-типа (над алфавитом A) языки

Le
M (Gn

E ,A, ωE) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Le
i,j,m(Gn

E)),

где ∅ ≠M ⊆ 1..n×1..n×N. В случае одноэлементных множеств M = {(i0, j0,m0)} соответствующие G-языки
будем обозначать Le

i0,j0,m0
(Gn

E ,A, ωE).
Граф-порожденными грамматиками реберного типа или G-грамматиками e-типа (над алфавитом A)

будем называть четверки ⟨Gn
E ,A, ωE ,M⟩.

Определим α-матрицу (αgn

ij ) ∈M
n×n
A , полагая

αgn

ij :=

{
{ωE((i, j))}, если gnij = 1 ∧ i, j ∈ 1..n
∅, если gnij = 0 ∧ i, j ∈ 1..n

.

Проводя рассуждения, аналогичные проведенным при обосновании справедливости леммы 2.1, легко по-
казать, что справедлива

Лемма 2.4. G-язык реберного типа допускает представление

Le
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где (αm
ij ) := (αgn

ij )
m.

Пример 2.3.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , определенный в примере 2.1. Зададим алфавит A := {a, b, c} и то-
тальную сюръекциию ω3 : E → A, полагая

ωE((1, 2)) := a, ωE((1, 3)) := b, ωE((2, 4)) := c, ωE((3, 4)) := c.

Матрица (αg4

ij ), фигурирующая в формулировке леммы 2.4, будет иметь вид

(αg4

ij ) :=


∅ {a} {b} ∅
∅ ∅ ∅ {c}
∅ ∅ ∅ {c}
∅ ∅ ∅ ∅

 ,
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Непустые множества маршрутов в реберной форме длины m > 0 на графе G4
E и соответствующие им

языки имеют вид
Le
1,2,1(G

3
E) = {(1, 2)},

Le
1,3,1(G

3
E) = {(1, 3)},

Le
2,4,1(G

3
E) = {(2, 4)},

Le
3,4,1(G

3
E) = {(3, 4)},

Le
1,4,2(G

3
E) = {(1, 2)(2, 4); (1, 3), (3, 4)},

Le
1,2,1(G

4
E ,A, ωE) = {a} = α12,

Le
1,3,1(G

4
E ,A, ωE) = {b} = α13,

Le
2,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α24,

Le
3,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α34,

Le
1,4,2(G

4
E ,A, ωE) = {ac, bc} = α2

14,

где

(α2
ij) := (αij)

2 =


∅ ∅ ∅ {ac, bc}
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

 .

2.3. Лемма о вершинном представлении

Определение 2.4. Будем назыаать α-матрицу (αij) ∈Mn×m
A матрицей вершинного типа, если

∀i ∈ 1..n, j1, j2 ∈ 1..m αij1 = αij2 .

Рассмотрим матрицу (αij) ∈Mn×n
A и определим алфавит A :=

n∪
i,j=1

αij .

Непустые элементы матрицы (αij) будем интерпретировать как метки соответствующих ребер (i, j) ∈ E :=
= {(i, j) | αij ̸= ∅} графа Gn

E .
Если определить тотальную сюръекцию ωE : E → A правилом ωE((i, j)) := αij ̸= ∅, то в силу леммы 2.3

порожденные этим графом языки реберного типа будут иметь представление

Le
M (Gn

E ,A, ωn) :=
∪

(i,j,m)∈M

Ω(Lv
i,j,m(Gn

E)) =
∪

(i,j,m)∈M

αm
ij ,

где (αm
ij ) := (αij)

m.
Обозначим di— количество непустых элементов в i-ой строке матрицы (αij). Понятно, что |E| =

∑n
i=1 di =

= d. Занумеруем ребра графа Gn
E в порядке появления соответвующих им непустых элементов в строках

матрицы (αij), начиная с первой строки. Таким образом, первые d1 ребер будут иметь вид (1, js) s ∈ 1..m1,
следующие d2 ребер будут иметь вид (2, js) s ∈ d1 + 1..d1 + d2, и т.д.

На множестве E зададим бинарное отношение R ⊆ E × E, полагая, что ребра es := (is, js), ek := (ik, jk)
находятся в отношении R, если js = ik, то есть, если ребро es входит в вершину js, а ребро ek исходит из
нее.

На множестве вершин 1..d зададим граф-отношение ER, полагая (s, k) ∈ ER, если (es, ek) ∈ R.
Определим граф Gd

ER
. Понятно, что k-ой вершине графа Gd

ER
соответствует k-ое ребро графа Gn

E . За-
дадим метки вершин графа Gm

ER
в соответствии с метками ребер графа Gn

E , то есть определим тотальную
сюръекцию ωd : 1..d→ A, полагая

ωd(s) := αisjs для всех s ∈ 1..d,

где (is, js) = es— s-ое ребро графа Gn
E .

Пусть (gdsk)— матрица смежности вершин графа Gd
ER

. Как и ранее, определим α-матрицу (αgd

sk), полагая

αgd

sk :=

{
{ωd(s)}, если gdsk = 1 ∧ s, k ∈ 1..d
∅, если gdsk = 0 ∧ s, k ∈ 1..d

.

Рассмотрим ребро es := (is, js) графа Gn
E , исходящее из вершины is и входящее в вершину js. В этом

случае αisjs = ωE((is, js)) ̸= ∅. Если существует ребро ek := (js, jk) графа Gn
E , исходящее из вершины js и

входящее в вершину jk, то αgd

sk = ωd(s) = αisjs = ωE((is, js)) ̸= ∅, в противном случае αgd

sk = ∅.
Таким образом, элемент α-матрицы αgd

sk содержит слово языка Le
is,js,1

(Gn
E ,A, ωn), соответствующее марш-

руту длины 1 в реберной форме на графе Gn
E из вершины is в вершину js, если существует маршрут длины
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2 из вершины is через вершину js в некоторую вершину jk, и пуст, в противном случае. Это слово так-
же принадлежит языку Lv

s,k,0(G
d
ER
,A, ωd), то есть соответствует маршруту длины 0 в вершинной форме из

вершины s в вершину k на графе Gd
ER

, если полагать, что этот путь равен s для любой вершины k ∈ 1..d.
Если, как и ранее при доказательстве леммы 2.1, определить α-матрицу (αA

sk) ∈M
d×d
A , полагая

αA
sk := {ωd(s)},для всех s, k ∈ 1..d,

и рассмотреть α-матрицу (α1
sk) := (αgd

sk)⊗ (αA
sk)

T , то

α1
sk =

{
{ω(sk)}, если gdsk = 1
∅, если gdsk = 0

.

Таким образом, элемент α-матрицы α1
sk содержит единственное слово языка Lv

s,k,1(G
d
ER
,A, ωd), соответствую-

щее маршруту длины 1 в вершинной форме на графе Gd
ER

из вершины s в вершину k, если такой маршрут
существует, и пуст, в противном случае. Этому маршруту соответствует маршрут длины 2 в реберной форме
на графе Gn

E из вершины is через вершину js в вершину jk, и, как следствие, слово α1
sk также принадлежит

языку Le
is,jk,2

(Gn
E ,A, ωn).

Рассмотрим α-матрицы (αm
ij ) := (αij)

m, (αm
sk) := (αgd

sk)
m ⊗ (αA

sk)
T .

Обозначим −→S (i) := {s | es = (i, j)}— множество индексов ребер графа Gn
E , исходящих из вершины i, и

←−
K(j) := {k | ek = (i, j)}— множество индексов ребер графа Gn

E , входящих в вершину j. Понятно, что −→S (i) =

= {s |
∑i−1

m=1 dm < s 6
∑i

m=1 dm}.
Рассуждая аналогично предыдущему, можно показать, что при m > 1

αm
ij =

∪
s∈
−→
S (i)∧k∈

←−
K (j)

αm−1
sk .

Из сказанного, а также из леммы 2.3 о прямом произведении и ее следствий вытекает

Лемма 2.5. С учетом введенных обозначений при m > 1 имеет место равенство

αm
ij =

∪
s∈
−→
S (i)∧k∈

←−
K (j)

γms(k+d),

где элементы матрицы вершинного типа (γsk) ∈M2d+1×2d+1
A заданы правилом

γsk :=


αsk, если s, k ∈ 1..d
αA
ss, если s ∈ 1..d ∧ k = d+ s
∅, если (s ∈ 1..d ∧ k ̸= d+ s) ∨ (s, k ∈ d+ 1..2d)
∅, если s = 2d+ 1 ∧ k ∈ 1..2d
∅, если s ∈ 1..2d+ 1 ∧ k = 2d+ 1

,

и (γmsk) := (γsk)
m.

Кроме того,

αij :=

{
γs(s+d), если (i, j) = es ∈ E
γ(2d+1)(2d+1), если (i, j) /∈ E .

Пример 2.4.
Рассмотрим порождающий граф G4

E , α-матрицу и G-языки реберного типа, определенные в примере 2.3.
Примем следующую нумерацию ребер графа G4

E :

e1 := (1, 2), e2 := (1, 3), e3 := (2, 4), e4 := (3, 4).

Бинарные отношения R ⊂ E×E и ER ⊂ 1..4×1..4, фигурирующие в предыдущих рассуждениях, будут иметь
вид:

R := {(e1, e3), (e2, e3)},
ER := {(1, 3), (2, 3)}.

В этом случае

(αg4

sk) =


∅ ∅ {a} ∅
∅ ∅ ∅ {b}
∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅

 , (αA
sk) =


{a} {a} {a} {a}
{b} {b} {b} {b}
{c} {c} {c} {c}
{c} {c} {c} {c}

 ,

−→
S (1) = {1, 2},−→S (2) = {3},−→S (3) = {4},−→S (4) = ∅,
←−
K(1) = ∅,←−K(2) = {1},←−K(3) = {2},←−K(4) = {3, 4}.
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Соответствующая им матрица (γsk), фигурирующая в формулировке леммы 2.5, будет иметь вид

(γsk) :=



∅ ∅ {a} ∅ {a} ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ {b} ∅ {b} ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {c} ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {c} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


.

При этом выполняются легко проверяемые равенства

Le
1,2,1(G

4
E ,A, ωE) = {a} = α12 = γ15,

Le
1,3,1(G

4
E ,A, ωE) = {b} = α13 = γ26,

Le
2,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α24 = γ37,

Le
3,4,1(G

4
E ,A, ωE) = {c} = α34 = γ48,

Le
1,4,2(G

4
E ,A, ωE) = {ac, bc} = α2

14 =
∪

s∈{1,2}∧k∈{3,4} γ
2
s(k+4),

где

(γ2sk) := (γsk)
2 =



∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {ac} ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {bc} ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅


,

а матрицы α1
ij), (α2

ij) определены в примере 2.3.

Непосредственным следствием леммы 2.5 является

Лемма 2.6. Классы G-языков вершинного и реберного типов совпадают.

Пример 2.5.
Раcсмотрим порождающий граф G2

E , заданный граф-отношением

E := {(1, 2)} ⊂ 1..2× 1..2,

с матрицей смежности вершин

(g2ij) :=

(
0 1
0 0

)
.

Зададим алфавит A := {a, ε} и тотальные сюръекции ω2 : 1..2→ A, ω2 : E → A, полагая

ω2(1) := ε, ω2(2) := a; ωE((1, 2)) := ε.

В данном случае матрицы (αg2

ij ), (α
A
ij), (α

g2

ij ), фигурирующие в формулировках лемм 2.1 и 2.4 будут иметь
вид

(αg2

ij ) :=

(
∅ {ε}
∅ ∅

)
, (αA

ij) :=

(
{ε} {ε}
{a} {a}

)
, (αg2

ij ) :=

(
∅ {ε}
∅ ∅

)
.

Понятно, что Lv
1,1,0(G

2
E ,A, ω2) = {ε} и Le

1,1,1(G
2
E ,A, ωE) = {ε}.

Пример 2.6.
Раcсмотрим алфавит A и непустое слово w ∈ L+

A длины |w| = n.
Зададим вспомогательный алфавит A1 := {w[i] | i = 1..n}, где w[i]— i-ая буква слова w.
Зададим порождающий граф Gn

E при помощи граф-отношения

E := {(1, 2), (2, 3), .., (i− 1, i), .., (n− 1, n)} ⊂ 1..n× 1..n,

и определим тотальную сюръекцию ωn : 1..n→ A1, полагая

ωn(i) := w[i], для всех i ∈ 1..n.

Понятно, что Lv
1,n,n−1(G

n
E ,A1, ωn) = {w}.
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Также зададим порождающий граф Gn+1
E при помощи граф-отношения

E := {(1, 2), (2, 3), .., (i− 1, i), .., (n, n+ 1)} ⊂ 1..n+ 1× 1..n+ 1.

и определим тотальную сюръекцию ωn+1 : E → A1, полагая

ωE((i, i+ 1)) := w[i], для всех i ∈ 1..n.

Понятно, что Le
1,n+1,n(G

n+1
E ,A1, ωE) = {w}.

Непосредственно из результатов примеров 2.5, 2.6 следует

Лемма 2.7. Любой конечный язык над алфавитом A является G-языком (вершинного, реберного типа).

2.4. Матрично порожденные грамматики
Способ представления G-языков при помощи элементов степеней α-матриц специального вида допускает

естественное обобщение на случай произвольных языков.
С учетом предыдущих результатов, дадим следующее

Определение 2.5. Пусть {(αij)s}∞s=1— последовательность α-матриц согласованных размерностей над алфа-
витом A, то есть (αij)s ∈Mns×ms

A и ns+1 = ms. Матрично порожденными языками или Mα-языками (над
алфавитом A) будем называть языки

LM ({(αij)s}∞s=1 ,A) :=
∪

(i,j,k)∈M

αk
ij ,

где M ⊆ 1..n1 × 1..mk × N и

(αk
ij) :=

k⊙
s=1

(αij)s := (αis1)1 ⊙ ..⊙ (αsk−1j)k.

В случае одноэлементного множества M = {(i0, j0, k0)} соответствующие Mα-языки будем обозначать
Li0,j0,k0

({(αij)s}∞s=1 ,A).
Матрично порожденными грамматиками или Mα-грамматиками (над алфавитом A) будем называть

тройки
⟨
{(αij)s}∞s=1 ,A,M

⟩
. Матрицы (αij)s будем называть базисными порождающими матрицами.

Пример 2.7.
При произвольном M ⊆ 1..3× 1..3× N определим Mα-грамматики полагая

(αij)2s :=

 {aa} {a, aba} ∅
{bbb, aaa, ab} ∅ {b}

∅ {ε} {ε, a, b}

 ,

(αij)2s+1 :=

 {ab, ε} {b} {ε}
{a, b, ε} {a} L∗

A
{bb, aa} {ε} {ε}

 .

При исследовании матрично порожденных грамматик естественно использовать графовые интерпретации
базисных матриц (α

(s)
ij ) := (αij)s, а именно, в случае ns = ms можно трактовать их непустые элементы, как

вершинные или реберные метки Gns

E(α(s))
, заданого граф-отношением

E(α(s)) := {(i, j) | α(s)
ij ̸= ∅} ⊆ 1..ns × 1..ns.

В случае ns ̸= ms рассматриваются ребра соответствующих двудольных графов.
Нетрудно понять, что G-языки обоих типов являются частным случаем Mα-языков, а приведенные выше

леммы при соответствующих ограничениях допускают обобщение на случай α-матриц общего вида.
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ALPHA-MATRIX AND GRAPH-GENERATED GRAMMARS

In this paper we consider the extension of graph-generated grammars based on their matrix representations.
We study two classes of graph-generated grammars associated with the vertex and edge marking of graphs.
We define alpha-matrices over a semiring of languages specified by finite alphabet A and then define the
corresponding matrix algebras. These concepts are then used for constructive representation of graph-generated
languages and research of their equivalence. We define a matrix-generated grammars as a natural superclass
of graph-generated grammars. All the proofs are illustrated by examples.

Key words: semirings of languages, formal grammars, generative grammars, graph theory, paths in graphs,
labeled graphs, graph-generated grammars, matrix-generated grammars.
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УДК 517+531.01

М.В. Шамолин1

СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ, СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ДВИЖЕНИЮ
МАЯТНИКА В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ2

В работе систематизируются результаты по исследованию уравнений движения динамически симмет-
ричного закрепленного четырехмерного твердого тела-маятника, находящегося в некотором неконсерва-
тивном поле сил. Его вид заимствован из динамики реальных закрепленных твердых тел, помещенных
в однородный поток набегающей среды. Параллельно рассматривается задача о движении свободного
четырехмерного твердого тела, также находящегося в подобном поле сил. При этом на данное свобод-
ное тело действует также неконсервативная следящая сила либо заставляющая во все время движения
величину скорости некоторой характерной точки твердого тела оставаться постоянной во времени (что
означает наличие в системе неинтегрируемой сервосвязи). Указаны нетривиальные механические и топо-
логические аналогии.

Ключевые слова: четырехмерное твердое тело, неконсервативное поле сил, динамическая система,
случаи интегрируемости.

1. Модельные предположения

Рассмотрим однородный трехмерный круговой диск D3 с центром в точке D, гиперплоскость которого
в четырехмерном евклидовом пространстве E4 перпендикулярна державке OD. Диск жестко закреплен к
державке, находящейся на (обобщенном) сферическом шарнире O, и обтекается однородным потоком сре-
ды. В этом случае тело представляет собой физический (обобщенный сферический) маятник. Поток среды
движется из бесконечности с постоянной скоростью v = v∞ ̸= 0, а державка сопротивления не создает
(ср. с [1; 2]).

Предположим, что суммарная сила S воздействия потока среды на диск перпендикулярна диску D3, а точ-
ка N приложения этой силы определяется, по крайней мере, углом атаки α, измеряемым между вектором
скорости vD точки D относительно потока и державкой OD, углами β1, β2, измеряемыми в гиперплоскости
диска D3 (таким образом, (v, α, β1, β2) — (обобщенные) сферические координаты конца вектора vD), а также
тензором приведенной угловой скорости ω̃ ∼= lΩ̃/vD, vD = |vD| (l — длина державки, Ω̃ — тензор угловой
скорости маятника). Подобные условия обобщают модель струйного обтекания пространственных тел [3; 4].

Вектор e = OD/l определяет ориентацию державки. Тогда S = s(α)v2De, где s(α) = s1(α)sign cosα, где
коэффициент сопротивления s1 > 0 зависит лишь от угла атаки α. В силу свойств осевой симметрии тела-
маятника относительно точки D функция s(α) является четной.

Пусть Dx1x2x3x4 — система координат, жестко связанная с телом, при этом ось Dx1 имеет направляющий
вектор e, а оси Dx2, Dx3 и Dx4 лежат в гиперплоскости диска D3.

Углами (ξ, η1, η2) мы определим положение державки OD в четырехмерном пространстве E4. При этом
угол ξ будем измерять между державкой и направлением набегающего потока. Другими словами, вводимые
углы являются (обобщенными) сферическими координатами точки D центра диска D3 на трехмерной сфере
постоянного радиуса OD.

Пространством положений такого (обобщенного) сферического (физического) маятника является трехмер-
ная сфера

S3{(ξ, η1, η2) ∈ R3 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}, (1.1)

а фазовым пространством — касательное расслоение трехмерной сферы

T∗S
3{(ξ̇, η̇1, η̇2; ξ, η1, η2) ∈ R6 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}. (1.2)

1 c⃝ Шамолин М.В., 2017
Шамолин Максим Владимирович (shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru), Институт механики Московского государ-

ственного университета им. М. В. Ломоносова, 119192, Российская Федерация, г. Москва, Мичуринский пр., 1.
2Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 15-01-00848-а).
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Тензор (второго ранга) Ω̃ угловой скорости в системе координат Dx1x2x3x4 будем определять через косо-
симметрическую матрицу

Ω̃ =


0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

 , Ω̃ ∈ so(4). (1.3)

Расстояние от центра D диска D3 до центра давления (точки N) будет иметь вид |rN | = rN =
= DN (α, β1, β2, lΩ/vD) , где rN = {0, x2N , x3N , x4N} в системе Dx1x2x3x4 (волну над Ω опустим).

Сразу же заметим, что, также как и в двумерном и трехмерном случаях, используемая модель воздей-
ствия потока среды на закрепленный маятник аналогична построенной модели для свободного тела и в даль-
нейшем учитывает влияние вращательной производной момента силы воздействия среды по тензору угловой
скорости маятника (см. также [5; 6]). Анализ задачи об обобщенном сферическом (физическом) маятнике в
потоке позволит обнаружить качественные аналогии в динамике частично закрепленных и свободных четы-
рехмерных тел.

2. Группа динамических уравнений на алгебре Ли so(4)
Пусть четырехмерное твердое тело Θ массы m с гладкой трехмерной границей ∂Θ находится под воз-

действием некоторого неконсервативного поля сил (а именно, это можно интерпретировать как движение
тела в сопротивляющейся среде, заполняющей четырехмерную область евклидового пространства E4). Пред-
положим, что оно является динамически симметричным, при этом имеются две логические возможности
представления его тензора инерции в случае наличия двух независимых равенств главных моментов инер-
ции: либо в некоторой связанной с телом системе координат Dx1x2x3x4 оператор инерции имеет вид

diag{I1, I2, I2, I2}, (2.1)

либо вид diag{I1, I1, I3, I3}. В первом случае в гиперплоскости Dx2x3x4 тело динамически симметрично (дру-
гими словами, ось Dx1 — ось динамической симметрии тела), а во втором случае двумерные плоскости Dx1x2
и Dx3x4 являются плоскостями динамической симметрии тела.

Конфигурационным пространством свободного n-мерного твердого тела является прямое произведение
пространства Rn (определяющего координаты центра масс тела) на группу его вращений SO(n) (определя-
ющую вращение тела вокруг центра масс) Rn × SO(n) и имеет размерность n + n(n − 1)/2 = n(n + 1)/2.
Соответственно, размерность фазового пространства равна n(n+ 1).

В частности, если Ω — тензор угловой скорости четырехмерного твердого тела (а он является терзором
второго ранга [7; 8; 9]), Ω ∈ so(4), то та часть динамических уравнений движения, которая отвечает
алгебре Ли so(4), имеет следующий вид [8; 9]:

Ω̇Λ + ΛΩ̇ + [Ω, ΩΛ+ ΛΩ] =M, (2.2)

Λ = diag{λ1, λ2, λ3, λ4},

λ1 =
−I1 + I2 + I3 + I4

2
, λ2 =

I1 − I2 + I3 + I4
2

,

λ3 =
I1 + I2 − I3 + I4

2
, λ4 =

I1 + I2 + I3 − I4
2

,

M = MF — момент внешних сил F, действующих на тело в R4, спроектированный на естественные ко-
ординаты в алгебре Ли so(4), [., .] — коммутатор в so(4). Кососимметрическую матрицу (соответствующую
данному тензору второго ранга) Ω ∈ so(4) будем представлять в виде (1.3), где ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 —
компоненты тензора угловой скорости в проекциях на координаты в алгебре Ли so(4). При этом, очевидно,
выполнены следующие равенства: λi − λj = Ij − Ii для любых i, j = 1, . . . , 4.

При вычислении момента внешней силы, действующей на тело, необходимо построить отображение R4×
×R4 −→ so(4), переводящее пару векторов (DN,F) ∈ R4 ×R4 из R4 ×R4 в некоторый элемент из алгебры
Ли so(4), где DN = {0, x2N , x3N , x4N}, F = {F1, F2, F3, F4}, F — внешняя сила, действующая на тело. При
этом строится соответствующая вспомогательная матрица(

0 x2N x3N x4N
F1 F2 F3 F4

)
.

Тогда правая часть системы (2.2) примет вид

M = {M1,M2,M3,M4,M5,M6} =

= {x3NF4 − x4NF3, x4NF2 − x2NF4,−x4NF1, x2NF3 − x3NF2, x3NF1,−x2NF1},
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где M1, M2, M3, M4, M5, M6 — компоненты тензора момента внешней силы в проекциях на координаты
в алгебре Ли so(4),

M =


0 −M6 M5 −M3

M6 0 −M4 M2

−M5 M4 0 −M1

M3 −M2 M1 0

 .

В нашем случае закрепленного маятника реализуется случай (2.1). Тогда динамическая часть уравнений
его движения примет следующий вид:

(I1 + I2)ω̇1 = 0, (I1 + I2)ω̇2 = 0,
2I2ω̇3 + (I1 − I2)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4N (α, β1, β2,Ω/v) s(α)v

2,
(I1 + I2)ω̇4 = 0,

2I2ω̇5 + (I1 − I2)(ω4ω6 − ω1ω3) = −x3N (α, β1, β2,Ω/v) s(α)v
2,

2I2ω̇6 + (I2 − I1)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2N (α, β1, β2,Ω/v) s(α)v
2,

(2.3)

поскольку момент силы воздействия среды определяется через следующую вспомогательную матрицу:(
0 x2N x3N x4N

−s(α)v2D 0 0 0

)
,

где {−s(α)v2D, 0, 0, 0} — разложение силы S воздействия среды в системе координат Dx1x2x3x4.
Поскольку размерность алгебры Ли so(4) равна 6, система уравнений (2.3) и составляет группу динами-

ческих уравнений на so(4).
Видно, что в правую часть системы уравнений (2.3) входят, прежде всего, углы α, β1, β2, поэтому данная

система уравнений не является замкнутой. Для того, чтобы получить полную систему уравнений движения
маятника, необходимо к динамическим уравнениям на алгебре Ли so(4) присоединить несколько групп ки-
нематических уравнений.

2.1. Циклические первые интегралы

Сразу же заметим, что система (2.3), в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4, (2.4)

обладает тремя циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω2 ≡ ω0

2 = const, ω4 ≡ ω0
4 = const. (2.5)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. (2.6)

При условиях (2.4)–(2.6) система (2.3) примет вид незамкнутой системы трех уравнений:

2I2ω̇3 = x4N (α, β1, β2,Ω/v) s(α)v
2, 2I2ω̇5 = −x3N (α, β1, β2,Ω/v) s(α)v

2,
2I2ω̇6 = x2N (α, β1, β2,Ω/v) s(α)v

2.
(2.7)

3. Первая группа кинематических уравнений

Для получения полной системы уравнений движения нам потребуется группа кинематических уравнений,
связывающих скорости точки D (центра диска D3) и набегающего потока:

vD = vD · iv(α, β1, β2) = Ω̃l + (−v∞)iv(−ξ, η1, η2), l = {l, 0, 0, 0}, (3.1)

iv(α, β1, β2) =


cosα

sinα cosβ1
sinα sinβ1 cosβ2
sinα sinβ1 sinβ2

 . (3.2)

Равенство (3.1) выражает теорему сложения скоростей в проекциях на связанную систему координат
Dx1x2x3x4.

Действительно, в левой части равенства (3.1) стоит скорость точки D маятника относительно потока
в проекциях на связанную с маятником систему координат Dx1x2x3x4. При этом вектор iv(α, β1, β2) —
единичный вектор вдоль оси вектора vD. Вектор iv(α, β1, β2) имеет (обобщенные) сферические координаты
(1, α, β1, β2), определяющие разложение (3.2).
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В правой части равенства (3.1) стоит сумма скоростей точки D при повороте маятника (первое слагаемое)
и движения потока (второе слагаемое). При этом в первом слагаемом имеются координаты вектора l = OD =
= {l, 0, 0, 0} в системе координат Dx1x2x3x4.

На втором слагаемом правой части равенства (3.1) остановимся подробнее. В нем имеются координаты
вектора (−v∞) = {−v∞, 0, 0, 0} в неподвижном пространстве. Чтобы его записать в проекциях на связан-
ную систему координат Dx1x2x3x4 необходимо произвести (обратный) поворот маятника на угол (−ξ), что
алгебраически эквивалентно умножению величины (−v∞) на вектор iv(−ξ, η1, η2).

Таким образом, первая группа кинематических уравнений (3.1) в нашем случае примет следующий вид:

vD cosα = −v∞ cos ξ, vD sinα cosβ1 = lω6 + v∞ sin ξ cos η1,
vD sinα sinβ1 cosβ2 = −lω5 + v∞ sin ξ sin η1 cos η2,
vD sinα sinβ1 sinβ2 = lω3 + v∞ sin ξ sin η1 sin η2.

(3.3)

4. Вторая группа кинематических уравнений

Нам также потребуется группа кинематических уравнений, связывающих тензор угловой скорости Ω̃ и
координаты ξ̇, η̇1, η̇2, ξ, η1, η2 фазового пространства (1.2) исследуемого маятника — касательного расслоения
T∗S

3{ξ̇, η̇1, η̇2; ξ, η1, η2}.
Проведем рассуждения в стиле, допускающем любую размерность. Искомые уравнения получаются из

следующих двух групп соотношений. Поскольку движение тела формально происходит в евклидовом про-
странстве En, n = 4, сначала выражается набор, состоящий из фазовых переменных ω3, ω5, ω6, через новые
переменные z1, z2, z3 (из набора z). Для этого производится следующая композиция поворотов на углы η1, η2: ω3

ω5

ω6

 = T1,2(η2) ◦ T2,3(η1)

 z1
z2
z3

 , (4.1)

T2,3(η1) =

 1 0 0
0 cos η1 − sin η1
0 sin η1 cos η1

 , T1,2(η2) =

 cos η2 − sin η2 0
sin η2 cos η2 0
0 0 1

 .

Другими словами, справедливы соотношения z1
z2
z3

 = T2,3(−η1) ◦ T1,2(−η2)

 ω3

ω5

ω6

 ,

т.е.
z1 = ω3 cos η1 + ω5 sin η2, z2 = −ω3 cos η1 sin η2 + ω5 cos η1 cos η2 + ω6 sin η1,

z3 = ω3 sin η1 sin η2 − ω5 sin η1 cos η2 + ω6 cos η1.

Затем вместо группы переменных z подставляется следующая зависимость:

z3 = ξ̇, z2 = −η̇1
sin ξ

cos ξ
, z1 = η̇2

sin ξ

cos ξ
sin η1. (4.2)

Таким образом, две группы уравнений (4.1) и (4.2) дают вторую группу кинематических уравнений:

ω3 = ξ̇ sin η1 sin η2 + η̇1
sin ξ
cos ξ cos η1 sin η2 + η̇2

sin ξ
cos ξ sin η1 cos η2,

ω5 = −ξ̇ sin η1 cos η2 − η̇1 sin ξ
cos ξ cos η1 cos η2 + η̇2

sin ξ
cos ξ sin η1 sin η2,

ω6 = ξ̇ cos η1 − η̇1 sin ξ
cos ξ sin η1.

(4.3)

Видно, что три группы соотношений (2.7), (3.3), (4.3) образуют замкнутую систему уравнений. В эти три
группы уравнений входят следующие функции:

x2N

(
α, β1, β2,

Ω

vD

)
, x3N

(
α, β1, β2,

Ω

vD

)
, x4N

(
α, β1, β2,

Ω

vD

)
, s(α).

При этом функция s считается зависимой лишь от α, а функции x2N , x3N , x4N могут зависеть, наряду с
углами α, β1, β2, вообще говоря, и от приведенного тензора угловой скорости lΩ̃/vD.

5. Задача о движении свободного тела при наличии следящей силы
Параллельно рассматриваемой задаче о движении закрепленного тела, рассмотрим пространственное дви-

жение свободного динамически симметричного (случай (2.1)) четырехмерного твердого тела с передним тор-
цом (круговым трехмерным диском D3) в поле силы сопротивления в условиях квазистационарности [10; 11]
с той же моделью воздействия среды.
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Если (v, α, β1, β2) — сферические координаты вектора скорости центра D диска D3, лежащего на оси
симметрии тела, Ω̃ — тензор угловой скорости тела (см. (1.3)) в системе координат Dx1x2x3x4, связанной с
телом, при этом ось симметрии CD совпадает с осью Dx1 (C — центр масс), а оси Dx2, Dx3, Dx4 лежат в
гиперплоскости диска, I1, I2, I3 = I2, I4 = I2, m — инерционно-массовые характеристики, то динамическая
часть уравнений движения тела, при котором касательные силы воздействия среды на диск отсутствуют,
примет вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− ω6v sinα cosβ1 + ω5v sinα sinβ1 cosβ2−

−ω3v sinα sinβ1 sinβ2 + σ(ω2
6 + ω2

5 + ω2
3) =

F1

m
,

v̇ sinα cosβ1 + α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1+

+ω6v cosα− ω4v sinα sinβ1 cosβ2 + ω2v sinα sinβ1 sinβ2 − σ(ω4ω5 + ω2ω3)− σω̇6 = 0,

v̇ sinα sinβ1 cosβ2 + α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2−

−β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω5v cosα+ ω4v sinα cosβ1 − ω1v sinα sinβ1 sinβ2−

−σ(−ω1ω2 + ω4ω6) + σω̇5 = 0,

v̇ sinα sinβ1 sinβ2 + α̇v cosα sinβ1 sinβ2 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2+ (5.1)

+β̇2v sinα sinβ1 cosβ2 + ω3v cosα− ω2v sinα cosβ1 + ω1v sinα sinβ1 cosβ2+

+σ(ω2ω6 + ω1ω5)− σω̇3 = 0,

(I1 + I2)ω̇1 = 0, (I1 + I2)ω̇2 = 0,

2I2ω̇3 + (I1 − I2)(ω2ω6 + ω1ω5) = x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α)v2,

(I1 + I2)ω̇4 = 0, 2I2ω̇5 + (I1 − I2)(ω4ω6 − ω1ω3) = −x3N
(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α)v2,

2I2ω̇6 + (I2 − I1)(ω4ω5 + ω2ω3) = x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α)v2,

где F1 = −S, S = s(α)v2, σ = CD, при этом(
0, x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
, x3N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
, x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

))
— координаты точки N приложения силы S в системе координат Dx1x2x3x4, связанной с телом.

Первые четыре уравнения системы (5.1) описывают движение центра масс в четырехмерном евклидовом
пространстве E4 в проекциях на систему координат Dx1x2x3x4. Вторые же шесть уравнений системы (5.1)
получены из (2.2).

Таким образом, фазовым пространством системы динамических уравнений (5.1) десятого порядка явля-
ется прямое произведение R1 × S3 × so(4) четырехмерного многообразия на алгебру Ли so(4). При этом,
поскольку сила воздействия среды не зависит от положения тела в пространстве, система динамических
уравнений (5.1) отделяется от системы кинематических уравнений и может быть рассмотрена самостоя-
тельно (см. также [12, 13]).

5.1. Циклические первые интегралы

Сразу же заметим, что система (5.1), в силу имеющейся динамической симметрии

I2 = I3 = I4, (5.2)

обладает циклическими первыми интегралами

ω1 ≡ ω0
1 = const, ω2 ≡ ω0

2 = const, ω4 ≡ ω0
4 = const. (5.3)

При этом в дальнейшем будем рассматривать динамику системы на нулевых уровнях:

ω0
1 = ω0

2 = ω0
4 = 0. (5.4)
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5.2. Неинтегрируемая связь
Если рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следящей силы T,

проходящей через центр масс и обеспечивающей во все время движения выполнение равенства

v ≡ const, (5.5)

то в системе (5.1) вместо F1 будет стоять величина T − s(α)v2.
В результате соответствующего выбора величины T следящей силы можно формально добиться во все

время движения выполнения равенства (5.5). Действительно, формально выражая величину T в силу системы
(5.1), получим при cosα ̸= 0:

T = Tv(α, β1, β2,Ω) = mσ(ω2
3 + ω2

5 + ω2
6) + s(α)v2

[
1− mσ

2I2

sinα

cosα
Γv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)]
,

Γv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
= x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
sinβ1 sinβ2+

+x3N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
sinβ1 cosβ2 + x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
cosβ1. (5.6)

На данную процедуру можно посмотреть с двух позиций. Во-первых, произошло преобразование системы
при помощи наличия в системе следящей силы (управления), обеспечивающей рассмотрение интересующего
нас класса движений (5.5). Во-вторых, на это все можно посмотреть как на процедуру, позволяющую пони-
зить порядок системы. Действительно, система (5.1) в результате действий порождает независимую систему
шестого порядка следующего вида:

α̇v cosα cosβ1 − β̇1v sinα sinβ1 + ω6v cosα− σω̇6 = 0,

α̇v cosα sinβ1 cosβ2 + β̇1v sinα cosβ1 cosβ2 − β̇2v sinα sinβ1 sinβ2 − ω5v cosα+ σω̇5 = 0,

α̇v cosα sinβ1 sinβ2 + β̇1v sinα cosβ1 sinβ2 + β̇2v sinα sinβ1 cosβ2+

+ω3v cosα− σω̇3 = 0, (5.7)

2I2ω̇3 = x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α)v2,

2I2ω̇5 = −x3N
(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α)v2, 2I2ω̇6 = x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α)v2,

в которой к постоянным параметрам, указанным выше, добавляется параметр v.
Система (5.7) эквивалентна системе

α̇v cosα+ v cosα [ω6 cosβ1 − ω5 sinβ1 cosβ2 + ω3 sinβ1 sinβ2] +

+σ [−ω̇6 cosβ1 + ω̇5 sinβ1 cosβ2 − ω̇3 sinβ1 sinβ2] = 0,

β̇1v sinα− v cosα [ω5 cosβ1 cosβ2 + ω6 sinβ1 − ω3 cosβ1 sinβ2] +

+σ [ω̇5 cosβ1 cosβ2 + ω̇6 sinβ1 − ω̇3 cosβ1 sinβ2] = 0,

β̇2v sinα sinβ1 + v cosα [ω3 cosβ2 + ω5 sinβ2] + σ [−ω̇3 cosβ2 − ω̇5 sinβ2] = 0, (5.8)

ω̇3 =
v2

2I2
x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α),

ω̇5 = − v2

2I2
x3N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α), ω̇6 =

v2

2I2
x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α).

Введем новые квазискорости в системе: ω3

ω5

ω6

 = T1,2(β2) ◦ T2,3(β1)

 z1
z2
z3

 , (5.9)

T2,3(β1) =

 1 0 0
0 cosβ1 − sinβ1
0 sinβ1 cosβ1

 , T1,2(β2) =

 cosβ2 − sinβ2 0
sinβ2 cosβ2 0
0 0 1

 . (5.10)

Другими словами, справедливы соотношения z1
z2
z3

 = T2,3(−β1) ◦ T1,2(−β2)

 ω3

ω5

ω6

 , (5.11)
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т.е.
z1 = ω3 cosβ1 + ω5 sinβ2,

z2 = −ω3 cosβ1 sinβ2 + ω5 cosβ1 cosβ2 + ω6 sinβ1,
z3 = ω3 sinβ1 sinβ2 − ω5 sinβ1 cosβ2 + ω6 cosβ1.

(5.12)

Как видно из (5.8), на многообразии

O1 =
{
(α, β1, β2, ω3, ω5, ω6) ∈ R6 : α =

π

2
k, β1 = πl, k, l ∈ Z

}
(5.13)

нельзя однозначно разрешить систему относительно α̇, β̇1, β̇2. Формально, таким образом, на многообразии
(5.13) происходит нарушение теоремы единственности. Более того, при k четном и любом l неопределенность
возникает по причине вырождения сферических координат (v, α, β1, β2), а при k нечетном происходит явное
нарушение теоремы единственности, поскольку при этом первое уравнение (5.8) вырождается.

Из этого следует, что система (5.7) вне и только вне многообразия (5.13) эквивалентна системе

α̇ = −z3 +
σv

2I2

s(α)

cosα
Γv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
,

ż3 =
v2

2I2
s(α)Γv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
− (z21 + z22)

cosα

sinα
−

− σv
2I2

s(α)

sinα
z2∆v

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
+
σv

2I2

s(α)

sinα
z1Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
,

ż2 = − v2

2I2
s(α)∆v

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
+ z2z3

cosα

sinα
+ z21

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+

+
σv

2I2

s(α)

sinα
z3∆v

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
− σv

2I2

s(α)

sinα

cosβ1
sinβ1

z1Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
, (5.14)

ż1 =
v2

2I2
s(α)Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
+ z1z3

cosα

sinα
− z1z2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

−

− σv
2I2

s(α)

sinα
z3Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
+
σv

2I2

s(α)

sinα

cosβ1
sinβ1

z2Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
,

β̇1 = z2
cosα

sinα
+
σv

2I2

s(α)

sinα
∆v

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
,

β̇2 = −z1
cosα

sinα sinβ1
+
σv

2I2

s(α)

sinα sinβ1
Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
,

∆v

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
= x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
cosβ1 sinβ2+

+x3N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
cosβ1 cosβ2 − x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
sinβ1, (5.15)

Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
= x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
cosβ2−

−x3N
(
α, β1, β2,

Ω

v

)
sinβ2, (5.16)

а функция Γv (α, β1, β2,Ω/v) представляется в виде (5.6).
Здесь и далее зависимость от групп переменных (α, β1, β2,Ω/v) понимается как сложная зависимость от

(α, β1, β2, z1/v, z2/v, z3/v) в силу (5.12).
Нарушение теоремы единственности для системы (5.8) на многообразии (5.13) при нечетном k происходит

в следующем смысле: почти через любую точку из многообразия (5.13) при нечетном k проходит неособая
фазовая траектория системы (5.8), пересекая многообразие (5.13) под прямым углом, а также существует
фазовая траектория, полностью совпадающая во все моменты времени с указанной точкой. Но физически
это различные траектории, так как им отвечают разные значения следящей силы.

5.3. Постоянная скорость центра масс
Если рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следящей силы T,

проходящей через центр масс и обеспечивающей во все время движения выполнение равенства

VC ≡ const (5.17)



48 М.В. Шамолин

(VC — скорость центра масс), то в системе (5.1) вместо F1 должна стоять величина, тождественно равная
нулю, поскольку на тело будет действовать неконсервативная пара сил: T − s(α)v2 ≡ 0.

Очевидно, что для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α, β1, β2,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (5.18)

Случай (5.18) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности отделения
независимой подсистемы четвертого порядка после некоторого преобразования системы (5.1).

Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α, β1, β2,Ω) =
6∑

i,j=0, i6j

τi,j

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
ωiωj = T1

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
v2, ω0 = v.

Введем для начала новые квазискорости (5.9)–(5.11).
Систему (5.1) в случаях (5.2)–(5.4) можно переписать в виде

v̇ + σ(z21 + z22 + z23) cosα− σ
v2

2I2
s(α) sinα · Γv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
=

=
T1

(
α, β1, β2,

Ω
v

)
v2 − s(α)v2

m
cosα,

α̇v + z3v − σ(z21 + z22 + z23) sinα− σ
v2

2I2
s(α) cosα · Γv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
=

=
s(α)v2 − T1

(
α, β1, β2,

Ω
v

)
v2

m
sinα,

β̇1 sinα− z2 cosα−
σv

2I2
s(α) ·∆v

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
= 0. (5.19)

β̇2 sinα sinβ1 + z1 cosα−
σv

2I2
s(α) ·Θv

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
= 0.

ω̇3 =
v2

2I2
x4N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α),

ω̇5 = − v2

2I2
x3N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α), ω̇6 =

v2

2I2
x2N

(
α, β1, β2,

Ω

v

)
s(α).

Вводя далее новые безразмерные фазовые переменные и дифференцирование по формулам zk =
= n1vZk, k = 1, 2, 3, < · >= n1v <

′>, n1 > 0, n1 = const, система (5.19) приведется к следующему виду:

v′ = vΨ(α, β1, β2, Z), (5.20)

α′ = −Z3 + σn1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα+

σ

2I2n1
s(α) cosα · Γv (α, β1, β2, n1Z)−

−T1 (α, β1, β2, n1Z)− s(α)
mn1

sinα, (5.21)

Z ′
3 =

s(α)

2I2n21
· Γv (α, β1, β2, n1Z)− (Z2

1 + Z2
2 )

cosα

sinα
− σ

2I2n1
Z2

s(α)

sinα
·∆v (α, β1, β2, n1Z)+

+
σ

2I2n1
Z1

s(α)

sinα
·Θv (α, β1, β2, n1Z)− Z3 ·Ψ(α, β1, β2, Z) , (5.22)

Z ′
2 = − s(α)

2I2n21
·∆v (α, β1, β2, n1Z) + Z2Z3

cosα

sinα
+

+Z2
1

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+
σ

2I2n1
Z3

s(α)

sinα
·∆v (α, β1, β2, n1Z)−

− σ

2I2n1
Z1

s(α)

sinα
·Θv (α, β1, β2, n1Z)− Z2 ·Ψ(α, β1, β2, Z) , (5.23)

Z ′
1 =

s(α)

2I2n21
·Θv (α, β1, β2, n1Z) + Z1Z3

cosα

sinα
−

−Z1Z2
cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

− σ

2I2n1

s(α)

sinα sinβ1
·Θv (α, β1, β2, n1Z)×

×[Z3 sinβ1 − Z2 cosβ1]− Z1 ·Ψ(α, β1, β2, Z) , (5.24)
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β′
1 = Z2

cosα

sinα
+

σ

2I2n1

s(α)

sinα
·∆v (α, β1, β2, n1Z) , (5.25)

β′
2 = −Z1

cosα

sinα sinβ1
+

σ

2I2n1

s(α)

sinα sinβ1
·Θv (α, β1, β2, n1Z) , (5.26)

Ψ(α, β1, β2, Z) = −σn1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα+

σ

2I2n1
s(α) sinα · Γv (α, β1, β2, n1Z)+

+
T1 (α, β1, β2, n1Z)− s(α)

mn1
cosα, (5.27)

а функции Γv

(
α, β1, β2,

Ω
v

)
, ∆v

(
α, β1, β2,

Ω
v

)
, Θv

(
α, β1, β2,

Ω
v

)
представляются в виде (5.6), (5.15), (5.16), со-

ответственно.
Видно, что в системе седьмого порядка (5.20)–(5.26) может быть выделена независимая подсистема шесто-

го порядка (5.21)–(5.26), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем шестимерном фазовом
пространстве.

В частности, при выполнении условия (5.18) только что рассмотренный прием выделения независимой
подсистемы шестого порядка также возможен.

6. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой ско-
рости

6.1. Введение зависимости от угловой скорости
Данная работа посвящена динамике четырехмерного твердого тела в четырехмерном пространстве. Но,

поскольку данный раздел посвящен исследованию случая движения при наличии зависимости момента дей-
ствующих сил от тензора угловой скорости, введем такую зависимость с более общих позиций. К тому же,
данная точка зрения поможет нам вводить эту зависимость и для многомерных тел.

Пусть x = (x1N , x2N , x3N , x4N ) — координаты точки N приложения неконсервативной силы (воздействия
среды) на трехмерный диск D3, Q = (Q1, Q2, Q3, Q4) — компоненты, не зависящие от угловой скорости. Будем
вводить зависимость функций (x1N , x2N , x3N , x4N ) от тензора угловой скорости Ω лишь линейным образом,
поскольку само данное введение априори не очевидно [3, 10].

Итак, примем следующую зависимость: x = Q+R, где R = (R1, R2, R3, R4) — вектор-функция, содержащая
тензор угловой скорости Ω. При этом зависимость функции R от тензора угловой скорости — гироскопиче-
ская:

R =


R1

R2

R3

R4

 = − 1

vD


0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0




h1
h2
h3
h4

 .

Здесь (h1, h2, h3, h4) — некоторые положительные параметры.
Теперь, применительно к нашей задаче, поскольку x1N = xN ≡ 0, то x2N = Q2 − h1ω6/vD, x3N = Q3 +

+ h1ω5/vD, x4N = Q4 − h1ω3/v.
Таким образом, функция rN выбирается в следующем виде (диск D3 задается уравнением x1N ≡ 0):

rN =


0
x2N
x3N
x4N

 = R(α)iN −
1

vD
Ω̃h, (6.1)

iN = iv
(π
2
, β1, β2

)
, h =


h1
h2
h3
h4

 , Ω̃ =


0 −ω6 ω5 −ω3

ω6 0 −ω4 ω2

−ω5 ω4 0 −ω1

ω3 −ω2 ω1 0

 (6.2)

(см. (1.3), (3.2)).
В нашем случае

iN =


0

cosβ1
sinβ1 cosβ2
sinβ1 sinβ2

 . (6.3)

Таким образом, выполнены равенства x2N = R(α) cosβ1 − h1ω6/vD, x3N = R(α) sinβ1 cosβ2 +
+ h1ω5/vD, x4N = R(α) sinβ1 sinβ2 − h1ω3/vD, убеждающие нас о том, что в рассматриваемой системе при-
сутствует также еще и дополнительный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и
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разгоняющий) момент неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от тензора угловой
скорости).

Итак, для построения силового поля также используется пара функций R(α), s(α), информация о кото-
рых носит качественный характер. Подобно выбору аналитических функций типа Чаплыгина динамические
функции s и R примем в следующем виде:

R(α) = A sinα, s(α) = B cosα, A,B > 0. (6.4)

6.2. Приведенные системы
Теорема 6..1 Совместные уравнения (2.3), (3.3), (4.3) при выполнении условий (2.4)–(2.6), (6.1), (6.4) ре-
дуцируются к динамической системе на касательном расслоении (1.2) трехмерной сферы (1.1).

Действительно, если ввести безразмерные параметры и дифференцирование:

b∗ = ln0, n
2
0 =

AB

2I2
, H1∗ =

h1B

2I2n0
, < · >= n0v∞ <′>, (6.5)

то полученные уравнения будут иметь следующий вид:

ξ′′ + (b∗ −H1∗)ξ
′ cos ξ + sin ξ cos ξ − [η′21 + η′22 sin2 η1]

sin ξ
cos ξ = 0,

η′′1 + (b∗ −H1∗)η
′
1 cos ξ + ξ′η′1

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ − η

′2
2 sin η1 cos η1 = 0,

η′′2 + (b∗ −H1∗)η
′
2 cos ξ + ξ′η′2

1+cos2 ξ
cos ξ sin ξ + 2η′1η

′
2
cos η1

cos η1
= 0, b∗ > 0, H1∗ > 0.

(6.6)

После же перехода от переменных z (о переменных z см. (4.2)) к промежуточным безразмерным перемен-
ным zk = n0v∞(1+b∗H1∗)Zk, k = 1, 2, z3 = n0v∞(1+b∗H1∗)Z3−n0v∞b∗ sin ξ, система (6.6) будет эквивалентна
системе

ξ′ = (1 + b∗H1∗)Z3 − b∗ sin ξ, (6.7)

Z ′
3 = − sin ξ cos ξ + (1 + b∗H1∗)(Z

2
1 + Z2

2 )
cos ξ

sin ξ
+H1∗Z3 cos ξ, (6.8)

Z ′
2 = −(1 + b∗H1∗)Z2Z3

cos ξ

sin ξ
− (1 + b∗H1∗)Z

2
1

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Z2 cos ξ, (6.9)

Z ′
1 = −(1 + b∗H1∗)Z1Z3

cos ξ

sin ξ
+ (1 + b∗H1∗)Z1Z2

cos ξ

sin ξ

cos η1
sin η1

+H1∗Z1 cos ξ, (6.10)

η′1 = −(1 + b∗H1∗)Z2
cos ξ

sin ξ
, (6.11)

η′2 = (1 + b∗H1∗)Z1
cos ξ

sin ξ sin η1
, (6.12)

на касательном расслоении

T∗S
3{(Z3, Z2, Z1; ξ, η1, η2) ∈ R6 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π} (6.13)

трехмерной сферы S3{(ξ, η1, η2) ∈ R3 : 0 6 ξ, η1 6 π, η2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (6.7)–(6.12) по причине цикличности переменной η2 выделяется

независимая подсистема пятого порядка (6.7)–(6.11), которая может быть самостоятельно рассмотрена на
своем пятимерном многообразии.

6.3. Полный список первых интегралов
Перейдем теперь к интегрированию искомой системы шестого порядка (6.7)–(6.12) (без всяких упроще-

ний — при наличии всех коэффициентов).
Аналогичным образом, для полного интегрирования системы (6.7)–(6.12) шестого порядка необходимо

знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после замены переменных

w3 = −Z3, w2 =
√
Z2
2 + Z2

1 , w1 =
Z2

Z1
, (6.14)

система (6.7)–(6.12) распадается следующим образом:

ξ′ = −(1 + b∗H1∗)w3 − b∗ sin ξ,
w′

3 = sin ξ cos ξ − (1 + b∗H1∗)w
2
2
cos ξ
sin ξ +H1∗w3 cos ξ,

w′
2 = (1 + b∗H1∗)w2w3

cos ξ
sin ξ +H1∗w2 cos ξ,

 (6.15)

w′
1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2)

1 + w2
1

w1

cos η1
sin η1

, η′1 = d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2), (6.16)
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η′2 = d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2), (6.17)

d1(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) = −(1 + b∗H1∗)Z2(w3, w2, w1)
cos ξ
sin ξ = ∓ w1w2√

1+w2
1

cos ξ
sin ξ ,

d2(w3, w2, w1; ξ, η1, η2) =

= (1 + b∗H1∗)Z1(w3, w2, w1)
cos ξ

sin ξ sin η1
= ± w2√

1+w2
1

cos ξ
sin ξ sin η1

,

(6.18)

при этом Zk = Zk(w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, — функции в силу замены (6.14).
Видно, что в системе шестого порядка (6.15)–(6.17) выделяется независимая подсистема третьего порядка

(6.15), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, независимая
система второго порядка (6.16) (после замены независимой переменной), а также (по причине цикличности
переменной η2) уравнение (6.17) на η2 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (6.15)–(6.17) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (6.15), один — для системы (6.16) и дополнительный первый интеграл, “привя-
зывающий” уравнение (6.17) (т.е. всего четыре).

Для начала сопоставим системе третьего порядка (6.15) неавтономную систему второго порядка

dw3

dξ =
sin ξ cos ξ−(1+b∗H1∗)w

2
2 cos ξ/ sin ξ+H1∗w3 cos ξ

−(1+b∗H1∗)w3−b∗ sin ξ ,
dw2

dξ = (1+b∗H1∗)w2w3 cos ξ/ sin ξ+H1∗w2 cos ξ
−(1+b∗H1∗)w3−b∗ sin ξ .

Используя замену τ = sin ξ, перепишем ее в алгебраическом виде

dw3

dτ
=
τ − (1 + b∗H1∗)w

2
2/τ +H1∗w3

−(1 + b∗H1∗)w3 − b∗τ
,
dw2

dτ
=

(1 + b∗H1∗)w2w3/τ +H1∗w2

−(1 + b∗H1∗)w3 − b∗τ
. (6.19)

Далее, вводя однородные переменные по формулам w3 = u2τ, w2 = u1τ, приводим систему (6.19) к сле-
дующему виду:

τ du2

dτ =
(1+b∗H1∗)(u

2
2−u2

1)+(b∗+H1∗)u2+1
−(1+b∗H1∗)u2−b∗

, τ du1

dτ = 2(1+b∗H1∗)u1u2+(b∗+H1∗)u1

−(1+b∗H1∗)u2−b∗
. (6.20)

Сопоставим системе второго порядка (6.20) неавтономное уравнение первого порядка

du2
du1

=
1− (1 + b∗H1∗)(u

2
1 − u22) + (b∗ +H1∗)u2

2(1 + b∗H1∗)u1u2 + (b∗ +H1∗)u1
, (6.21)

которое несложно приводится к полному дифференциалу:

d

(
(1 + b∗H1∗)(u

2
2 + u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1

)
= 0.

Итак, уравнение (6.21) имеет следующий первый интеграл:

(1 + b∗H1∗)(u
2
2 + u21) + (b∗ +H1∗)u2 + 1

u1
= C1 = const, (6.22)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(w3, w2; ξ) =

=
(1 + b∗H1∗)(w

2
3 + w2

2) + (b∗ +H1∗)w3 sin ξ + sin2 ξ

w2 sin ξ
= C1 = const. (6.23)

Замечание 6..1 Рассмотрим систему (6.15) с переменной диссипацией с нулевым средним, становящейся
консервативной при b∗ = H1∗:

ξ′ = −(1 + b2∗)w3 − b∗ sin ξ, w′
3 = sin ξ cos ξ − (1 + b2∗)w

2
2
cos ξ
sin ξ + b∗w3 cos ξ,

w′
2 = (1 + b2∗)w2w3

cos ξ
sin ξ + b∗w2 cos ξ.

(6.24)

Она обладает двумя аналитическими первыми интегралами вида

(1 + b2∗)(w
2
3 + w2

2) + 2b∗w3 sin ξ + sin2 ξ = C∗
1 = const, (6.25)

w2 sin ξ = C∗
2 = const. (6.26)

Очевидно, что отношение двух первых интегралов (6.25), (6.26) также является первым интегралом си-
стемы (6.24). Но при b∗ ̸= H1∗ каждая из функций

(1 + b∗H1∗)(w
2
3 + w2

2) + (b∗ +H1∗)w3 sin ξ + sin2 ξ (6.27)

и (6.26) по отдельности не является первым интегралом системы (6.15). Однако отношение функций
(6.27), (6.26) является первым интегралом системы (6.15) при любых b∗,H1∗.
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Далее, найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (6.15). Для этого
преобразуем для начала инвариантное соотношение (6.22) при u1 ̸= 0 следующим образом:(

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)

)2

+

(
u1 −

C1

2(1 + b∗H1∗)

)2

=
(b∗ −H1∗)

2 + C2
1 − 4

4(1 + b∗H1∗)2
. (6.28)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(b∗ −H1∗)
2 + C2

1 − 4 > 0, (6.29)

и фазовое пространство системы (6.15) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых равенством
(6.28).

Таким образом, в силу соотношения (6.22) первое уравнение системы (6.20) примет вид

τ
du2
dτ

=
2(1 + b∗H1∗)u

2
2 + 2(b∗ +H1∗)u2 + 2− C1U1(C1, u2)

−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2
,

U1(C1, u2) =
1

2(1 + b∗H1∗)
{C1 ± U2(C1, u2)},

U2(C1, u2) =
√
C2

1 − 4(1 + b∗H1∗)(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u22),

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (6.29).
Поэтому квадратура для поиска дополнительного первого интеграла системы (6.15) примет вид∫

dτ

τ
=

∫
(−b∗ − (1 + b∗H1∗)u2)du2

Q1
, (6.30)

Q1 = 2(1 + (b∗ +H1∗)u2 + (1 + b∗H1∗)u
2
2)− C1{C1 ± U2(C1, u2)}/(2(1 + b∗H1∗)).

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна ln | sin ξ|. Если

u2 +
b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
= r1, b

2
1 = (b∗ −H1∗)

2 + C2
1 − 4,

то правая часть равенства (6.30) примет вид

−1

4

∫
d(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r

2
1)

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

+

+(b∗ −H1∗)(1 + b∗H1∗)

∫
dr1

(b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21)± C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21

C1
± 1

∣∣∣∣∣± −b∗ +H1∗

2
I1, (6.31)

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)r21. (6.32)

При вычислении интеграла (6.32) возможны три случая.
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√
(b∗ −H1∗)2 − 4 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+
+

1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√
(b∗ −H1∗)2 − 4−

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+ const. (6.33)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (6.34)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓
√
b21 − r23

C1(r3 ± C1)
+ const. (6.35)
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Возвращаясь к переменной

r1 =
w3

sin ξ
+

b∗ +H1∗

2(1 + b∗H1∗)
, (6.36)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. |b∗ −H1∗| > 2.

I1 = − 1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√
(b∗ −H1∗)2 − 4± 2(1 + b∗H1∗)r1√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

± C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+
+

1

2
√
(b∗ −H1∗)2 − 4

×

× ln

∣∣∣∣∣
√
(b∗ −H1∗)2 − 4∓ 2(1 + b∗H1∗)r1√

b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1

∓ C1√
(b∗ −H1∗)2 − 4

∣∣∣∣∣+ const. (6.37)

II. |b∗ −H1∗| < 2.

I1 =
1√

4− (b∗ −H1∗)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 + b21

b1(
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)

+ const. (6.38)

III. |b∗ −H1∗| = 2.

I1 = ∓ 2(1 + b∗H1∗)r1

C1(
√
b21 − 4(1 + b∗H1∗)2r21 ± C1)

+ const. (6.39)

Итак, только что был найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (6.15) —
предъявлен полный набор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых
переменных.
Замечание 6..2 В выражение найденного первого интеграла формально необходимо вместо C1 подставить
левую часть первого интеграла (6.22).

Тогда полученный дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w3, w2; ξ) = G

(
sin ξ,

w3

sin ξ
,
w2

sin ξ

)
= C2 = const. (6.40)

Итак, найдены два первых интеграла (6.23), (6.40) независимой системы третьего порядка (6.15). Осталось
указать один первый интеграл — для системы (6.16) и дополнительный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (6.17).

Действительно, искомые первые интегралы имеют следующий вид:

Θ3(w1; η1) =

√
1 + w2

1

sin η1
= C3 = const, (6.41)

Θ4(w1; η1, η2) = η2 ± arctg
cos η1√

C2
3 sin

2 η1 − 1
= C4 = const, (6.42)

при этом в левую часть равенства (6.42) вместо C3 необходимо подставить интеграл (6.41).
Теорема 6..2 Система (6.15)–(6.17) шестого порядка обладает достаточным количеством (четырьмя)
независимых первых интегралов (6.23), (6.40), (6.41), (6.42).

Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (6.15)–(6.17) имеет четыре первых
интеграла, выражающихся соотношениями (6.23), (6.40), (6.41), (6.42) (при этом используются выражения
(6.36)–(6.39)), являющихся трансцендентными функциями фазовых переменных (в смысле комплексного ана-
лиза) и выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.
Теорема 6..3 Три группы соотношений (2.3), (3.3), (4.3) при условиях (2.4)–(2.6), (6.1), (6.4) обладают
четырьмя первыми интегралами (полным набором), являющимися трансцендентными функциями с точки
зрения комплексного анализа, выражающимися через конечную комбинацию элементарных функций.

6.4. Топологические аналогии
Предъявим далее еще две группы аналогий, связанных с системой (5.1), описывающей движение свобод-

ного твердого тела при наличии следящей силы.
Первая группа аналогий снова касается случая наличия в системе неинтегрируемой связи (5.5). В данном

случае динамическая часть уравнений движения при некоторых условиях приводится к системе (5.14).
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При выполнении условий (6.1), (6.4) система (5.14) примет вид

α′ = −(1 + bH1)Z3 + b sinα, (6.43)

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα
−H1Z3 cosα, (6.44)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα
+ (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

−H1Z2 cosα, (6.45)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

−H1Z1 cosα, (6.46)

β′
1 = (1 + bH1)Z2

cosα

sinα
, (6.47)

β′
2 = −(1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1
, (6.48)

если ввести безразмерные параметры, переменные и дифференцирование по аналогии с (6.5):

b = σn0, n
2
0 =

AB

2I2
, H1 =

h1B

2I2n0
, zk = n0vZk, k = 1, 2, 3, < · >= n0v <

′> . (6.49)

Теорема 6..4 Система (6.43)–(6.48) (для свободного тела) эквивалентна системе (6.7)–(6.12) (для закреп-
ленного маятника).

Действительно, достаточно положить

ξ = α, η1 = β1, η2 = β2, b∗ = −b, H1∗ = −H1, (6.50)

а также сопоставить переменные Zk ↔ −Zk, k = 1, 2, 3.
Для полного интегрирования системы (6.43)–(6.48) необходимо, вообще говоря, знать пять независимых

первых интегралов. Однако после следующей замены переменных

w3 = Z3, w2 =
√
Z2
2 + Z2

1 , w1 =
Z2

Z1
, (6.51)

система (6.43)–(6.48) распадается следующим образом:

α′ = −(1 + bH1)w3 + b sinα,
w′

3 = sinα cosα− (1 + bH1)w
2
2
cosα
sinα −H1w3 cosα,

w′
2 = (1 + bH1)w2w3

cosα
sinα −H1w2 cosα,

 (6.52)

w′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2)

1 + w2
1

w1

cosβ1
sinβ1

, β′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2), (6.53)

β′
2 = d2(w3, w2, w1;α, β1, β2), (6.54)

d1(w3, w2, w1;α, β1, β2) = (1 + bH1)Z2(w3, w2, w1)
cosα
sinα = ± w1w2√

1+w2
1

cosα
sinα ,

d2(w3, w2, w1;α, β1, β2) =
= −(1 + bH1)Z1(w3, w2, w1)

cosα
sinα sin β1

= ∓ w2√
1+w2

1

cosα
sinα sin β1

,
(6.55)

при этом Zk = Zk(w3, w2, w1), k = 1, 2, 3, — функции в силу замены (6.51).
Система (6.52)–(6.54) рассматривается на касательном расслоении

T∗S
3{(w3, w2, w1;α, β1, β2) ∈ R6 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π} (6.56)

трехмерной сферы S3{(α, β1, β2) ∈ R3 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (6.52)–(6.54) выделяется независимая подсистема третьего порядка

(6.52), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, независимая
система второго порядка (6.53) (после замены независимой переменной), а также (по причине цикличности
переменной β2) уравнение (6.54) на β2 отделяется.

Таким образом, для полной интегрируемости системы (6.52)–(6.54) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (6.52), один — для системы (6.53) и дополнительный первый интеграл, “привя-
зывающий” уравнение (6.54) (т.е. всего четыре).
Следствие 6..1 1. Угол атаки α и углы β1, β2 для свободного тела эквивалентны соответственно углам

отклонения ξ и η1, η2 закрепленного маятника.

2. Расстояние σ = CD для свободного тела соответствует длине державки l = OD закрепленного ма-
ятника.
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3. Первые интегралы системы (6.52)–(6.54) могут быть автоматически получены через равенства (6.23),
(6.40), (6.41), (6.42) после подстановок (6.50):

Θ′
1(w3, w2;α) =

=
(1 + bH1)(w

2
3 + w2

2)− (b+H1)w3 sinα+ sin2 α

w2 sinα
= C1 = const. (6.57)

Θ′
2(w3, w2;α) = G

(
sinα,

w3

sinα
,
w2

sinα

)
= C2 = const. (6.58)

Θ′
3(w1;β1) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C3 = const, (6.59)

Θ′
4(w1;β1, β2) = β2 ± arctg

cosβ1√
C2

3 sin
2 β1 − 1

= C4 = const, (6.60)

при этом в левую часть равенства (6.60) вместо C3 необходимо подставить интеграл (6.59).
Вторая группа аналогий касается случая движения с постоянной скоростью центра масс тела, т.е. когда

выполнено свойство (5.17). В данном случае динамическая часть уравнений движения при некоторых усло-
виях приводится к системе (5.20)–(5.26). Тогда, в силу условий (5.17), (6.1), (6.4), (6.49) преобразованная
динамическая часть уравнений движения (система (5.21)–(5.26)) примет вид аналитической системы

α′ = −Z3 + b(Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) sinα+ b sinα cos2 α− bH1Z3 cos

2 α, (6.61)

Z ′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)(Z

2
1 + Z2

2 )
cosα

sinα
+ bZ3(Z

2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ3 sin

2 α cosα+

+bH1Z
2
3 sinα cosα−H1Z3 cosα, (6.62)

Z ′
2 = (1 + bH1)Z2Z3

cosα

sinα
+ (1 + bH1)Z

2
1

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+

+bZ2(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ2 sin

2 α cosα+ bH1Z2Z3 sinα cosα−H1Z2 cosα, (6.63)

Z ′
1 = (1 + bH1)Z1Z3

cosα

sinα
− (1 + bH1)Z1Z2

cosα

sinα

cosβ1
sinβ1

+

+bZ1(Z
2
1 + Z2

2 + Z2
3 ) cosα− bZ1 sin

2 α cosα+ bH1Z1Z3 sinα cosα−H1Z1 cosα, (6.64)

β′
1 = (1 + bH1)Z2

cosα

sinα
, (6.65)

β′
2 = −(1 + bH1)Z1

cosα

sinα sinβ1
, (6.66)

при этом выбирая постоянную n1 следующим образом: n1 = n0.
Для полного интегрирования системы (6.61)–(6.66) необходимо, вообще говоря, знать пять независимых

первых интегралов. Однако после замены переменных (6.51) система (6.61)–(6.66) распадается следующим
образом:

α′ = −w3 + b(w2
2 + w2

3) sinα+ b sinα cos2 α− bH1w3 cos
2 α,

w′
3 = sinα cosα− (1 + bH1)w

2
2
cosα
sinα+

+bw3(w
2
2 + w2

3) cosα− bw3 sin
2 α cosα+ bH1w

2
3 sinα cosα−H1w3 cosα,

w′
2 = (1 + bH1)w2w3

cosα
sinα + bw2(w

2
2 + w2

3) cosα− bw2 sin
2 α cosα+

+bH1w2w3 sinα cosα−H1w2 cosα,

 (6.67)

w′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2)

1 + w2
1

w1

cosβ1
sinβ1

, β′
1 = d1(w3, w2, w1;α, β1, β2), (6.68)

β′
2 = d2(w3, w2, w1;α, β1, β2), (6.69)

где выполнены условия (6.55).
Система (6.67)–(6.69) рассматривается на касательном расслоении (6.56) трехмерной сферы S3{(α, β1, β2) ∈

R3 : 0 6 α, β1 6 π, β2 mod 2π}.
Видно, что в системе шестого порядка (6.67)–(6.69) выделяется независимая подсистема третьего порядка

(6.67), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем трехмерном многообразии, независимая
система второго порядка (6.68) (после замены независимой переменной), а также (по причине цикличности
переменной β2) уравнение (6.69) на β2 отделяется.
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Таким образом, для полной интегрируемости системы (6.67)–(6.69) достаточно указать два независимых
первых интеграла системы (6.67), один — для системы (6.68) и дополнительный первый интеграл, “привя-
зывающий” уравнение (6.69) (т.е. всего четыре).

Если вопрос о первых интегралах системы (6.43)–(6.48) (или (6.52)–(6.54)) решается с помощью следствия
6..1, то аналогичный вопрос для системы (6.61)–(6.66) (или (6.67)–(6.69)) решает следующая теорема 6..5.

Сначала отметим, что один из первых интегралов системы (6.67) имеет следующий вид:

Θ′′
1(w3, w2;α) =

=
(1 + bH1)(w

2
3 + w2

2)− (b+H1)w3 sinα+ sin2 α

w2 sinα
= C1 = const. (6.70)

Далее, изучим вопрос дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (6.67), используя
при этом первый интеграл (6.70). Для этого введем следующие обозначения и новые переменные:

τ = sinα, w3 = u2τ, w2 = u1τ, p =
1

τ2
. (6.71)

Тогда вопрос о явном виде искомого первого интеграла сводится к решению линейного неоднородного
уравнения:

dp

du2
=

2((1 + bH1)u2 − b)p+ 2b(1−H1u2 − u22 − U2
1 (C1, u2))

1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22 − (1 + bH1)U2
1 (C1, u2)

, (6.72)

U1(C1, u2) =
1

2
{C1 ±

√
C2

1 − 4(1 + bH1)(1− (b+H1)u2 + (1 + bH1)u22)},

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия

(b−H1)
2 + C2

1 − 4 > 0. (6.73)

Последний факт означает, что может быть найден еще один трансцендентный первый интеграл в явном
виде. При этом общее решение уравнения (6.72) зависит от произвольной постоянной C2. Полные выкладки
в данном месте приводить не будем, отметив лишь для примера, что общее решение линейного однородного
уравнения, полученного из (6.72), даже в частном случае

|b−H1| = 2, C1 =
1−A4

1

1 +A4
1

, A1 =
1

2
(b+H1)

имеет следующее решение:

p = p0(u2) = C[1−A1u2]
2/(1+A4

1)

∣∣∣∣∣
√
C2

1 − 4A2
1(1−A1u2)2 ± C1√

C2
1 − 4A2

1(1−A1u2)2 ∓ C1

∣∣∣∣∣
±A4

1/(1+A4
1)

×

× exp
2(A1 − b)

(1 +A4
1)A1(A1u2 − 1)

, C = const.

Тогда искомый дополнительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ′′
2(w3, w2;α) = G

(
sinα,

w3

sinα
,
w2

sinα

)
= C2 = const, (6.74)

используя при этом обозначения и замены (6.71).
Итак, найдены два первых интеграла (6.70), (6.74) независимой системы третьего порядка (6.67). Осталось

указать один первый интеграл — для системы (6.68), и дополнительный первый интеграл, “привязывающий”
уравнение (6.69).

Действительно, искомые первые интегралы совпадают с первыми интегралами (6.59), (6.60), а именно:

Θ3(w1;β1) =

√
1 + w2

1

sinβ1
= C3 = const, (6.75)

Θ4(w1;β1, β2) = β2 ± arctg
cosβ1√

C2
3 sin

2 β1 − 1
= C4 = const, (6.76)

при этом в левую часть равенства (6.76) вместо C3 необходимо подставить интеграл (6.75).
Теорема 6..5 Четыре первых интеграла (6.70), (6.74), (6.75), (6.76) системы (6.67)–(6.69) являются транс-
цендентными функциями своих фазовых переменных и выражаются через конечную комбинацию элемен-
тарных функций.
Теорема 6..6 Четыре первых интеграла (6.70), (6.74), (6.75), (6.76) системы (6.67)–(6.69) эквивалентны
четырем первым интегралам (6.57), (6.58), (6.59), (6.60) системы (6.52)–(6.54).

Действительно, пары первых интегралов (6.70), (6.57), (6.75), (6.59) и (6.76), (6.60) совпадают. Осталось
формально отождествить фазовые переменные wk, k = 1, 2, 3, для системы (6.67)–(6.69) с фазовыми пере-
менными wk, k = 1, 2, 3, для системы (6.52)–(6.54). Аналогичные рассуждения, касающиеся пары первых
интегралов (6.74), (6.58), не приводим ввиду громоздкости изложения.
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Заключение
Итак, мы имеем следующие топологичекие и механические аналогии. (1) Движение закрепленного на

(обобщенном) сферическом шарнире физического маятника в потоке набегающей среды (неконсервативное
поле сил при учете дополнительной зависимости момента сил от угловой скорости). (2) Движение четырех-
мерного свободного твердого тела в неконсервативном поле сил со следящей силой (при наличии неинте-
грируемой связи и при учете дополнительной зависимости момента сил от тензора угловой скорости). (3)
Сложное движение четырехмерного твердого тела, вращающегося вокруг центра масс, движущегося прямо-
линейно и равномерно, и находящегося в неконсервативном поле сил при учете дополнительной зависимости
момента сил от тензора угловой скорости.

О более общих топологических аналогиях см. также [9; 10].
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CASES OF INTEGRABILITY CORRESPONDING TO THE PENDULUM
MOTION IN FOUR-DIMENSIONAL SPACE

In this article, we systemize some results on the study of the equations of motion of dynamically symmetric
fixed four-dimensional rigid bodies–pendulums located in a nonconservative force fields. The form of these
equations is taken from the dynamics of real fixed rigid bodies placed in a homogeneous flow of a medium.
In parallel, we study the problem of the motion of a free four-dimensional rigid body also located in a similar
force fields. Herewith, this free rigid body is influenced by a nonconservative tracing force; under action of this
force, either the magnitude of the velocity of some characteristic point of the body remains constant, which
means that the system possesses a nonintegrable servo constraint. We also show the nontrivial topological
and mechanical analogies.
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МЕХАНИКА

УДК 539.4

Л.В. Степанова, В.С. Долгих 1

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ
МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО РАЗЛОЖЕНИЯ ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ

У ВЕРШИНЫ ТРЕЩИНЫ: МЕТОД ФОТОУПРУГОСТИ

Целью настоящего исследования является многопараметрический асимптотический анализ поля напря-
жений в непосредственной окрестности вершины трещины в линейно упругом материале и построение
полного асимптотического разложения М. Вильямса поля напряжений в окрестности вершины трещины.
Многопараметрический анализ поля напряжений основан на поляризационно-оптических методах механи-
ки деформируемого твердого тела (методе фотоупругости). Проведена цифровая обработка результатов
оптоэлектронных измерений, выполненных на серии образцов с трещинами и надрезами. Были рассмот-
рены разные классы образцов из оптически чувствительных материалов, в частности образец с двумя
коллинеарными трещинaми в условиях нормального отрыва. Подготовлен комплекс программ, позволя-
ющий определить масштабные (амплитудные) множители полного асимптотического разложения М. Ви-
льямса поля напряжений у вершины трещины. С помощью основного закона фотоупругости вычислены
первые пять коэффициентов полного асимптотического разложения М. Вильямса. Проведено сравнение
результатов экспериментов с имеющимися аналитическим решением. Показано, что результаты обработки
оптоэлектронных измерений хорошо согласуются с аналитическим решением, полученным для бесконеч-
ной пластины с двумя коллинеарными трещинами.

Ключевые слова: асимптотическое разложение М. Вильямса, поле напряжений в окрестности вер-
шины трещины, две коллинеарные трещины, растяжение пластины, многопараметрическое описание поля
напряжений, поляризационно-оптические методы механики деформируемого твердого тела.

Введение. О методе фотоупругости

Одной из наиболе важных механики разрушения была [1; 2] и остается задача аккуратного описания
поля напряжений у вершины трещины, что связано с построением высших приближений в полном асимп-
тотическом разложении М. Вильямса [3]. М. Вильямсом было впервые предложено многопараметрическое
описание поля напряжений в окрестности вершины трещины [4]. С этого времени решение, предложенное
М. Вильямсом для задач линейной механики разрушения, стало классическим, но, как показали исследова-
ния в этой области [5–7], чаще всего в инженерных приложениях использовался только первое слагаемое
полного асимптотического разложения М. Вильямса поля напряжений в окрестности вершины трещины, ко-
торый получил название коэффициента интенсивности напряжений. В последние годы на основе проведенных
теоретических исследований, экспериментов, а так же математического и компьютерного моделирования сло-
жилось четкое понимание необходимости удержания в полном асимптотическом разложении слагаемых более
высокого порядка [7–11]. В работе [12] приведен обзор исследований, посвященных оценке T -напряжений в
полном асимптотическом разложении М. Вильямса, и их влиянию на поле напряжений в окрестности верши-
ны трещины. В статье описаны некоторые аспекты влияния T -напряжений на область пластического течения,
теоретическое реконструирование картины изохроматических полос, а так же прогнозирование траектории
распространения трещины. Что же касается нахождения самих T -напряжений, то авторы статьи показывают,
что особенно эффекивным для определения T -напряжений является сочетание конечно-элементного, экспери-
ментального и аналитического методов их нахождения. В статье дан обзор большого количества проведенных
исследований, и показан обоснованный вывод: для точного и надежного предсказания направления роста тре-
щины в решении М. Вильямса недостаточно не только коэффициентов интенсивности напряжений, но даже
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и T -напряжения. Отсюда следует, что для точного и достоверного прогноза в решении М. Вильямса необхо-
димо удержание не только T -напряжения, но и слагаемых высших порядков. Трудность определения полей
деформаций и напряжений у вершины трещины привела к необходимости разработки и применения экспе-
риментальных методов исследования деформаций и напряжений [13]. В настоящее время достаточно хорошо
разработаны и эффективно используются методы фотоупругих покрытий, сеток, муара, тензометрии, рентге-
новского анализа, травления, дифракционных решеток, электронной микроскопии, фазовой интерференции,
нанесения медных покрытий, голографии, позволяющие исследовать поля деформаций при статическом и
циклическом нагружении [7; 14; 15]. Искусственное двойное лучепреломление используется для изучения де-
формаций в прозрачных телах. Такой метод исследования деформации, называемый методом фотоупругости,
нашел широкое применение в различных областях науки и техники. Одним из важных применений фото-
упругости является использование данного метода при исследовании распределения напряжений в оптических
стеклах, возникающих при их изготовлении, а также при исследовании остаточных напряжений. Также ме-
тод фотоупругости, иначе называемый поляризационно-оптическим методом, находит широкое применение
в инженерной практике и в области научных исследований [14; 15]. Следует отметить, что применение ме-
тода фотоупругости не ограничивается плоскими моделями. Известны методы исследований на объемных
моделях, в том числе вращающихся. Известны также методы, используемые для исследования термонапря-
женных состояний. Сочетание методов фотоупругости и муара дает возможность решать весьма сложные
задачи по исследованию напряжений в зонах концентрации напряжений в телах сложной формы, нагру-
жаемых по сложным схемам. В [17] авторы показали, что большому количеству инженерных приложений
требуется как можно более точный анализ полей напряжений в окрестности вершины трещины, что в свою
очередь показывает, что нельзя пренебрегать слагаемыми высших порядков в решении М. Вильямса. В наше
время ситуация не изменилась, и по прежнему остается важным вопрос, сколько слагаемых известного раз-
ложения М. Вильямса [19] необходимо использовать для получения наивысшей точности расчетов. Следует
отметить, что в настоящее время особое внимание уделяется цифровой обработке изображений, получаемых
в рамках метода фотоупругости (например, [17; 18]). Этим обстоятельством и обусловлена мотивация на-
стоящей работы. В статье рассматривается обработка изохроматической картины полос с целью вычисления
коэффициентов высших приближений в полном асимптотическом разложении М. Вильямса поля напряжений
у вершины трещины.

1. Экспериментальная часть

В данной работе был проведен ряд экспериментов с помощью поляризационно-оптических методов меха-
ники деформируемого твердого тела на проекционно-поляризационной установке ППУ-7

Было проведено несколько серий экспериментов на образцах разной конфигурации при разной амплиту-
де нагружения. Использовались такие образцы как: плоская пластина с двумя коллинеарными трещинами
(основной образец), нагружаемая силами 50 кг. и 75 кг (рис. 1), 95 кг. и 100 кг. (рис. 2). Для определения
цены изохроматической полосы (оптической постоянной материала)использовался круглый диск из того же
материала, нагруженный поочередно силами 140 кг., а так же 180 кг. и 210 кг. Процесс определения цены
изохроматической полосы (оптической константы материала) называют тарировкой. Одним из самых простых
и точных методов определения разности главных напряжений (тарировки) является метод полос. В данном
методе картину изохром наблюдают в виде темных полос. Цена полосы для одного отдельно взятого образца
должна быть одинакова при разной степени нагружения. Для каждого шага нагружения фиксируется по-
рядок полосы и приложенная нагрузка. Проводится измерение диаметра и толщины диска, а так же поиск
координат точки, лежащей на выбранной изохроматической полосе. Качественная связь между порядком
полос и разностью главных напряжений устанавливается по следующей формуле:

σ1 − σ2 =
Nσ

(1,0)
0

h
(1.1)

где N – порядок полосы, h – толщина образца. Отсюда следует, что σ(1,0)
0 выражает собой значения разности

главных напряжений при заданном номере изохроматической полосы и толщине образца. Это значение и
называют ценой полосы материала. Определение значения σ

(1,0)
0 для данного материала осуществляется из

экспериментов, для которых возможно теоретическое решение и напряжения могут быть вычислены. Для
определения σ

(1,0)
0 были проведены эксперименты на сжатие кругового диска парой сосредоточенных сил,

направленных строго в вертикальной плоскости (по OY ), при условии, что начало координат совпадает с
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Рис. 1. Картина интерференционных полос, полученная при нагружении плоской пластины с двумя колли-
неарными трещинами силой 50 кг (слева) и 75 кг (справа)

Рис. 2. Картина интерференционных полос, полученная при нагружении плоской пластины с двумя колли-
неарными трещинами силой 95 кг (слева) и 100 кг (справа)

центром диска радиуса R. Напряжения в точке диска с координатами (x, y) вычисляется по формулам:

σ11 =
2P

πh

{
1

2R
− x2(R− y)

[x2 + (R− y)2]2
− x2(R+ y)

[x2 + (R+ y)2]2

}
,

σ22 =
2P

πh

{
1

2R
− (R− y)3

[x2 + (R− y)2]2
− (R+ y)3

[x2 + (R+ y)2]2

}
,

σ12 =
2P

πh

{
x(R− y)2

[x2 + (R− y)2]2
− x(R+ y)2

[x2 + (R+ y)2]2

}
.

(1.2)

Для выбранной полосы порядка N , которая проходит через точку (x, 0) диаметра диска, совпадающего с
горизонтальном направлением оси абсцисс заданной системы координат, и для нагружения силами , при
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просвечивании диска монохроматическим светом будет иметь место формула:

σ
(1,0)
0 =

|σ22 − σ11|
N

h, (1.3)

так как в точках диаметра, совпадающего с осью абсцисс, напряжения σ22 и σ11 – главные.
Эксперименты по тарировке были проведены над образцом из эпоксидной смолы ЭД-20. Круговой образец

был поочередно нагружен силами в 140 кг, а так же 180 кг и 210 кг. Испытуемые круговые диски показаны
на рис 3 и рис 4.

Рис. 3. Нагружение образца силами 140 кг

180 кг 210 кг

Рис. 4. Нагружение образца силами 180 кг и 210 кг

Чтобы убедиться в том, что для любой произвольно взятой точки образца значение константы материала
будет приблизительно одинаковым, были взяты 8 экспериментальных точек (по одной на каждой изохроме
для каждого из трех экспериментов). С использованием пакета ”Waterloo Maple release 17” была написана
программа для вычисления значений константы материала. После подстановки координат экспериментальных
точек в формулы вычисления главных напряжений, и полученных результатов в формулу разности главных
напряжений (1.1), получили следующие 8 значений оптической константы материала:
Fσ = 18.286 кг/см для точки, взятой на третьей изохроме образца, с приложенной нагрузкой 210 кг.
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Fσ = 17.926 кг/см для точки, взятой на второй изохроме образца, с приложенной нагрузкой 210 кг.
Fσ = 18.079 кг/см для точки, взятой на первой изохроме образца, с приложенной нагрузкой 210 кг.
Fσ = 18.521 кг/см для точки, взятой на третьей изохроме образца, с приложенной нагрузкой 180 кг.
Fσ = 18.085 кг/см для точки, взятой на второй изохроме образца, с приложенной нагрузкой 180 кг.
Fσ = 18.139 кг/см для точки, взятой на первой изохроме образца, с приложенной нагрузкой 180 кг.
Fσ = 18.987 кг/см для точки, взятой на второй изохроме образца, с приложенной нагрузкой 140 кг.
Fσ = 17.818 кг/см для точки, взятой на первой изохроме образца, с приложенной нагрузкой 140 кг.
Среднее значение цены полосы, найденное в данной работе и используемое ниже, равно Fσ = 18.23 кг/см.

2. Обработка результатов экспериментов

В ходе обработки экспериментальных данных было написано несколько комплексов программ с использо-
ванием пакета ”Waterloo Maple release 17”, которые позволили определить любое наперед заданное количество
коэффициентов полного асимптотического разложения М. Вильямса.

Первым комплексом стали программы, позволяющие рассчитать коэффициент интенсивности напряже-
ний. Для первой изохроматической полосы выбранного образца под действием сосредоточенной силой 95 кг.
были выбраны 50 экспериментальных точек, координаты которых были сначала переведены из глобальных
декартовых с началом координат в крайней левой верхней точке выбранного образца в локальные декар-
товы с началом координат, совпадающим с координатами правой вершины правой трещины, а затем были
переведены в полярные координаты, с центром в правой вершине правой трещины.

В ходе работы была написана программа, которая подставляла координаты выбранных нами эксперимен-
тальных точек в оптико-механический закон (закон Вертгейма). Следует отметить, что в программе удалось
реализовать произвольную выборку любого количества экспериментальных точек, таким образом была пред-
принята попытка сделать программу более универсальной, не зависящей от точек, выбираемых вручную.
В программе задается количество удерживаемых слагаемых в асимптотическом разложении М. Вильямса,
количество которых обуславливает количество неизвестных масштабных (амплитудных) множителей полного
асимптотического разложения М. Вильямса. Зная количество неизвестных мы определяем необходимое ко-
личество уравнений. Программа формирует эти уравнения, и затем объединяет их в систему. Заметим, что
уравнения в системе будут нелинейными, что значительно затрудняет точное определение необходимых нам
коэффициентов полного асимптотического разложения М. Вильямса. Для решения этой проблемы в про-
грамме происходит процесс линеаризации системы, и последующее ее решение с помощью итерационного
алгоритма [8]. Используемый алгоритм описан в следующем разделе.

3. Переопределенный метод нахождения масштабных (амплитудных)
множителей

В настоящей работе для линеаризации системы нелинейных уравнений используется переопределенный
метод нахождения масштабных (амплитудных) множителей.

Для плоского напряженного состояния имеют место формулы:

σ1, σ2 =
σ11 + σ22

2
±

√
(σ11 − σ22)2

4
+ (σ12)2. (3.1)

Подставляя выражение главных напряжений в основной закон фотоупругости, определяем функцию g(m),
заданную в любой m точке рассматриваемого образца:

g(m) =

{
σ11 − σ22

2

}2

m

+ (σ12)
2
m −

{
NmFσ

h

}2

. (3.2)

Далее, если подставить полное асимптотическое разложение М. Вильямса в уравнение для функции g(m),
можно получить систему нелинейных уравнений от следующих неизвестных: a11, a12,..a1k, a21, a22..a2l, где
k – количество параметров первого вида нагружения(нормальный отрыв), и l – количество параметров вто-
рого вида нагружения (поперечный сдвиг). Количество уравнений данной системы полностью зависит от
количества слагаемых полного асимптотического разложения, которые хотелось бы вычислить. Заметим, что
каждое уравнения будет требовать экспериментальную точку, координаты которой позволят свести разложе-
ние М. Вильямса к зависимости только от масштабных (амплитудных) множителей. Рассмотрим трещину
нормального отрыва, и проанализируем разложение только для первых пяти коэффициентов ak:
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σ1 − σ2 =
NFσ

h
, σ1 − σ2 =

√
(σ11 − σ22)2 + 4σ2

12,

σij(r, θ) =
∞∑
k=1

akf
k
ij(θ)r

k
2−1,

(3.3)

где f
(k)
ij (θ) – известные аналитические выражения для угловых функций:

f
(k)
11 (θ) =

k

2
[(2 + k/2 + (−1)k)cos(k/2− 1)θ − (k/2− 1)cos(k/2− 3)θ],

f
(k)
22 (θ) =

k

2
[(2− k/2− (−1)k)cos(k/2− 1)θ + (k/2− 1)cos(k/2− 3)θ],

f
(k)
12 (θ) =

k

2
[(k/2− 1)sin(k/2− 3)θ − (k/2 + (−1)k)sin(k/2− 1)θ].

(3.4)

Раскроем формулу, предложенную М. Вильямсом (3.3) [19]:

σij(r, θ) = a1
1√
r
f
(1)
ij (θ) + a2f

(2)
ij (θ) + a3

√
rf

(3)
ij (θ) + a(4)rf

4
ij(θ) + a5r

3
2 f5ij(θ). (3.5)

Пользуясь преобразованной формулой для разности главных напряжений:

√
(σ11 − σ22)2 + 4σ2

12 =
NFσ

h
, (3.6)

получаем следующее уравнение, справедливое для трещины только первой моды нагружения. Здесь приведен
пример только для первого слагаемого полного асимптотического разложения М. Вильямса:

(
a1

1√
r
f
(1)
11 θ)− a1

1√
r
f
(1)
22 (θ)

)2

+ 4

(
a(1)

1√
r
f
(1)
12 (θ)

)2

=

(
NFσ

h

)2

. (3.7)

Теперь удержим несколько слагаемых полного асимптотического разложения высших порядков. Напри-
мер, необходимо удержать слагаемые до пятого слагаемого включительно. В этом случае основной закон
фотоупругости примет следующий вид:

(
a1

1√
r
f
(1)
11 (θ) + a2f

(2)
11 (θ) + a3

√
rf

(3)
11 (θ) + a4rf

(4)
11 (θ) + a5r

3
2 f

(5)
11 (θ)−

− a1
1√
r
f
(1)
22 (θ) + a2f

(2)
22 (θ) + a3

√
rf

(3)
22 (θ) + a4rf

(4)
22 (θ) + a5r

3
2 f

(5)
22 (θ)

)2

+

+4

(
a1

1√
r
f
(1)
12 (θ) + a2f

(2)
12 (θ) + a3

√
rf

(3)
12 (θ) + a4rf

(4)
12 (θ) + a5r

3
2 f

(5)
12 (θ)

)2

=

(
NFσ

h

)2

.

(3.8)

Как можно заметить, угловые распределения зависят от координат, так что, если мы подставим какую
либо экспериментальную точку, в этом квадратном уравнении будут известны все слагаемые, кроме масштаб-
ных множителей. Сам собой напрашивается вывод, что достаточно просто сделать систему из необходимого
количества уравнений, зная необходимое количество экспериментальных точек. В данном конкретном при-
мере необходимо знать пятый член полного асимптотического разложения М. Вильямса, так что достаточно
любых пяти экспериментальных точек, необходимых для построения системы пяти квадратных уравнений.

Нелинейность данной системы – одно из самых сложных препятствий в решении задачи об определении
коэффициентов интенсивности напряжений. В данной работе был реализован алгоритм, называемый ”Метод
линеаризации”. Суть алгоритма заключается в том, чтобы убрать нелинейность из полученной системы урав-
нений для g(m). Для реализации этого алгоритма в ходе работы были взяты производные первого порядка
от функции g(m) по переменным a1k, где k — количество удерживаемых коэффициентов для нормального
отрыва, и по переменным a1l, где l — количество удерживаемых коэффициентов для поперечного сдвига.
Разложив функцию g(m) в ряд Тейлора получили:

(gm)i+1 = (gm)i +
∂gm
∂a11

(△a11)i +
∂gm
∂a12

(△a12)i + ...+
∂gm
∂a1k

(△a1k)i + (3.9)

+
∂gm
∂a21

(△a21)i +
∂gm
∂a22

(△a22)i + ...+
∂gm
∂a2l

(△a2l)i. (3.10)

где i — номер итерационного шага, а △a11, △a12,..△a1k, △a21..,△a2l равны соответсвенно (a1(i+1) − a1(i))
и (a2(i+1) − a2(i)), причем количество итераций зависит от разницы предыдущего и последующего значения
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коэффициентов a1k и a2l, то есть итерации продолжаются до тех пор, пока эта разница не достигнет до-
статочно малого значения 10−6.

Показано, что данный алгоритм быстро сходится (достаточно 7–9 итераций). В качестве начального при-
ближения использовалось теоретическое решение задачи о смешанном нагружении бесконечной плоскости
с двумя коллинеарными трещинами [7]. В результате работы программы было получено необходимое нам
количество коэффициентов полного асимптотического разложения поля напряжений в окрестности верши-
ны трещины М. Вильямса, а так же построены теоретически реконструированные линии равных значений
разности главных напряжений. Для определения размерности возьмем уже известную нам формулу полного
асимптотического разложения М. Вильямса [4]:

σij(r, θ) =
2∑

m=1

∞∑
k=−∞

amkf
(k)
m , ij(θ)r

k
2−1, (3.11)

(индекс m далее опускается, поскольку рассматривается только трещина нормального отрыва) и представим
это разложение в виде суммы первых пяти слагаемых (получая четырехчленное разложение, так как в на-
чальном приближении [7] показано, что четвертый член полного асимптотического разложения М. Вильямса
равен нулю):

σij(r, θ) = a1
1√
r
f
(1)
ij (θ) + a2f

(2)
ij (θ) + a3

√
rf

(3)
ij (θ) + a5r

3
2 f

(5)
ij (θ) (3.12)

В таблице 2 представлены значения первых пяти членов полного асимптотического разложения М. Вильямса,
взятых в качестве начального приближения из [7], а также значения этих коэффициентов, полученных в
ходе работы программы (решение системы лине йных уравнений), и значения на некоторых итерационных
шагах программы.

Таблица 1. значения первых пяти коэффициентов полного асимптотического разложения М. Вильямса

Размерность a11kg/cm
3/2 a12kg/cm

2 a13kg/cm
5/2 a15kg/cm

7/2

Начальные приближения 18.192 −8.636 8.475 −2.085
Решение системы 27.067 −27.580 36.448 −6.367

1 итерационный шаг 22.217 −17.126 21.440 −2.852
5 итерационный шаг 19.3610515 −14.1150358 14.3460616 −1.0191336
7 итерационный шаг 19.3610441 −14.1150387 14.3460620 −1.0191328
10 итерационный шаг 19.3610414 −14.1150396 14.3460616 −1.0191324
15 итерационный шаг 19.3610487 −14.1150367 14.3460610 −1.0191332
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Рис. 5. Теоретически реконструированные линии равных значений разности главных напряжений в случае
однопараметрического и двухпараметрического разложения М. Вильямса
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Рис. 6. Теоретически реконструированные линии равных значений разности главных напряжений в случае
трехпараметрического и четырехпараметрического разложения М. Вильямса

На рис. 5 изображены однопараметрическое и двухпараметрическое разложение поля напряжений в
окрестности вершины трещины. Из рис. 5 видно, что теоретически реконструированные линии равных зна-
чений разности главных напряжений не соответствуют оригинальной картине изохром (рис. 2, что является
подтверждением актуальности исследования и показывает, что при повышении количества удерживаемых
слагаемых можно получить более точное решение, что подтверждается рис. 6, на котором показаны трех-
и пятипараметрическое разложения поля напряжений в окрестности вершины трещины. Для каждого кон-
кретного опыта эти картины будут отличаться, но разница незначительна. В данном опыте теоретически
реконструированные картины линий равных значений при пятичленном асимптотическом разложении поля
напряжений в окрестности вершины трещины практически совпадают с выбранными экспериментальными
точками.

Выводы
С помощью многопараметрического анализа поля напряжений, основанного на поляризационно-оптиче-

ских методах механики деформируемого твердого тела (методе фотоупругости), в данной статье была про-
ведена цифровая обработка результатов оптоэлектронных измерений, выполненных на серии образцов с тре-
щинами и надрезами. Были рассмотрены разные классы образцов из оптически чувствительных материалов,
в частности – образец с двумя коллинеарными трещинaми в условиях нормального отрыва. Подготовлен
комплекс программ, позволяющий рассчитать масштабные множители высших порядков полного асимптоти-
ческого разложения М. Вильямса. С помощью основного закона фотоупругости вычислены коэффициенты
полного асимптотического разложения М. Вильямса. Проведено сравнение результатов экспериментов с имею-
щимися аналитическими решениями, и показано, что результаты оптоэлектронных измерений и их обработки
хорошо согласуются с аналитическими решениями.
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L.V. Stepanova, V.S. Dolgikh2

EXPERIMENTAL DETERMINATION OF COEFFICIENTS
OF A MULTIPARAMETER DECOMPOSITION OF FIELD OF CRACK TIP

STRESSES: PHOTOELASTICITY METHOD

The purpose of this study is multiparameter asymptotic analysis of the stress field in the immediate
vicinity of the crack tip in a linearly elastic material and construction of complete asymptotic expansion of
M. Williams stress field in the vicinity of the crack tip. Multiparametric analysis of the stress field is based
on the polarization-optical methods of mechanics of a deformable solid (the method of photoelasticity). Digital
processing of the results of optoelectronic measurements performed on a series of samples with cracks and
notches is carried out. Different classes of samples from optically sensitive materials, in particular a sample
with two collinear cracks under conditions of normal detachment, were considered. A set of programs has
been prepared that makes it possible to determine the scale (amplitude) multipliers of complete asymptotic
expansion of M.Villiams for the stress field at the crack tip. Using the basic law of photoelasticity, first five
coefficients of complete asymptotic expansion of M. Williams are calculated. The results of the experiments
are compared with the available analytical solution. It is shown that the results of processing optoelectronic
measurements are in good agreement with the analytical solution obtained for an infinite plate with two
collinear cracks.

Key words: M. Williams asymptotic expansion, stress field in the vicinity of the crack tip, two collinear
cracks, plate stretching, multiparametric description of the stress field, polarization-optical methods of mechanics
of deformable solids.
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и таблицы до появления на них ссылки в тексте.

8. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы LATEX2ε с использованием стиля samgu.cls.

Стиль samgu.cls и пример оформления статьи можно найти на сайте Самарского государственного университета (адрес указан
выше). Использование других реализаций TEX’a крайне нежелательно. Подготовка электронной версии статьи с помощью
других средств должна быть заранее согласована с редакцией. Иллюстративный материал (рисунки, таблицы, диаграммы)
готовится стандартными средствами LATEX’а. Рисунки могут быть также подготовлены в любом графическом редакторе и
предоставлены в формате EPS. Электронные представления фотографий допускаются только в форматах EPS или TIFF с
разрешением не менее 600 dpi. В случае использования нестандартных стилевых файлов автор обязан предоставить редакции
необходимые стилевые файлы. Изменения стандартных стилевых файлов недопустимы.

9. При подготовке электронного варианта статьи следует принимать во внимание следующие рекомендации:
а) при наборе статьи необходимо различать следующие знаки препинания и контрольные последовательности, им соот-

ветствующие: одинарный дефис (”-”), двойной дефис (”–”)1, тройной дефис (”—”)2. Одинарный дефис используют в составных
словах; двойной дефис рекомендуется для указания диапазона чисел и ”двойных”фамилий; тройной дефис означает тире;

б) допустимо использование только обратных кавычек (”) с помощью контрольной последовательности \textquotedblright;
в) недопустимо нахождения рядом двух и более закрывающих или открывающих скобок одного вида. Рекомендуется

внимательно относиться к балансу скобок;
г) допускается использование следующих команд переключения шрифтов: \rm, \it, \bf, \sl и стандартных шрифтов

семейства AMS с использованием следующих команд переключения шрифтов \mathbf, \mathcal, \mathfrak. Использование
других шрифтов должно быть согласовано с редакцией журнала;

д) на графиках должна быть нанесена сетка (желательно квадратная) с обозначением делений. Рекомендуемый размер
рисунков — 11-15 см по горизонтали и 5-15 см по вертикали. Необходимо тщательно следить за точным соответствием
обозначений в тексте и на рисунках и за подобием шрифтов. Надписи, загромождающие рисунки, должны быть заменены
цифрами или буквенными обозначениями и внесены в подрисуночные подписи. Сами подрисуночные подписи должны быть, по
возможности, краткими. Редакция оставляет за собой право требовать от автора более качественного выполнения графического
материала;

е) для математических обозначений рекомендуется употреблять, по возможности, стандартные и наиболее простые симво-
лы. Не следует применять индексы из букв русского алфавита. Векторы и тензоры выполняются жирным шрифтом. Вместо
одинаковых повторяющихся блоков в формулах желательно использовать их сокращенные обозначения;

1Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash--˜
2Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash---
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ж) при нумерации формул редакция просит пользоваться десятичной системой. Рекомендуется двойная нумерация: первая
цифра — номер раздела статьи, вторая цифра после точки — номер формулы внутри раздела. Номер должен стоять справа
от формулы. Не следует нумеровать формулы, на которые нет ссылок в тексте;

з) теоремы, леммы, примеры, утверждения и т.п. выполняются обычным шрифтом; их заголовки даются жирным шриф-
том;

и) список литературы составляется по порядку цитирования, располагается в конце статьи на русском и английском
языках (не менее 6–10 пунктов). Для книг сообщается следующая информация: фамилии и инициалы авторов, полное название
книги, издательство, год издания и количество страниц; для статей в сборниках и журналах — фамилии и инициалы авторов,
полное название статьи, название журнала (сборника) полностью или, если есть стандартное сокращение, сокращенно, полная
информация об издании (серия, том, номер, выпуск, год), номера начальной и конечной страниц статьи;

к) ссылки на иностранные источники (включая переведенные на русский язык статьи и книги) даются обязательно на
языке оригинала и сопровождаются в случае перевода на русский язык с указанием названия и выходных данных перевода.

Цитирование осуществляется командой \cite с соответствующей меткой. Ссылки на неопубликованные работы недопу-
стимы.

Невыполнение авторами перечисленных выше правил может повлечь за собой задержку с опубликованием работы.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию. Просьба редакции о переработке статьи не означает,

что статья принята к печати; после переработки статья вновь рассматривается редколлегией журнала.
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