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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
С ИНВОЛЮЦИЕЙ1

АННОТАЦИЯ
Настоящая статья посвящена исследованию вопросов разрешимости некоторых краевых задач для

нового класса дифференциальных уравнений с инволюцией. В пространстве Rn вводится отображение
Sx = −x. С помощью этого отображения вводится нелокальный аналог оператора Лапласа, а также
граничный оператор с наклонной производной. Изучены краевые задачи, обобщающие известную задачу
с наклонной производной. Доказаны теоремы о существовании и единственности решения исследуемых
задач. В классе Гельдера изучена также гладкость решения. Используя известные утверждения о
решениях краевой задачи с наклонной производной для классического уравнения Пуассона, найдены
точные порядки гладкости решения исследуемой задачи.
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Введение

Дифференциальные уравнения, в которых наряду с искомой функцией u(t) присутствуют значение
u(S(t)), где S2(t) = t, называются уравнениями со сдвигами Карлемана [1] или уравнениями с инво-
люцией. Теория уравнений с инволютивно преобразованными аргументами и их приложения подробно
описаны в монографиях [2; 3]. В целом дифференциальные уравнения, в которых неизвестная функция
и ее производные входят, вообще говоря, при различных значениях аргументов называют нелокальными
дифференциальными уравнениями.

Краевые и начально-краевые задачи для нелокальных аналогов классических дифференциальных
уравнений исследовались в многочисленных работах авторов [4–9].

Помимо этого для классических уравнений можно исследовать нелокальные краевые задачи типа
Бицадзе — Самарского [10], в которых значения искомой функции u(x) в границе области связаны со
значениями u(Sx). Отметим, что многочисленные приложения нелокальных краевых задач для эллип-
тических уравнений к задачам физики, техники и других отраслей науки подробно описаны в рабо-
тах [11; 12].

В настоящей статье при помощью отображения типа инволюции рассматривается аналог нелокально-
го оператора Лапласа, и для соответствующего нелокального аналога уравнения Пуассона исследуется
краевая задача с наклонной производной. Кроме того, для классического уравнения Пуассона изучает-
ся также нелокальная краевая задача, в котором граничная условия задается в виде связи значений
наклонной производной в точках x и Sx.

Отметим, что основные краевые задачи (Дирихле, Неймана и Робена) для нелокального аналога
уравнения Пуассона с преобразованиями типа инволюции исследованы в работе [13]. Кроме того, для
классического уравнения Пуассона обобщенная краевая задача Дирихле с отображениями типа инволю-
ции изучена в работе [14].

Переходим к постановке задач, рассматриваемых в настоящей статье. Для любого x =
= (x1, ..., xn−1, xn) из Rn введем обозначение x = (x̃, xn), где x̃ = (x1, ..., xn−1). Пусть m > 2,
Ωm =

{
x ∈ Rn : |x̃|2 + |xn|m < 1

}
, ∂Ωm =

{
x ∈ Rn : |x̃|2 + |xn|m = 1

}
, Γ = {x ∈ ∂Ωm : xn = 0} , n > 3.

В пространстве Rn рассмотрим отображение Sx = −x и введем оператор ISu(x) = u(−x). Очевидно,
что отображение S является инволюцией, т. е. S2x = x.

Пусть a, b — действительные числа. Рассмотрим в области Ωm следующие задачи
Задача 1. Найти функцию u (x) ∈ C2 (Ωm) ∩ C1

(
Ω̄m

)
, удовлетворяющую условиям

a∆u(x) + b∆u(−x) = f(x), x ∈ Ωm, (1)

∂u

∂xn
(x) = g (x) , x ∈ ∂Ωm (2)

u (x) = ϕ (x) , x ∈ Γ. (3)

Задача 2. Найти функцию u (x) ∈ C2 (Ωm) ∩ C1
(
Ω̄m

)
, удовлетворяющую условиям

∆u(x) = f(x), x ∈ Ωm, (4)

a
∂u

∂xn
(x) + b

∂u

∂xn
(−x) = g (x) , x ∈ ∂Ωm, (5)

u (x) = ϕ (x) , x ∈ Γ. (6)

Здесь ∂u
∂xn

(−x) означает ∂u
∂xn

(−x) = IS

[
∂u
∂xn

(x)
]
. Заметим, что

IS

[
∂u

∂xn
(x)

]
̸= ∂

∂xn
IS [u (x)] .

Если a = 1, b = 0, то рассматриваемые задачи совпадают с известной краевой задачей с наклонной
производной для классического уравнения Пуассона. Известные утверждения относительно этой задачи
мы изложим в п. 2 настоящей работы.

Отметим также, что краевые задачи с отображениями типа инволюция исследованы в рабо-
тах [15; 16].
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1. О задаче с наклонной производной

Приведем известные утверждения относительно задачи с наклонной производной для уравнения Ла-
пласа.

Рассмотрим следующую задачу:

∆v(x) = 0, x ∈ Ωm, (7)

∂v

∂xn
(x) = h (x) , x ∈ ∂Ωm, (8)

v(x) = ψ (x) , x ∈ Γ. (9)

Заметим, что вырождающиеся краевые задачи с наклонной производной для эллиптических уравнений
исследованы в работах многочисленных авторов [17; 18]. В работе [17] доказаны следующие утвержде-
ния.

Теорема 1. Пусть в задаче (7)–(9) ψ (x) = 0 и h (x) ∈ Cλ (∂Ωm), где λ > 1− 1
m , причем число λ+ 1

m

нецелое. Тогда решение задачи (7)–(9) существует, единственно и принадлежит классу Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
.

Теорема 2. Пусть в задаче (7)–(9) ψ (x) = 0, λ > 0, причем число λ+ 1
m нецелое. Тогда существует

функция h (x) ∈ Cλ (∂Ωm) такое, что решение задачи (7)–(9) при любом ε > 0 не принадлежит классу
Cλ+ 1

m+ε
(
Ω̄m

)
.

Таким образом, из утверждений теорем 1 и 2 следует, что в отличие от задачи Неймана в случае
задачи с наклонной производной получается потеря гладкости решения на порядок 1− 1

m . В следующем
утверждении доказывается, что при специальном выборе граничной функции h (x) эту потерю гладкости
решения можно восстановить. В работе [18] доказано следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть 0 < λ < 1 и ψ (x) ∈ Cλ+1 (Γ). Предположим, что h (x) = xm−1
n · g0 (x), где

g0 (x) ∈ Cλ (∂Ωm). Тогда существует решение задачи (7)–(9), принадлежащее классу Cλ+1
(
Ω̄m

)
.

В дальнейшем при доказательстве основных утверждений относительно задач 1 и 2 существенно
используются утверждения теорем 1–3.

2. Исследования задачи 1

Исследуем задачу 1. Сначала приведем теорему о единственности решения.
Теорема 4. Пусть a ̸= ±b, и решение задачи 1 существует, тогда оно единственно.
Доказательство. Пусть u (x) — решение однородной задачи 1. Обозначим v(x) = au(x) + bu(−x),

x ∈ Ωm. Тогда ∆v(x) = 0, x ∈ Ωm; v(x)|Γ = 0. Далее из равенства

∂v(x)

∂xn
= a

∂u(x)

∂xn
+ b

∂

∂xn
ISu(x) = a

∂u(x)

∂xn
− b · IS

[
∂u(x)

∂xn

]
= a

∂u(x)

∂xn
− b

∂u(−x)
∂xn

и однородного граничного условия (2) следует

∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= 0.

Таким образом, если u (x) — решение однородной задачи 1, то функция v(x) = au(x) + bu(Sx) бу-
дет удовлетворять однородным условиям задачи (7)–(9). Тогда по теореме 1 имеем v(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m.
Следовательно,

au(x) + bu(−x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m.

Из этого равенства также следует

au(−x) + bu(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m.

Отсюда (
a2 − b2

)
u(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m.

Тогда, если a ̸= ±b, то u(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m. Теорема доказана.
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Замечание 1. Если в задаче 1 выполняется условие a = ±b, то легко показать, что однородная
задача имеет ненулевые решения. Например, рассмотрим функцию u (x) =

(
1− |x|2

)2
H (x), где H (x) =

= xn · (x1 + x2 + ...+ xn−1). Очевидно, что u (x)

∣∣∣∣
Γ

= 0, ∂u
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= 0 и H (x) — гармоническая функция

в Ω. Тогда из равенств

∆H (x) = 0; ∆
(
1− |x|2

)2
= ∆

[
1− 2|x|2 + |x|4

]
= −4n+ 4 (2 + n) |x|2;

n∑
j=1

∂

∂xj
H (x)

∂

∂xj

(
1− |x|2

)2
=

= xn

n−1∑
j=1

∂

∂xj
(x1 + ...+ xn−1)

∂

∂xj

(
1− |x|2

)2 − (x1 + ...+ xn−1) 4
(
1− |x|2

)
xn =

= −xn
n−1∑
j=1

4
(
1− |x|2

)
xj − 4xn

(
1− |x|2

)
(x1 + ...+ xn−1) =

= −4xn (x1 + x2 + ...+ xn−1)
(
1− |x|2

)
= −4H (x)

(
1− |x|2

)
следует

∆u (x) = H (x)∆
(
1− |x|2

)2
+
(
1− |x|2

)
∆H (x) + 2

n∑
j=1

∂

∂xj
H (x)

∂

∂xj

(
1− |x|2

)2
=

= −4n+ 4 (2 + n) |x|2 − 8
(
1− |x|2

)
H (x) .

Следовательно,

∆u (−x) = −4n+ 4 (2 + n) |x|2 − 8
(
1− |x|2

)
H (x) .

Отсюда получаем, что функция u (x) удовлетворяет уравнению

∆u (x)−∆u (−x) = 0, x ∈ Ωm

и однородным граничным условиям (2) и (3).
Далее исследуем существование и гладкость решения задачи 1.
Теорема 5. Пусть a ̸= ±b, λ > 1 − 1

m , причем число λ + 1
m нецелое, f (x) ∈ Cλ+ 1

m−1
(
Ω̄m

)
, g (x) ∈

∈ Cλ (∂Ωm), ϕ (x) ∈ Cλ+1 (Γ). Тогда решение задачи 1 существует и принадлежит классу Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
.

Доказательство. Пусть u (x) — решение задачи (1)–(3). Обозначим v(x) = au(x)+ bu(−x), x ∈ Ωm.
Тогда для функции v(x) получаем краевую задачу

∆v(x) = f(x), x ∈ Ωm, (10)

∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= ag(x)− bg(−x) ≡ h(x), (11)

v(x)

∣∣∣∣
Γ

= aϕ(x) + bϕ(−x) ≡ ψ(x). (12)

Решение задачи (10)–(12) будем искать в виде v(x) = v1(x)+v2(x), где функции v1(x) и v2(x) являются
решениями следующих задач:

∆v1(x) = f(x), x ∈ Ωm, v1(x)|∂Ωm
= 0, (13)

∆v2(x) = 0, x ∈ Ωm;
∂v2(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= h(x)− ∂v1(x)

∂xn
, v2(x)

∣∣∣∣
Γ

= ψ(x). (14)

По условию теоремы f (x) ∈ Cλ+ 1
m−1

(
Ω̄m

)
. Тогда решение задачи (13) существует, единственно и

принадлежит классу Cλ+ 1
m+1

(
Ω̄m

)
. Следовательно, ∂v1(x)

∂xn
∈ Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
. Далее, если ϕ (x) ∈ Cλ+1 (Γ) ,

g (x) ∈ Cλ (∂Ωm), то ψ (x) ∈ Cλ+1 (Γ), а функция h(x) − ∂v1(x)
∂xn

, по крайней мере, принадлежит классу
Cλ (∂Ωm). Тогда по теореме 1 решение задачи (14) существует и принадлежит классу Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
.
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Значит, функция v(x) = v1(x) + v2(x) удовлетворяет условиям задачи (10)–(12) и, по крайней мере,
принадлежит классу Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
. В равенстве v(x) = au(x)+ bu(−x), x ∈ Ωm, меняя x на −x, получим

v(−x) = au(−x) + bu(x). Отсюда, если a ̸= ±b, то

u(x) =
a

a2 − b2
v(x)− b

a2 − b2
v(−x), x ∈ Ω̄m. (15)

Покажем, что если функция v(x) является решением задачи (10)–(12), то при выполнении условии
a ̸= ±b функция u(x) из (15) удовлетворяет всем условиям задачи 1. Действительно, применяя к ра-
венству (15) оператор ∆, для точек x ∈ Ωm имеем

∆u(x) =
a

a2 − b2
∆v(x)− b

a2 − b2
∆v(−x) = a

a2 − b2
f(x)− b

a2 − b2
f(−x).

Меняя в последнем равенстве x на −x, получим

∆u(−x) = a

a2 − b2
f(−x)− b

a2 − b2
f(x).

Отсюда

a∆u(x) + b∆u(x) =
a2

a2 − b2
f(x)− ab

a2 − b2
f(−x) + ba

a2 − b2
f(−x)− b2

a2 − b2
f(x) = f(x),

т. е. функция u(x) удовлетворяет уравнению (1). Далее для точек x ∈ ∂Ωm из граничного условия (11)
имеем

∂u(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

=
a

a2 − b2
∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

+
b

a2 − b2
∂v(−x)
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

=
a

a2 − b2
h(x) +

b

a2 − b2
h(−x) =

=
a

a2 − b2
[ag(x)− bg(−x)] + b

a2 − b2
[ag(−x)− bg(x)] = g(x).

Аналогично для точек x ∈ Γ, используя условие (12), получим

u(x)

∣∣∣∣
Γ

=
a

a2 − b2
v(x)

∣∣∣∣
Γ

− b

a2 − b2
v(−x)

∣∣∣∣
Γ

=
a

a2 − b2
ψ(x)− b

a2 − b2
ψ(−x) =

=
a

a2 − b2
[aϕ(x) + bϕ(−x)]− b

a2 − b2
[aϕ(−x) + bϕ(x)] = ϕ(x).

Далее, так как v(x) ∈ Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
, то v(−x) ∈ Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
, и поэтому функция u(x) из равенства

(15) также принадлежит классу v(x) ∈ Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
. Теорема доказана.

Следующее утверждение показывает, что полученный в теореме 5 показатель гладкости решения
задачи 1 нельзя улучшить.

Теорема 6. Пусть a ̸= ±b, f(x), ϕ (x) = 0, λ > 0, причем число λ + 1
m нецелое. Тогда существу-

ет функция g (x) ∈ Cλ (∂Ωm) такая, что решение задачи 1 при любом ε > 0 не принадлежит классу
Cλ+ 1

m+ε
(
Ω̄m

)
.

Доказательство. Пусть ϕ (x) ≡ 0. Тогда ψ (x) = aϕ(−x) + bϕ(x) ≡ 0. В задаче 1 выберем функцию
g (x) ∈ Cλ (∂Ωm) таким образом, чтобы решение этой задачи для любого ε > 0 не принадлежало классу
Cλ+ 1

2+ε
(
Ω̄m

)
(по теореме 2 такая функция существует). Тогда функция u (x), построенная по формуле

(15), является гармонической, удовлетворяет краевым условиям (2),(3), принадлежит классу Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
и u (x) /∈ Cλ+ 1

m+ε
(
Ω̄m

)
. Теорема доказана.

Аналогично доказывается следующее утверждение.
Теорема 7. Пусть a ̸= ±b, f(x) = 0, 0 < λ < 1 и ϕ (x) ∈ Cλ+1 (Γ). Предположим, что g (x) = xm−1

n ×
×g0 (x), где g0 (x) ∈ Cλ (∂Ωm). Тогда существует решение задачи 1, принадлежащее классу Cλ+1

(
Ω̄m

)
.

3. Исследования задачи 2
Переходим к изучению задачи 2. Справедливо следующее утверждение.
Теорема 8. Пусть a ̸= ±b. Если решение задачи 2 существует, то оно единственно.
Доказательство. Предположим, что u (x) — решение однородной задачи 2. Обозначим v(x) =

= au(x)−bu(−x), x ∈ Ωm. Очевидно, что функция v(x) гармоническая в области Ωm и v(x)

∣∣∣∣
Γ

= au(x)

∣∣∣∣
Γ

−

− bu(−x)
∣∣∣∣
Γ

= 0. Далее, так как ∂u(−x)
∂xn

def
≡ IS

∂
∂xn

u(x) = − ∂
∂xn

ISu(x), то
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∂v(x)

∂xn
= a

∂u(x)

∂xn
− b

∂

∂xn
ISu(x) = a

∂u(x)

∂xn
+ b

∂u(−x)
∂xn

. (16)

Тогда из однородного краевого условия (5) следует

∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= a
∂u(x)

∂xn
+ b

∂u(−x)
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= 0.

Итак, если u (x) — решение однородной задачи 2, то функция v(x) = au(x) − bu(−x), x ∈ Ωm будет
решением однородной задачи (10),(11). В силу утверждения теоремы 1 решение этой задачи единственно,
и, следовательно, v(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m. Отсюда

au(x)− bu(−x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m, au(−x)− bu(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m.

Из последней системы следует
(
a2 − b2

)
u(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m. Тогда, если выполняется условие a ̸= ±b,

то u(x) ≡ 0, x ∈ Ω̄m. Теорема доказана.
Теперь переходим к исследованию существования и гладкости решения задачи 2. Справедливо утвер-

ждение.
Теорема 9. Пусть a ̸= ±b, λ > 1 − 1

m , причем число λ + 1
m нецелое, f (x) ∈ Cλ+ 1

m−1
(
Ω̄m

)
, g (x) ∈

∈ Cλ (∂Ωm), ϕ (x) ∈ Cλ+1 (Γ). Тогда решение задачи 2 существует и принадлежит классу Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
.

Доказательство. Пусть u (x) — решение задачи 2. Обозначим v(x) = au(x)−bu(−x), x ∈ Ωm. Тогда
с учетом равенства (16) для функции v(x) получаем краевую задачу

∆v(x) = af(x)− bf(−x), x ∈ Ωm, (17)

∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= g(x), (18)

v(x)

∣∣∣∣
Γ

= aϕ(x)− bϕ(−x) ≡ ψ(x). (19)

Решение задачи (17)–(19) будем искать в виде v(x) = v1(x)+v2(x), где функции v1(x) и v2(x) являются
решениями следующих задач:

∆v1(x) = f(x), x ∈ Ωm, v1(x)|∂Ωm
= 0, (20)

∆v2(x) = 0, x ∈ Ωm;
∂v2(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= g(x)− ∂v1(x)

∂xn
, v2(x)

∣∣∣∣
Γ

= ψ(x), (21)

По условию теоремы f (x) ∈ Cλ+ 1
m−1

(
Ω̄m

)
. Тогда решение задачи (20) существует, единственно и при-

надлежит классу Cλ+ 1
m+1

(
Ω̄m

)
. Следовательно, ∂v1(x)

∂xn
∈ Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
. Далее, если ϕ (x) ∈ Cλ+1 (Γ) , g (x) ∈

∈ Cλ (∂Ωm), то ψ (x) ∈ Cλ+1 (Γ), а функция g(x)− ∂v1(x)
∂xn

, по крайней мере, принадлежит классу Cλ (∂Ωm).
Тогда по теореме 1 решение задачи (21) существует и принадлежит классу Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
.

Значит, функция v(x) = v1(x) + v2(x) удовлетворяет условиям задачи (10)–(12) и, по крайней мере,
принадлежит классу Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
. В равенстве v(x) = au(x)− bu(−x), x ∈ Ωm, меняя x на −x, получим,

v(−x) = au(−x)− bu(x). Отсюда, если a ̸= ±b, то

u(x) =
a

a2 − b2
v(x) +

b

a2 − b2
v(−x), x ∈ Ω̄m. (22)

Покажем, что если функция v(x) является решением задачи (17)–(19), то при выполнении условии
a ̸= ±b функция u(x) из (22) удовлетворяет всем условиям задачи 2. Действительно, применяя к ра-
венству (22) оператор ∆, для точек x ∈ Ωm имеем

∆u(x) =
a

a2 − b2
∆v(x) +

b

a2 − b2
∆v(−x) =

=
a

a2 − b2
[af(x)− bf(−x)] + b

a2 − b2
[af(−x)− bf(x)] =

=
a2f(x)

a2 − b2
− b2f(x)

a2 − b2
= f(x).

Значит, функция u(x) удовлетворяет уравнению (4). Далее для точек x ∈ ∂Ωm из граничного усло-
вия (18) имеем
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∂u(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

=
a

a2 − b2
∂v(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

− b

a2 − b2
∂v(−x)
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

=
a

a2 − b2
g(x)− b

a2 − b2
g(−x).

Меняя в последнем равенстве x на −x, получим

∂u(−x)
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

=
a

a2 − b2
g(−x)− b

a2 − b2
g(x).

Тогда

a
∂u(x)

∂xn
+ b

∂u(−x)
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

=
a2

a2 − b2
g(x)− ab

a2 − b2
g(−x) + ab

a2 − b2
g(−x)− b2

a2 − b2
g(x) =

=
a2 − b2

a2 − b2
g(x) = g(x).

Аналогично для точек x ∈ Γ, используя условие (19), получим

u(x)

∣∣∣∣
Γ

=
a

a2 − b2
v(x)

∣∣∣∣
Γ

+
b

a2 − b2
v(−x)

∣∣∣∣
Γ

=
a

a2 − b2
ψ(x) +

b

a2 − b2
ψ(−x) =

=
a

a2 − b2
[aϕ(x)− bϕ(−x)] + b

a2 − b2
[aϕ(−x)− bϕ(x)] = ϕ(x).

Далее, так как v(x) ∈ Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
, то v(−x) ∈ Cλ+ 1

m

(
Ω̄m

)
, и поэтому функция u(x) из равенства (22)

также принадлежит классу v(x) ∈ Cλ+ 1
m

(
Ω̄m

)
. Теорема доказана.

Покажем, что показатель гладкости решения задачи 2, полученный в теореме 9, нельзя улучшить.
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 10. Пусть f(x) = 0, λ > 0, причем число λ + 1
m нецелое. Существует функция g(x) ∈

∈ Cλ(∂Ωm) такая, что решение задачи 2 при любом ε > 0 не принадлежит классу Cλ+1/m+ε(Ω̄m).
Доказательство. Предположим, что функция v(x̃) является решением задачи

∆v(x̃) = 0, |x| < 1; v(x̃)|Γ = ϕ(x̃). (23)

Выберем функцию ϕ(x̃) ∈ Cλ(Γ) так, чтобы v(x̃) ∈ Cλ(|x| 6 1) и чтобы для любого ε > 0 выпол-
нялось условие v(x̃) /∈ Cλ+ε(|x| 6 1). Далее, если рассмотрим функцию u(x) = xnv(x̃), то она будет
удовлетворять условиям следующей задачи:

∆u(x) = 0, x ∈ Ωm;
∂u(x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= ϕ, u(x)

∣∣∣∣
Γ

= 0.

В силу утверждения теоремы 3 при выборе такой функции v(x̃) функция u(x) принадлежит классу
Cλ+1/m(Ω̄m) и u(x) /∈ Cλ+1/m+ε(Ω̄m), ε > 0.

Далее имеют место следующие равенства:

∂u(x)

∂xn
= v(x̃),

∂u(−x)
∂xn

= v(−x̃).

Тогда

a
∂u(x)

∂xn
+ b

∂u(−x)
∂xn

= av(x̃) + bv(−x̃)
∣∣∣∣
Γ

= aϕ(x̃) + bϕ(−x̃) ≡ g(x).

Таким образом, функция u(x) = xnv(x̃) принадлежит классу Cλ+1/m(Ω̄m) и u(x) /∈ Cλ+1/m+ε(Ω̄), ε > 0,
а также удовлетворяет условиям

∆u(x) = 0, x ∈ Ω; a
∂u(x)

∂xn
+ b

∂u(Sx)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ω

= g(x), u(x)

∣∣∣∣
Γ

= 0.

Теорема доказана.
Замечание 2. Если в задаче 2 выполняется один из условий a = ±b, то можно показать, что од-

нородная задача имеют ненулевые решения. Например, если рассмотрим функцию u (x) = xnv (x̃), где

v (x̃) — решение задачи (23), то ∆u(x) = 0, x ∈ Ω;u(x)

∣∣∣∣
Γ

= 0. Если функция v (x̃) дополнительно об-

ладает свойством четности v (x̃) = v (−x̃) или нечетности v (−x̃) = −v (x̃), то функция u (x) = xnv (x̃)
будет удовлетворять граничному условию
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∂u(x)

∂xn
− ∂u(−x)

∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= 0, a = −b

или

∂u(x)

∂xn
+
∂u(−x)
∂xn

∣∣∣∣
∂Ωm

= 0, a = b.
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ON THE SOLVABILITY OF SOME BOUNDARY VALUE PROBLEMS
WITH INVOLUTION2

ABSTRACT
This article is devoted to the study of the solvability of some boundary value problems with involution.

In the space Rn, the map Sx = −x is introduced. Using this mapping, a nonlocal analogue of the Laplace
operator is introduced, as well as a boundary operator with an inclined derivative. Boundary-value problems
are studied that generalize the well-known problem with an inclined derivative. Theorems on the existence
and uniqueness of the solution of the problems under study are proved. In the Helder class, the smoothness
of the solution is also studied. Using well-known statements about solutions of a boundary value problem
with an inclined derivative for the classical Poisson equation, exact orders of smoothness of a solution to
the problem under study are found.

Key words: involution, nonlocal equation, nonlocal problem, oblique derivative, Poisson equation,
smoothness, existence, uniqueness.
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