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АННОТАЦИЯ
Рассмотрены фреймы конечномерного евклидова и унитарного пространств, образованных

с использованием матриц дискретного преобразования Фурье. Представлена взаимосвязь
восстанавливающих без фаз систем со свойством альтернативной полноты. В комплексном случае
альтернативная полнота является лишь необходимым условием для восстанавливающих без фаз
систем. Построена такая система векторов, что каждая ее подсистема объемом, равным размерности
пространства, линейно независима. Такие системы называются системами с полным спарком. Интерес
к ним обоснован, в частности, тем, что они позволяют восстановить сигнал по модулям измерений с
минимальным количеством измерительных векторов.
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ABSTRACT
Frames of a finite-dimensional Euclidean and unitary spaces composed of discrete Fourier transform

matrices are considered. The relationship of phaseless reconstruction systems with the alternative completeness
property is presented. In the complex case, alternative completeness is only a necessary condition for phaseless
reconstruction. A system of vectors is constructed such that each of its subsystems with a volume equal to
the dimension of space is linearly independent. These systems are called systems with full spark. In particular,
such systems are optimal for phase retrieval.
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1. Предварительные сведения

Современная связь, будь то Интернет или какая-либо локальная сеть, предоставляет возможности
для передачи данных с одного устройства на другое. Эти пакеты данных — последовательность из битов
определенной длины. Помимо этого есть информация об ошибках, адресация, информация о времени —
данные, которые помогают компьютеру считать всю информацию и проанализировать поврежденность
поступившего файла. Для большинства пользователей передача данных характеризуется не количеством
потерь, а временем транспортировки информации. Это связано с действиями, которые остаются невиди-
мыми для пользователя. Если данные оказываются поврежденными, компьютер действует по протоколу
и начинает повторно передавать информацию. Все действия по отладке ошибок занимают время, а в
современном мире это неприемлемо. В последнее время для представления цифрового сигнала широко
используется избыточный набор векторов — фрейм. Но методы построения данных систем с определен-
ными задачей свойствами до сих пор являются актуальной темой для исследования.

Определение 1.1. Система векторов Φ = {ϕn}Nn=1 называется фреймом пространства HM (евклидово
или унитарное пространство), если существуют константы 0 < A 6 B <∞ такие, что для всех x ∈ RM

A∥x∥2 6
N∑

n=1

|⟨x, ϕn⟩|2 6 B∥x∥2. (1)

Если

M∑
m=1

|⟨x, fm⟩|2 = A∥x∥2, (2)

то (2) будем называть жестким фреймом.
Если в (2) A = 1, то

M∑
m=1

|⟨x, fm⟩|2 = ∥x∥2, (3)

это фрейм Парсеваля.
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На HM вводится отношение эквивалентности ∼: x ∼ y тогда и только тогда, когда существует по-
стоянная z, |z| = 1, такая, что y = zx. Пусть Ĥ = HM/ ∼ — фактор-пространство. Таким образом, класс
эквивалентности имеет вид x̂ = {eiϕx, ϕ ∈ [0, 2π)} (в вещественном случае x̂ = {±x}).

Рассмотрим следующее нелинейное отображение

β : Ĥ → RN , (β(x̂))n = |⟨x, ϕn⟩|2, 1 6 n 6 N,

которое корректно определено на классах x̂, поскольку из x ∼ y следует |⟨x, ϕn⟩|2 = |⟨y, ϕn⟩|2.
Определение 1.2. Будем говорить, фрейм Φ = {ϕ1, ..., ϕN} восстанавливает без фаз (ВБФ-фрейм),

если нелинейное отображение β инъективно.
Свойство альтернативной полноты позволяет определить, является ли система в RM ВБФ, посколь-

ку данные свойства эквивалентны.
Определение 1.3. Набор векторов Φ = {ϕn}Nn=1 в HM альтернативно полон (АП), если для любого

P ⊆ {1, . . . , N} либо {ϕn}n∈P , либо {ϕn}n∈P c полно в HM .
Теорема 1.1. [1] Фрейм {ϕn}Nn=1 в RM является ВБФ-системой тогда и только тогда, когда он

обладает свойством альтернативной полноты.
Доказательство. 1) Дана система векторов Φ = {ϕn}Nn=1 в RM . Φ- фрейм. Проведем доказательство

”от противного”. Предположим, что Φ не обладает свойством альтернативной полноты. Следовательно,
найдется P ⊆ {1, . . . , N} такое, что ни {ϕn}n∈P , ни {ϕn}n∈P c не полно в RM .

Возьмем ненулевые векторы u, v ∈ RM так, что ⟨u, ϕn⟩ = 0 для всех n ∈ P и ⟨v, ϕn⟩ = 0 для всех
n ∈ P c.

Для каждого n получим

|⟨u+ v, ϕn⟩|2 = |⟨u, ϕn⟩|2 + 2⟨u, ϕn⟩⟨v, ϕn⟩+ |⟨v, ϕn⟩|2 = |⟨u, ϕn⟩|2 + |⟨v, ϕn⟩|2.

|⟨u− v, ϕn⟩|2 = |⟨u, ϕn⟩|2 − 2⟨u, ϕn⟩⟨v, ϕn⟩+ |⟨v, ϕn⟩|2 = |⟨u, ϕn⟩|2 + |⟨v, ϕn⟩|2.
Отсюда следует, что |⟨u+ v, ϕn⟩|2 = |⟨u− v, ϕn⟩|2 для каждого n, и для отображения A справедливо

A(u+ v) = A(u− v).

По предположению u и v не нулевые, значит,

u+ v ̸= ±(u− v).

Таким образом, отображение A не инъективно.
2) Φ — альтернативно полная система. Предположим, что A не инъективно. Это означает, что су-

ществуют векторы x, y ∈ RM такие, что x ̸= ±y и A(x) = A(y).
Обозначим P := {n : ⟨x, ϕn⟩ = −⟨y, ϕn⟩}. Имеем ⟨x + y, ϕn⟩ = 0 для каждого n ∈ P, и ⟨x − y, ϕn⟩ = 0

для каждого n ∈ P c.
По предположению, x+ y ̸= 0 и x− y ̸= 0. Таким образом, и {ϕn}n∈P , и {ϕn}n∈P c не полны в RM ,

что противоречит определению альтернативной полноты.
В CM альтернативная полнота является лишь необходимым условием для ВБФ-систем [2], то есть,

если фрейм {ϕn}Nn=1 в CM является ВБФ-системой, то он обладает свойством альтернативной полноты.
Определение 1.4. Фреймовый оператор — положительный, самосопряженный обратимый оператор

S : HM → HM , S = V ∗V,

где V— оператор анализа

V : x ∈ HM → {⟨x, ϕn⟩}Nn=1 ∈ CN .

V ∗— оператор синтеза, сопряженный оператор к V , который удовлетворяет

V ∗ : {zn}Nn=1 ∈ CN →
N∑

n=1

znϕn ∈ HM .

В пространстве HM рассмотрим оператор синтеза V ∗, представимый в виде матрицы, в которой
столбцы — векторы из фрейма Φ.

Введем понятие спарка

spark(Φ) = min{∥x∥0 : V ∗x = 0, x ̸= 0}, (4)

где ∥x∥0 — обозначение количества ненулевых координат вектора x. Иными словами, спарк — это размер
минимальной линейно зависимой системы в M ×N - матрице V ∗. В некоторых работах такие системы
получили другие названия.
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Из определения получим:
spark({em}Mm=1) = 0, где {em}Mm=1— базис в HM ;
если в матрице V ∗ содержится ноль-столбец, то spark(Φ) > 1;
для любой M ×N матрицы Φ 0 6 spark(Φ) 6M + 1;
если spark(Φ) =M + 1, то говорят, что система {ϕn}Nn=1 имеет полный спарк.
Теорема 1.2. Всякий фрейм Φ = {ϕn}Nn=1 с полным спарком в RM , где N > 2M − 1, удовлетворяет

свойству альтернативной полноты, а значит, является ВБФ-фреймом.
Доказательство. Будем вести доказательство от противного. Пусть существует P ⊆ {1, 2, 3, ..., N}

такое, что ни {ϕn}n∈P , ни {ϕn}n∈P c не полны в RM .
По определению полного спарка это означает, что

|P | < M, |P c| < M,

то есть N < 2M , что противоречит условию.
Таким образом, мы получили, что фрейм с полным спарком, содержащий, по крайней мере, 2M −1

векторов, является ВБФ-фреймом. Если {ϕn}Nn=1 является ВБФ-системой в RM , то N > 2M−1, никакое
подмножество из 2M − 2 элементов не может быть ВБФ-фреймом.

2. Дискретное преобразование Фурье
В теории фреймов часто находят применение матрицы Вандермонда и матрицы дискретного пре-

образования Фурье. Мы рассмотрим построение фреймов из матриц F размера N × N . Фрейм Φ бу-
дет состоять только из тех столбцов исходной системы F , индексы которых принадлежат множеству
I ⊂ {i0..., iM−1}. Для удобства записи будем писать: Φ = F [I].

Определение 2.1. Матрицей Вандермонда называется матрица W ∈ HN , имеющая вид

W =


1 w0 w2

0 . . . wN−1
0

1 w1 w2
1 . . . wN−1

1

1 w2 w2
2 . . . wN−1

2
...

...
...

...
1 wN−1 w2

N−1 . . . wN−1
N−1

 ,

где {w0, w1, ..., wN−1} ∈ H.
Определитель матрицы Вандермонда вычисляется по следующей формуле:

detW =
∏

06i<j6M−1

(wj − wi). (5)

Поэтому матрица Вандермонда не вырождена тогда и только тогда, когда все числа w0, w1, ..., wM−1

попарно различны.
Частным случаем матрицы Вандермонда можно считать матрицу дискретного преобразования Фурье

(ДПФ).

DFTN = [ωkl
N ]06k,l<N =


1 1 1 . . . 1

1 ωN ω2
N . . . ωN−1

N

1 ω2
N ω4

N . . . ω
2(N−1)
N

...
...

...
...

1 ωN−1
N ω

2(N−1)
N . . . ω

(M−1)(M−1)
N

 ,

где ωN = e−
2πi
N .

Для дальнейшего исследования важно выделить результат, полученный в [3].

3. Построение фреймов с полным спарком
Используя матрицы дискретного преобразования Фурье, мы можем образовать семейство фреймов

с векторами Φ = {ϕn}Nn=1 в CM такими, что

(ϕk+1)i+1 =
1√
M
ωki
N , (6)

где i = 0, ...,M − 1 и k = 0, ..., N − 1, а ωN = e2jπ/N .
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Аналогично строятся фреймы в RM .
Пусть Ψ = {ψn}Nn=1 — фрейм в RM :

ψk+1 =

√
2

M
[cos

kπ

N
, cos

3kπ

N
, ..., cos

(M − 1)kπ

N
, (7)

sin
kπ

N
, sin

3kπ

N
, ..., sin

(M − 1)kπ

N
]T ,

где k = 0, ..., N − 1 и M — четное.

ψk+1 =

√
2

M
[
1√
2
, cos

2kπ

N
, cos

4kπ

N
, ..., cos

(M − 1)kπ

N
, (8)

sin
2kπ

N
, sin

4kπ

N
, ..., sin

(M − 1)kπ

N
]T ,

где k = 0, ..., N − 1 и M — нечетное.
Теорема 3.1. Пусть выполняются (6)–(8). Тогда любое подмножество из M и более векторов обра-

зуют фрейм. Другими словами, Φ и Ψ — фреймы с полным спарком.
Доказательство. Отметим, что если конечное множество векторов имеет подмножество, являющееся

фреймом, то исходное множество тоже фрейм. Достаточно доказать, что произвольное подмножество
из M векторов линейно независимо.

Рассмотрим сначала комплексный случай. Выберем произвольное подмножество фрейма Φ, состоящее
из {k1, ..., kM} векторов, где kl ∈ {1, 2, ...,M} для l = 1, ...,M. Обозначим выбранное подмножество как
ΦN,M . Получим

ΦN,M =
1√
M


1 ωk1−1

N . . . ω
(M−1)(k1−1)
N

1 ωk2−1
N . . . ω

(M−1)(k2−1)
N

...
...

...
1 ωkM−1

N . . . ω
(M−1)(kM−1)
N

 .

Матрица имеет сходство с матрицей Вандермонда. Вычислим ее определитель

detΦM,N = N−N/2
N∏

i,j=1;i>j

(ωki−1
N − ω

kj−1
N ).

Определитель в данном случае будет отличен от нуля тогда и только тогда, когда все ωki
m имеют раз-

ные значения. Так как ωki
m — различные корни единицы, то detΦM,N ̸= 0. Получаем, что выбранное

множество из M векторов не вырождено.
Перейдем к вещественному случаю. Пусть M — нечетное. Выберем произвольное подмножество, со-

стоящее из {k1, ..., kM} векторов, где kl ∈ {0, 1, ...,M − 1} для l = 1, ...,M. Обозначим выбранное под-
множество как ΨM,N = [ϕk1+1, ϕk2+1, ..., ϕkM+1]

T . Покажем, что detΨ ̸= 0. Для начала проведем ряд
элементарных преобразований с j-й строкой ΨM,N . Для простоты записи опустим нормирующий коэф-
фициент

√
2/M .

Запишем j-ю строку с применением формулы Эйлера

[
1√
2
, cos

2kjπ

N
, cos

4kjπ

N
, ..., cos

(M − 1)kjπ

N
,

sin
2kjπ

N
, sin

4kjπ

N
, ..., sin

(M − 1)k − Jπ

N
] =

(9)

= [
1√
2
,
ω
2kj

2N + ω
−2kj

2N

2
,
ω
4kj

2N + ω
−4kj

2N

2
, ...,

ω
(M−1)kj

2N + ω
−(M−1)kj

2N

2
,

ω
2kj

2N − ω
−2kj

2N

2i
,
ω
4kj

2N − ω
−4kj

2N

2i
, ..,

ω
(M−1)kj

2N − ω
−(M−1)kj

2N

2i
].

Произведем следующие элементарные преобразования:
1) умножим столбцы с номерами M+3

2 , M+5
2 , ...,M на i;

2) вычтем столбцы с номерами M+3
2 , M+5

2 , ...,M из столбцов с номерами 2, 3, ..., M+1
2 ;

3) умножим столбцы с номерами 2, 3, ..., M+1
2 на 1

2 и сложим со столбцами M+3
2 , M+5

2 , ...,M ;
4) умножим столбцы с номерами M+3

2 , M+5
2 , ...,M на 2;

5) умножим первый столбец на
√
2.
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Перепишем (9):
[1, ω

2kj

2N , ω
4kj

2N , ..., ω
(M−1)kj

2N , ω
−2kj

2N , ..., ω
−(M−1)kj

2N ].

Умножим все столбцы на ω
(M−1)kj

2N . Получим,

[ω
(M−1)kj

2N , ω
(N+1)kj

2N , ω
(N+3)kj

2N , ..., ω
2(N−1)kj

2N , ω
(N−3)kj

2N , ..., ω0
2N ].

Переставим столбцы, чтобы образовать матрицу Вандермонда.
Используя формулу (5), рассмотрим подробнее часть, стоящую под знаком произведения∏

06i<j6M−1

(ω2j
2M − ω2i

2M ) =
∏

06i<j6M−1

ωi+j
2M (ωj−i

2M − ω
−(j−i)
2M ) =

=
∏

06i<j6M−1

ωi+j
2M

∏
06i<j6M−1

(ωj−i
2M − ω

−(j−i)
2M ) =

= ω

∑
06i<j6M−1

(i+j)

2M ·
∏

06i<j6M−1

(ωj−i
2M − ω

−(j−i)
2M ).

Применим полученный результат для нашей матрицы, добавив аргумент комплексного числа и ко-
эффициент.

detΨ = iM(M−1)/22M/2M−M/2ω

∑
l

(l)

2M

∏
06l6M−1

(ωl
2M − ω

−l)
2M ),

где l = j − i, а i — мнимая единица. Под знаком произведения мы опять получаем корни из единицы,
которые по условию не совпадают.

Рассмотрим фрейм из RM , где M — четное. Как в случае с нечетным M , выберем произвольное
подмножество, состоящее из {k1, ..., kM} векторов, где kl ∈ {0, 1, ...,M − 1} для l = 1, ...,M. Обозначим
выбранное подмножество как Ψ∗

M,N = [ϕk1+1, ϕk2+1, ..., ϕkM+1]
T . Проведем ряд элементарных преобразо-

ваний с j-й строкой Ψ∗
M,N . Для простоты записи опустим нормирующий коэффициент

√
2/M

[cos
kjπ

N
, cos

3kjπ

N
, ..., cos

(M − 1)kjπ

N
,

sin
kjπ

N
, sin

3kjπ

N
, ..., sin

(M − 1)kjπ

N
] =

(10)

= [
ω
kj

2N + ω
−kj

2N

2
,
ω
3kj

2N + ω
−3kj

2N

2
, ...,

ω
(M−1)kj

2N + ω
−(M−1)kj

2N

2
,

ω
kj

2N − ω
−kj

2N

2i
,
ω
3kj

2N − ω
−3kj

2N

2i
, ..,

ω
(M−1)kj

2N − ω
−(M−1)kj

2N

2i
].

Произведем следующие элементарные преобразования:
1) умножим столбцы с номерами M

2 + 1, M2 + 2, ...,M на i;
2) вычтем столбцы с номерами M

2 + 1, M2 + 2, ...,M из столбцов с номерами 1, 2, ..., M2 ;
3) умножим столбцы с номерами 1, 2, ..., M2 на 1

2 и сложим со столбцами M
2 + 1, M2 + 2, ...,M ;

4) умножим столбцы с номерами M
2 + 1, M2 + 2, ...,M на 2.

Запишем j-ю строку после преобразований

[ω
kj

2N , ω
3kj

2N , ..., ω
(M−1)kj

2N , ω
−kj

2N , ..., ω
−(M−1)kj

2N ].

Умножим все столбцы на ω
(M−1)kj

2N . Получим

[ω
Mkj

2N , ω
(M+2)kj

2N , ..., ω
2(M−1)kj

2N , ω
(M−2)kj

2N , ..., ω0
2N ].

Если переставить столбцы, мы получим матрицу Вандермонда, определитель которой был высчитан для
нечетного случая.

Получаем, что матрицы Φ,Ψ — фреймы с полным спарком, так как любая их подматрица размера
M ×M имеет определитель, не равный нулю.
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