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АННОТАЦИЯ
Рассмотрена нелокальная задача с интегральными условиями второго рода для одномерного

гиперболического уравнения. Нелокальные условия второго рода различаются видом внеинтегральных
слагаемых, которые могут содержать как следы искомого решения, так и следы производных. Это
различие оказывается существенным при выборе метода исследования разрешимости задачи. В статье
рассматривается тот случай нелокальных условий, когда внеинтегральные слагаемые представляют
собой следы искомой функции на границе области. Для исследования разрешимости задачи был
использован метод сведения к краевой задаче для нагруженного уравнения. Этот метод позволил ввести
понятие обобщенного решения, получить априорные оценки и доказать однозначную разрешимость
поставленной задачи.
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ABSTRACT
In this paper we consider a nonlocal problem with integral conditions of the II kind for one-dimensional

hyperbolic equation. Nonlocal conditions of the second kind differ in type of non-integral terms, that may
contain traces of required solution and traces of derivatives. This difference turns out to be significant for
choosing a method for investigating the solvability of the problem. In this work we consider the case when
nonintegral terms are traces of required solution on boundary of the domain. To investigate the solvability of
the problem we use method of reduction to the boundary problem for loaded equation. This method allowed
us to define a generalized solution, to obtaim apriori estimates and to prove existence of unique generalized
solution of the given problem.
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Введение

В статье рассматривается задача с нелокальными интегральными условиями второго рода
для одномерного гиперболического уравнения. Активное исследование задач с интегральными
условиями началось в середине прошлого столетия со статей, в которых рассматривалось уравнение
теплопроводности [1; 2]. И лишь в конце XX века специалисты пришли к изучению нелокальных
задач с интегральными условиями для гиперболических уравнений [3; 4]. Актуальность подобных
задач обусловлена тем, что нелокальные условия возникают при исследовании различных физических
явлений, когда невозможно провести по каким-то причинам непосредственные измерения на границах
области.

Особенность исследования нелокальных задач заключается в том, что применение классических
методов для разрешимости начально-краевых задач оказывается неэффективным или требует
значительных доработок, которые обычно сопровождаются громоздким решением и побочными
трудностями. В настоящее время разработаны некоторые методы, позволяющие исследовать нелокальные
задачи [5–8].

В данной статье приведено исследование разрешимости нелокальной задачи с интегральными
условиями для гиперболического уравнения. Как известно, выбор метода исследования нелокальных
задач зависит от вида интегральных условий [9]. На данный момент существует несколько
эффективных методов исследования нелокальных задач: вспомогательных задач, компактности,
сведения к нагруженному уравнению. Отметим здесь статьи [10–12]. В работе [10] используется идея
метода сведения к нагруженному уравнению. Однако метод доказательства разрешимости задачи
существенно отличается от приведенного в указанной статье.
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1. Постановка задачи
В области QT = (0, l)× (0, T ) рассмотрим уравнение

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t) (1)

и поставим следующую задачу:
Задача 1. Найти в области QT решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным данным

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

и нелокальным условиям

u(0, t) +

l∫
0

K1(x)u(x, t)dx = 0, u(l, t) +

l∫
0

K2(x)u(x, t)dx = 0. (3)

Условия (3) являются интегральными условиями 2 рода с внеитегральными слагаемыми, которые
представляет собой следы функции на границе. Для исследования разрешимости подобных задач
можно применить метод вспомогательных задач, а также метод сведения к нагруженному уравнению
с однородными граничными условиями. Мы применим второй из этих методов, воспользовавшись
приемом, предложенным в статье [10] при исследовании нелокальной задачи для многомерного
гиперболического уравнения. Заметим, что мы используем лишь способ введения новой неизвестной
функции, тогда как метод доказательства разрешимости задачи полностью отличается от примененного
в упомянутой статье.

Введем новую неизвестную функцию, положив

v(x, t) = u(x, t) +

l∫
0

H(x, ξ)u(ξ, t)dξ, (4)

где H(x, ξ) = 1
l ((l − x)K1(ξ) + xK2(ξ)). Считая u решением задачи (1)–(3), а также полагая Ki(0) =

= Ki(l) = 0, приходим к начально-краевой задаче для нагруженного уравнения

vtt − (avx)x + cv +

l∫
0

P (x, ξ, t)u(ξ, t)dξ = f(x, t), (5)

где
P (x, ξ, t) = (a(x, t)Hx(x, ξ)x − [c(x, t)− c(ξ, t)]H(x, ξ)− (Hξ(x, ξ)a(ξ, t))ξ−

−Hξ(x, 0)a(0, t)K1(ξ) +Hξx, l.a(l, t)K2(ξ).

Заметим, что новая неизвестная функция удовлетворяет однородными краевым и начальным условиям

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, (6)

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0. (7)

Таким образом, мы пришли к следующей задаче:
Задача 2.
Найти в области QT решение уравнения (4), удовлетворяющее начальным данным v(x, 0) = vt(x, 0) =

= 0 и краевым условиям (6).
Обозначим

W (QT ) = {v(x, t) : v ∈W 1
2 (QT ), v(0, t) = v(l, t) = 0},

Ŵ (QT ) = {η(x, t) : η ∈W (QT ), η(x, T ) = 0}.
Используя стандартную процедуру введения понятия обобщенного решения, выпишем тождество, на

котором оно будет базироваться

T∫
0

l∫
0

(−vtηt + avxηx + cvη)dxdt+

T∫
0

l∫
0

η

l∫
0

Pudξdxdt =

T∫
0

l∫
0

fηdxdt. (8)

Определение. Функцию v ∈ W (QT ) будем называть обобщенным решением задачи (5)–(7), если
она удовлетворяет начальному условию v(x, 0) = 0 и интегральному тождеству (8) для всех функций
η ∈ Ŵ (QT ).
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Теорема 1. Пусть выполняются условия:

a, at, ax c, ct ∈ C(Q̄T ), a(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Q̄T ;

f, ft ∈ L2(QT ), H,Hξ,Hξξ ∈ C(Q̄T ).

Тогда существует единственное решение задачи 2.
Доказательство
Будем искать приближенное решение из соотношений

T∫
0

l∫
0

(−vnt ηt + avnxηx + cvnη)dxdt+

T∫
0

l∫
0

η

l∫
0

Pun−1dξdxdt =

T∫
0

l∫
0

fηdxdt, (9)

un =

l∫
0

Hundξ = vn. (10)

Положим u0 = 0. При n = 1 получаем из (9) равенство

T∫
0

l∫
0

(−v1t ηt + av1xηx + cv1η)dxdt =

l∫
0

ψ(ξ)η(ξ, 0)dξ +

T∫
0

l∫
0

gηdxdt, (11)

которое представляет собой тождество, на котором базируется определение обобщенного решения
начально-краевой задачи

utt − (aux)x + cu = f, (12)

u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0. (13)

Известно [13], что эта задача, если выполняются условия теоремы, однозначно разрешима в W 1
2 (QT )

и справедлива оценка ||v||W 1
2
6 C||f ||L2 .

Более того, если a, at, ax c, ct ∈ C(Q̄T ), ft ∈ L2(QT ), то это решение принадлежит W 1
2 (QT ) [13, с. 216].

Для таких решений справедливо равенство
l∫

0

[u2(x, τ) + a(x, τ)u2x(x, τ)]dx =

τ∫
0

l∫
0

atu
2
xdxdt− 2

τ∫
0

l∫
0

cuutdxdt+ 2

τ∫
0

l∫
0

futdxdt, (14)

из которого нетрудно стандартными методами получить неравенство
l∫

0

[u2(x, τ) + u2t (x, τ) + u2x(x, τ)]dx 6 C1

τ∫
0

l∫
0

[u2 + u2x + u2t ]dxdt+ c(ε)

τ∫
0

l∫
0

u2tdxdt+ ε

τ∫
0

l∫
0

f2dxdt. (15)

Вернемся к задаче 2. Как было замечено, v1 можно рассматривать как решение первой
начально-краевой задачи для уравнения

v1tt − (av1x)x + cv1 = f(x, t),

которое существует, единственно и удовлетворяет неравенству ||v1||W 1
2 (QT ) 6 C||f ||L2(QT ).

Теперь из (10) найдем u1 :

u1 =

l∫
0

Hu1dξ = v1.

Из (9) найдем v2(x, t), учитывая, что при выполнении условия теоремы правая часть уравнения
относительно v2 будет по-прежнему принадлежать L2(QT ) вместе с производной по t

T∫
0

l∫
0

(−v2t ηt + av2xηx + cv2η)dxdt =

l∫
0

ψ(ξ)η(ξ, 0)dξ +

T∫
0

l∫
0

gηdxdt−
T∫

0

l∫
0

η

l∫
0

Pu1dξdxdt.

Продолжим этот процесс, в итоге построим последовательность (vn, un).
Перейдем к выводу оценок. Обозначим

zn = vn − vn−1,

rn = un − un−1.
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Тогда из (9) получим
T∫

0

l∫
0

(−znt ηt + aznxηx + cznη)dxdt = −
T∫

0

l∫
0

η(x, t)

l∫
0

Prn−1dξdxdt, (16)

где

rn−1 +

l∫
0

Hrn−1dx = zn−1. (17)

Пусть F =
l∫
0

Pzn−1dξ. Получим оценку для zn, использовав неравенство (15)

||zn||2W 1
2 (QT ) 6 εM ||F ||2L2

.

Теперь оценим правую часть этого неравенства

||F ||2L2
=

τ∫
0

l∫
0

(

l∫
0

Prn−1dξ)2dxdt 6 P1

τ∫
0

l∫
0

(rn−1)2dxdt,

где P1 = max
l∫
0

P 2dξ. Тогда

||zn||2W 1
2 (Qτ )

6 εMP1||rn−1||2L2(Qτ )
. (18)

Проведем оценку функции (rn)2. Функция rn удовлетворяет равенству rn = zn −
l∫
0

Hrndx. Тогда,

применив неравенство Коши, нетрудно получить

(rn)2 6 2(zn)2 + 2h0

∫ l

0

(rn)2dx,

откуда при 1− 2h0l > 0 следует
||rn||2L2(QT ) 6 C1||zn||2L2(QT ),

C1 = 2
1−2h0l

. Дифференцируя rn = zn −
l∫
0

Hrndx по t и по x, аналогично получим еще два неравенства

||rnt ||2L2(QT ) 6 C2||znt ||2L2(QT ), ||rnx ||2L2(QT ) 6 C3||znx ||2L2(QT ),

где постоянные C2, C3 зависят только от l, h. Окончательно получим

||rn||2W 1
2 (Qτ )

6 N ||rn−1||2W 1
2 (Qτ )

. (19)

Из (18), (19) имеем

||zn||W 1
2 (Qτ ) 6

√
εB||zn−1||W 1

2 (Qτ ), ||r
n||W 1

2 (Qτ ) 6
√
εB||rn−1||2W 1

2 (Qτ )
, (20)

где мы обозначили B = NMP1.
Выберем ε1 так, чтобы

√
εB < 1, тогда ряды

∑∞
n=1 r

n и
∑∞

n=1 z
n сходятся.

Рассмотрим частичные суммы рядов
∑∞

n=1 z
n =

∑∞
n=1(v

n− vn−1),
∑∞

n=1 r
n =

∑∞
n=1(u

n−un−1) S1 = v1−
− v0, так как v0 = 0, получаем S1 = v1, S2 = v1 + v2 − v1 = v2. Аналогично S1 = u1 − u0, так как u0 = 0,
получаем S − 1 = u1, S − 2 = u1 + u2 − u1 = u2. Продолжив этот процесс, получим Sn = vn и Sn = un,
значит, последовательности частичных сумм сходятся. Следовательно, построенная последовательность
(un, vn) также сходится.
Перейдя к пределу при n→ ∞

T∫
0

l∫
0

(−vnt ηt + avnxηx + cvnη)dxdt+

T∫
0

l∫
0

η

l∫
0

Pun−1dξdxdt =

l∫
0

ψ(ξ)η(ξ, 0)dξ +

T∫
0

l∫
0

gηdxdt,

un−1 =

l∫
0

Hun−1dξ = vn−1,

легко убеждаемся в том, что предел выделенной подпоследовательности действительно есть искомое
обобщенное решение задачи 2.
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Теорема 2. Если выполняются условия

a, at, ax c, ct ∈ C(Q̄T ), a(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Q̄T ;

f, ft ∈ L2(QT ), Ki ∈ C2(Q̄T ), Ki(0) = Ki(l) = 0,

тогда существует единственное решение задачи 1.
Действительно, если выполняются условия теоремы 2, то выполняются и все условия теоремы 1.

Тогда существует единственное решение задачи 2, причем u ∈W 2
2 (QT ). Очевидно, что в силу граничных

условий v(0, t) = v(l, t) = 0 выполняются интегральные условия (3), а также начальные условия (2).
Подставив (4) в (5) после элементарных, хотя и громоздких преобразований приходим к выводу, что
u удовлетворяет уравнению (1).
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