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АННОТАЦИЯ
При математическом моделировании электромагнитных полей в пространстве характер

электромагнитного процесса определяется свойствами среды. Если среда непроводящая, то
получаем вырождающиеся трехмерные гиперболические уравнения. Если же среда обладает
большой проводимостью, то приходим к вырождающимся трехмерным параболическим уравнениям.
Следовательно, анализ электромагнитных полей в сложных средах (например, если проводимость среды
меняется) сводится к вырождающимся трехмерным гиперболо-параболическим уравнениям. Смешанная
задача для многомерных гиперболических уравнений хорошо изучена и ранее рассмотрена в работах
различных авторов. В статьях профессора С.А. Алдашева доказана однозначная разрешимость
смешанной задачи для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений. Известно, что
смешанные задачи для многомерных гиперболо-параболических уравнений исследованы мало. В статье
найден новый класс вырождающихся трехмерных гиперболо-параболических уравнений, для которых
смешанная задача имеет единственное решение и приведено явное представление ее классического
решения.
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ABSTRACT
In mathematical modeling of electromagnetic fields in space, the nature of electromagnetic process is

determined by the properties of the medium. If the medium is non-conducting, we obtain degenerate
three-dimensional hyperbolic equations. If the medium has a high conductivity, then we come to degenerate
three-dimensional parabolic equations. Consequently, the analysis of electromagnetic fields in complex
media (for example, if the medium’s conductivity changes) is reduced to degenerate three-dimensional
hyperbolic-parabolic equations. The mixed problem for multidimensional hyperbolic equations is well studied
and has been previously considered in the works of various authors. In the articles of Professor S.A. Aldashev,
the unique solvability of the mixed problem for degenerate multidimensional hyperbolic equations is proved.
It is known that mixed problems for multidimensional hyperbolic-parabolic equations have not been studied
much. The paper finds a new class of degenerate three-dimensional hyperbolic-parabolic equations for which
the mixed problem has a unique solution and gives an explicit representation of its classical solution.

Key words: correctness, mixed problem, cylindrical domain, degeneracy, hyperbolic-parabolic equation,
Bessel function.
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Введение
Основная смешанная задача для многомерных гиперболических уравнений хорошо изучена [1; 2].

Эта задача для вырождающихся многомерных гиперболических уравнений в пространстве обобщенных
функций рассмотрена в [3; 4].

Насколько известно, смешанные задачи для многомерных гиперболо-параболических уравнений ис-
следованы мало [5; 6].

В данной статье найден новый класс вырождающихся трехмерных гиперболо-параболических урав-
нений, для которых смешанная задача однозначна разрешима и приведен явный вид классического ре-
шения.

1. Постановка задачи и результат
Пусть Ωαβ− цилиндрическая область евклидова пространства E3 точек (x1, x2, t), ограниченная ци-

линдром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0 и t = β < 0, где |x|− длина вектора x = (x1, x2) [1].
Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ , а через Γα, Γβ− части поверхности Γ, лежащие в

полупространствах t > 0и t < 0; σα− верхнее, а σβ− нижнее основания области Ωαβ .
Пусть далее S — общая часть границ областей Ωα и Ωβ , представляющая множество {t = 0,

0 < |x| < 1} в E2.
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В области Ωαβ рассмотрим вырождающиеся трехмерные гиперболо-параболические уравнения

0 =


2∑

i=1

pi(t)uxixi − utt +
2∑

i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, t > 0,

2∑
i=1

gi(t)uxixi − ut +
2∑

i=1

di(x, t)uxi + e(x, t)u, t < 0,

(1)

где pi(t) > 0 при t > 0, gi(t) > 0 при t < 0 и могут обращаться в нуль при t = 0,
pi(t) ∈ C([0, α]) ∩ C2((0, α)), gi(t) ∈ C([β, 0]), i = 1, 2.

В дальнейшем нам понадобится связь декартовых координат x1, x2, t с полярными r, θ, t : x1 =
= r cos θ, x2 = r sin θ, r > 0, 0 6 θ < 2π.

Рассмотрим следующую смешанную задачу.
Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при t ̸= 0 из класса C(Ω̄αβ) ∩ C1(Ωαβ)∩

∩C2(Ωα ∪ Ωβ), удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), (2)

u
∣∣∣
Γβ

= ψ2(t, θ), u
∣∣∣
σβ

= φ(r, θ). (3)

при этом ψ1(0, θ) = ψ2(0, θ), ψ2(β, θ) = φ(1, θ).
Пусть ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ C1(Ω̄α) ∩ C2(Ωα), di(r, θ, t), e(r, θ, t) ∈ C1(Ω̄β)∩ ∩C2(Ωβ), i =

= 1, 2, e(r, θ, t) 6 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωβ . Тогда справедлива
Теорема 1. Если φ(r, θ) ∈ C1(S̄) ∩ C3(S), ψ1(t, θ) ∈ C1(Γ̄α) ∩ C3(Γα), ψ2(t, θ) ∈ C1(Γ̄β) ∩ C3(Γβ), то

задача 1 однозначно разрешима, если выполняется условие

cosµs,nα
′ ̸= 0, s = 1, 2, ... , (4)

где µs,n− положительные нули функций Бесселя первого рода Jn(z), α
′ =

α∫
0

√
[p1(ξ)+p2(ξ)]

2 dξ, n = 0, 1, ... .

2. Разрешимость задачи 1
Сначала покажем разрешимость задачи (1), (3). Ее решение будем искать в виде ряда

u(r, θ, t) = u10(r, t) +

∞∑
n=1

(u1n(r, t) cosnθ + u2n(r, t) sinnθ), (5)

где u10(r, t), u1n(r, t), u2n(r, t)− функции, которые будут определены ниже.
Подставляя (5) в (1), в области Ωβ , в полярных координатах будем иметь

L1u ≡ g1(t)
(
cos2 θu10rr +

sin2 θ
r u10r

)
+ g2(t)

(
sin2 θu10rr +

cos2 θ
r u10r

)
− u10t+

+d1(r, θ, t) cos θu10r + d2(r, θ, t) sin θu10r + e(r, θ, t)u10+

+
2∑

i=1

{
g1(t)

[
cos2 θ(cosnθu1nrr + sinnθu2nrr) +

sin2 θ
r (cosnθu1nr + sinnθu2nr)+

+n sin 2θ
r (sinnθu1nr − cosnθu2nr) +

n sin 2θ
2r2 (cosnθu2n − sinnθu1n)−

−n2 sin2 θ
r2 (cosnθu1n + sinnθu2n)

]
+ g2(t)

[
sin2 θ(cosnθu1nrr + sinnθu2nrr)+

+n sin 2θ
r (cosnθu2nr − sinnθu1nr) +

cos2 θ
r (cosnθu1nr − sinnθu2nr)+

+n sin 2θ
2r2 (sinnθu1n − cosnθu2n)− n2

r2 cos2 θ(cosnθu1n + sinnθu2n)
]
− u1nt cosnθ−

−u2nt sinnθ + d1
[
cos θ(cosnθu1nr + sinnθu2nr) +

n sin θ
r (sinnθu1n − cosnθu2n)

]
+

+d2
[
sin θ(cosnθu1nr + sinnθu2nr) +

n cos θ
r (cosnθu2n − sinnθu1n)

]
+

+e(cosnθu1n + sinnθu2n)} = 0.

(6)

Теперь полученное выражение (6) сначала умножим на ρ(θ) ̸= 0, а затем проинтегрируем от 0 до 2π.
После несложных преобразований получим ряд

(g1+g2)
2 ρ10

(
u10rr +

1
ru10r

)
− ρ10u10t +

(g1−g2)
r d10

(
u10rr − 1

ru10
)
+

+a10(r, t)u10r + c10(r, t)u10 +
∞∑

n=1

{
2∑

i=1

[
(g1+g2)

2 ρjn(ujnrr+

+1
rujnr −

n2

r2 ujn)− ρjnujnt +
(g1−g2)

2 djn

(
ujnrr − 1

rujnr −
n2

r2 ujn

)
+

+ (g2−g1)n
2 ejn

(
ujnr − ujn

2r

)
+ ajn(r, t)ujnr + cjn(r, t)ujn

]}
= 0,

(7)



10 С.А. Алдашев, З.Н. Канапьянова

ρ1n =
2π∫
0

ρ(θ) cosnθdθ, ρ2n =
2π∫
0

ρ sinnθdθ, d1n =
2π∫
0

ρ cos 2θ cosnθdθ,

d2n =
2π∫
0

ρ cos 2θ sinnθdθ, e1n = −
2π∫
0

ρ sin 2θ sinnθdθ, e2n =
2π∫
0

ρ sin 2θ cosnθdθ,

a1n =
2π∫
0

ρ(d1 cos θ + d2 sin θ) cosnθdθ, a2n =
2π∫
0

ρ(d1 cos θ + d2 sin θ) sinnθdθ,

c1n =
2π∫
0

ρ
[
(d1 sin θ − d2 cos θ)

n sinnθ
r + e cosnθ

]
dθ,

c2n =
2π∫
0

ρ
[
(d2 cos θ − d1 sin θ)

n cosnθ
r + e sinnθ

]
dθ, n = 0, 1, ... .

Далее рассмотрим бесконечную систему систему дифференциальных уравнений

g(t)ρ10

(
u10rr +

1

r
u10r

)
− ρ10u10t = 0, g(t) =

g1(t) + g2(t)

2
, (8)

g(t)ρj1

(
uj1rr +

1

r
uj1r −

uj1
r2

)
− ρ10uj1t =

(g2 − g1)d10
2

(
u10rr −

u10r
r

)
− a10u10r − c10u10, (9)

g(t)ρjn

(
ujnrr +

1
rujnr −

n2

r2 ujn

)
− ρjnujnt = − (g1−g2)djn

2

(
ujn−1rr − 1

rujn−1r−

− (n−1)2

r2 ujn−1

)
− (g2−g1)(n−1)

r ejn−1

(
ujn−1r − ujn−1

2r

)
−

−ajn−1ujn−1r − cjn−1ujn−1, j = 1, 2, n = 2, 3, ... .

Нетрудно показать, что если {u10, ujn}, j = 1, 2, n = 1, 2, ...− решение системы (8), (9), то оно яв-
ляется и решением уравнения (7).

Далее, учитывая ортогональность [7] систем тригонометрических функций { 1
2 , cosnθ, sinnθ, n =

= 1, 2, ...}, на отрезке [0, 2π] из краевого условия (3) в силу (5) будем иметь

u10(r, β) = φ210(r), u10(1, t) = ψ210(t), (10)

ujn(r, β) = φ2jn(r), ujn(1, t) = ψ2jn(t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... , (11)

φ210(r) =
1

2π

2π∫
0

φ2(r, θ)dθ, φ210(t) =
1

2π

2π∫
0

ψ2(t, θ)dθ,

φ21n(r) =
1

π

2π∫
0

φ2(r, θ) cosnθdθ, ψ21n(t) =
1

π

2π∫
0

ψ2(t, θ) cosnθdθ,

φ22n(r) =
1

π

2π∫
0

φ2(r, θ) sinnθdθ, ψ22n(t) =
1

π

2π∫
0

ψ2(t, θ) sinnθdθ, n = 1, 2, ... .

Таким образом, задача (1), (3) сведена к системе задач для уравнений (8), (9) с данными (10) и (11).
Теперь будем находить решения этих задач.

Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8), (9) можно представить в виде

g(t)

(
unrr +

1

r
unr −

n2

r2
un

)
− unt = fn(r, t), (12)

где fn(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом f0(r, t) ≡ 0.
В [5; 6] показано, что краевые задачи для уравнения (12) с условиями (10) и (11) имеют единственные

решения.
Следовательно, сначала решив задачу (8), (10) (j = 1, n = 0), а затем (9), (11) (j = 1, 2, n = 1),

найдем последовательно все u10(r, t), ujn(r, t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... .
Итак, показано, что

2π∫
0

ρ(θ)L1udθ = 0. (13)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0 плотна в L2((0, 1)), ρ(θ) ∈ C∞((0, 2π)) плотна
в L2((0, 2π)), а T (t) ∈ V1, V1 плотна в L2((β, 0)). Тогда f(r, θ, t) ∈ V, V = V0 ⊗ (0, 2π) ⊗ V1 плотна в
L2(Ωβ) [7].

Отсюда и из (13) следует, что
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∫
Ωβ

f(r, θ, t)L1udΩβ = 0

и
L1u = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ωβ .

Таким образом, решением задачи (1),(3) в области Ωβ является функция (5), где u10(r, t), ujn(r, t), j =
= 1, 2, n = 1, 2, ... определяются из предыдущих двумерных задач.

Учитывая ограничения на коэффициенты уравнения (1) и на заданные функции φ(r, θ), ψ2(t, θ), ана-
логично, как и в [8], можно показать, что полученное решение (5) принадлежит классу C1(Ω̄β)∩C2(Ωβ).

Далее из (5) при t→ −0 имеем

u(r, θ, 0) = τ(r, θ) = u10(r, 0) +
∞∑

n=1
(u1n(r, 0) cosnθ + u2n(r, 0) sinnθ), (14)

ut(r, θ, 0) = ν(r, θ) = u10t(r, 0) +
∞∑

n=1
(u1nt(r, 0) cosnθ + u2nt(r, 0) sinnθ), (15)

при этом τ(r, θ), ν(r, θ) ∈ C(S̄) ∩ C2(S).
Следовательно, учитывая краевые условия (2), (14), (15) приходим в области Ωα к смешанной задаче

для вырождающихся гиперболических уравнений

L2u ≡
2∑

i=1

pi(t)uxixi − utt +
2∑

i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0 (16)

с данными
u
∣∣∣
S
= τ(r, θ), ut

∣∣∣
S
= ν(r, θ), u

∣∣∣
Γα

= ψ1(t, θ), (17)

В [9] доказана следующая
Теорема 2. Если τ(r, θ), ν(r, θ) ∈ C(S̄) ∩ C2(S), ψ1(t, θ) ∈ C(Γ̄α) ∩ C2(Γα), то задача (16), (17) имеет

единственное решение, если выполняется условие (4).
Далее, используя теорему 2, приходим к разрешимости задачи 1.

3. Единственность решения задачи 1

Сначала рассмотрим задачу (1), (3) в области Ωβ и докажем ее единственность решения. Для этого
сначала построим решение первой краевой задачи для уравнения

L∗
1υ ≡

2∑
i=1

gi(t)υxixi + υt −
2∑

i=1

diυxi + dυ = 0 (18)

с данными
υ
∣∣
S
= τ(r, θ) = τ10(r), υ

∣∣
Γβ

= 0, (19)

где d(x, t) = e−
2∑

i=1

dixi
, τ10(r) ∈ G, G — множество функций τ(r) из класса C ([0, 1]) ∩ C1 ((0, 1)) . Мно-

жество G плотно всюду в L2 ((0, 1)) [7]. Решение задачи (18), (19) будем искать в виде (5). Тогда,
аналогично п. 2, функции υ10(r, t), υjn(r, t), j = 1, 2, n = 1, 2, ... будут удовлетворять системе уравнений
вида (8), (9), где di заменены соответственно на −di, а e на d, i = 1, 2, .

Из краевого условия (19) имеем

υ10(r, 0) = τ10(r), υ10(r, β) = 0, (20)

υjn(r, 0) = 0, υjn(r, β) = 0, j = 1, 2, n = 1, 2, ... . (21)

Как ранее показано, каждое уравнение системы (8), (9) представимо в виде (12). В [8] показано,
что краевые задачи для уравнения (12) с данными (20), (21) имеют единственные решения.

Таким образом, решение задачи (18), (19) в виде (5) построено.
Аналогичном образом строится решение этой задачи, если τ(r, θ) = τ1n(r) cosnθ+ +τ2n(r) sinnθ, i =

= 1, 2, ... .
В результате интегрирования по области Ωβ тождество [10]

υL1u− uL∗
1υ = −υP (u) + uP (υ)− uυQ,
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где

P (u) =

2∑
i=1

gi(t)uxi cos
(
N⊥, xi

)
, Q = cos

(
N⊥, t

)
−

2∑
i=1

di cos
(
N⊥, xi

)
,

а N⊥ — внутренняя нормаль к границе ∂Ωβ , по формуле Грина получим∫
S

τ(r, θ)u(r, θ, 0)ds = 0. (22)

Поскольку система функций {1, cosnθ, sinnθ, n = 1, 2, ...} плотна в L2((0, 2π)) [7], то из (22) заклю-
чаем, что u(r, θ, 0) = 0, ∀(r, θ) ∈ S.

Стало быть, по принципу экстремума для параболического уравнения L1u = 0 [11] имеем u ≡ 0 в Ω̄β .

Отсюда следует, что ut(r, θ, 0) = ν(r, θ) = 0, ∀(r, θ) ∈ S.

Таким образом, мы пришли к однородной смешанной задаче (16), (17), которая в силу теоремы 2
имеет тривиальное решение.

Следовательно, единственность решения задачи 1 доказана.
Так как в [9] получен явный вид решения задачи (16), (17), то можно записать явное представление

и для задачи 1.
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