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АННОТАЦИЯ
В статье продемонстрировано решение задачи обтекания сферической частицы линейным сдвиговым

неограниченным изотермическим стационарным потоком вязкой жидкости, полученное в пакете Ansys
Fluent для диапазона числа Рейнольдса от 0.1 до 10 и безразмерного градиента скорости, равного 0.1.
При малых значениях параметров задачи результаты моделирования хорошо согласуются с известными
результатами, полученными с помощью аналитического приближенного метода асимптотических
сращиваний, когда подтверждается распространенное представление о силе Сэфмана, а именно: она
направлена в сторону с большей относительной скоростью потока. На основании расчетов установлено,
что при числах Рейнольдса от 4 до 5 сила Сэфмана меняет направление. Результаты расчетов
подтверждают предположение McLauglin об отрицательной поперечной силе, вероятно, впервые.
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ABSTRACT
The article shows the characteristics of a sphere placed in a linear shear flow. The Reynolds number ranges

from 0.1 to 10, and the dimensionless velocity gradient is 0.1. The coefficients of drag and lift forces do not
depend on the change in the distance to the boundaries of the computational domain and the reduction of
cell sizes. The results are obtained in the Ansys Fluent package. For small values of the problem parameters,
the solution results have a good agreement with the known results. The results confirm the classical view of
the Saffman lift force: if the relative velocity is positive, there is a lift force toward the higher velocity of
the continuous phase. On the other hand, if the relative velocity is negative the lift force is toward the lower
velocity of the continuous phase. Between Reynolds numbers from 4 to 5, the Saffman lift force reverses
direction. This results for the first time confirms McLaughlin assumption about negative Saffman lift force.
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Введение

Первые исследования поперечной силы Fz, действующей на сферическую частицу, находящуюся в
неограниченном линейном сдвиговом потоке, опубликованы в [1; 2], и эта сила носит укоренившееся се-
годня название — сила Сэфмана. Актуальность ее исследования связана с необходимостью изучения
ряда природных явлений и широкого круга технических приложений, в которых существенную роль
играет наличие сдвигового пограничного слоя. Например, это движение летательных аппаратов в за-
пыленной атмосфере, обтекание стенок теплоэнергетических аппаратов двухфазной рабочей средой, в
том числе стенок и центральных тел в соплах ракетных двигателей, оптимизация рабочего процесса
технологических и энергетических установок и многое другое [3].

Введем координаты, которые свяжем с частицей (рис. 1). Будем считать течение стационарным, изо-
термическим, а частицу твердой и неподвижной. Условимся называть поперечную силу положительной,
если она направлена в сторону с большей относительной скоростью течения (в сторону положительного
направления оси Oz), и отрицательной, если сила направлена в сторону с меньшей относительной ско-
ростью (в сторону отрицательного направления оси Oz), верхней полусферой — множество точек сферы
с положительными координатами z, нижней полусферой — множество точек сферы с отрицательными
координатами z.

Постановка задачи обтекания частицы линейным сдвиговым потоком включает два параметра —
число Рейнольдса Re = 2aV∞

ν и безразмерный градиент скорости α∗ = aG
V∞

[4]. Здесь a — радиус частицы;
V∞ — скорость в невозмущенном сдвиговом потоке, вектор которой лежит на прямой, проходящей через
центр сферы; ν — коэффициент кинематической вязкости; µ — коэффициент динамической вязкости;
ρ — плотность; G = ∂Vx

∂z — градиент скорости сдвигового потока.
Сэфман в [1; 2] развил аналитический приближенный метод асимптотических сращиваний и получил

выражение для поперечной силы, справедливое при Re≪ ReG
0.5, ReG = 4a2G

ν ≪ 1 :

Fz = 3.23ReG
0.5µaV∞. (1)
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Рис. 1. Сферическая частица в линейном сдвиговом потоке: схема течения и система координат
Figure 1. Spherical particle in a linear shear flow: flow pattern and coordinate system

McLauhglin в [5] и Асмолов [6] независимо друг от друга расширили анализ Сэфмана до случая,
когда ϵ = ReG

0.5

Re ∼ 1 и ReG ≪ 1.
Выражение, полученное McLauhglin для поперечной силы, может быть записано следующим образом:

Fz = 3.23ReG
0.5

(
J(ϵ)

2.255

)
µaV∞. (2)

При ϵ ≫ 1 J = 2.255 − 0.6463
ϵ2 , и значения (2) асимптотически стремятся к (1). При ϵ ≪ 1 значения

интеграла принимают отрицательные значения: J = −32π2ϵ5ln
(

1
ϵ2

)
. Проверка выражения (2) в после-

дующих работах с участием McLaughlin [7; 8] подтвердила достоверность выражения (2) при Re < 1.
Асмолов в [6] указал альтернативную и хорошо совпадающую с (2) зависимость для поперечной

силы:
Fz = 3.23ReG

0.5
(
1 + 0.15α2 − 0.439| α |3 + 0.203α5

)−1

µaV∞, 0 6 α =
V∞

(νG)0.5
6 3. (3)

В [9] развит метод контрольных объемов с целью определения поперечной силы в широком диапазоне
параметров: 10−1 < Re < 102 и 5 · 10−3 < α∗ < 4 · 10−1. В [10] на основании расчетов, представленных в
[9], предложена аппроксимационная зависимость для поперечной силы:

Fz =

{
f1 для Re 6 40,
f2 иначе. (4)

В [10] представлена также аппроксимация для интеграла J
(
10−1 6 ϵ 6 20

)
из [5]: Fz = f3f4f5, где

f1 = 3.23ReG
0.5µaV∞[

(
1− 0.3314

√
α∗
)
e−0.1Re + 0.3314

√
α∗],

f2 = 3.23ReG
0.5µaV∞

(
0.0524

√
α∗Re

)
,

f3 = 0.3 (1 + tahn[2.5lgϵ+ 0.191]) ,
f4 = 0.667 + tahn[6 (ϵ− 0.32)],
f5 = 3.23ReG

0.5µaV∞.
В [4; 11] для определения поперечной силы в диапазонах 1 < Re < 5·102 и 0 < α∗ < 4·10−1 предложена

математическая модель, решение которой получено численным методом конечных разностей. Результаты
исследований довольно хорошо совпадают с [5]. Кроме того, установлено, что поперечная сила имеет
отрицательные значения в диапазоне Re > 60, что связано с отрывом потока на корме сферы.

Таким образом, анализ литературы приводит к выводам:

• поскольку исследованию силы Сэфмана посвящено довольно мало работ, то в целом эта сила яв-
ляется малоизученной.

• сила Сэфмана наиболее исследована при Re < 1. Результаты, полученные в этом диапазоне по
асимптотической теории [1; 2; 5; 6], подтверждены экспериментально и численными расчетами.

• при Re > 1 информация о силе Сэфмана противоречива: так, согласно [6; 9; 10], сила Сэфмана
является только положительной, а согласно [4; 5; 11] может принимать отрицательные значения.

• во всех работах, основанных на численном определении силы Сэфмана, использованы довольно
малые (по сравнению с возможностями нашего времени) вычислительные мощности, поэтому мак-
симальное число ячеек (узлов) не превышает 105 штук, а расстояние до границ расчетной области
не превосходит 75 радиусов сферы. Такие ограничения, вероятно, не позволили авторам в полной
мере учесть влияние расстояния до границ расчетной области и густоты сетки на силу Сэфмана,
что и объясняет противоречивые данные о силе Сэфмане при Re > 1.
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Целью настоящей работы является применение современного пакета Ansys Fluent для исследования
силы Сэфмана в неограниченном линейном сдвиговом потоке при числах Re от 0.1 до 10 и α∗ = 0.1.
Решение задачи считалось достигнутым, если сходится не только итерационный процесс численного ре-
шения выбранной математической модели (при фиксированных границах и заданном числе ячеек сетки),
как в упомянутых выше работах, но и полученные в результате силы, действующие на сферу, будут
мало зависеть от изменения расстояний до границ расчетной области и сгущения сетки.

1. Постановка задачи
Поскольку обтекание сдвиговым потоком рассматривается при небольших числах Рейнольдса (до

отрыва потока), то предполагается, что течение имеет плоскость симметрии xOz, как при обтекании
равномерным потоком. Расчетная область — параллелипипед ABCDEFHI, в центре плоскости ABCD
расположены полусфера и система координат (рис. 2). Расстояния до границ расчетной области △x
и △ в зависимости от расчетного случая отличаются, о чем будет сказано ниже. Геометрия и сетка
построены в программе ICEM [12]. Сетка имеет блочную структуру и состоит из гексаэдрических ячеек.
На рис. 2 изображен фрагмент сгущающейся к сфере сетки. Размер ячеек вблизи сферы выбирался
экспериментально, так, чтобы он не влиял на величину сил (в расчетах первая ячейка h1 : h1

2a ≈ 0.001).

Рис. 2. Расчетная область и фрагмент сетки в плоскости xOz около полусферы
Figure 2. The computational domain and the mesh fragment in the xOz plane near the hemisphere

В выбранной области решаются уравнения движения и неразрывности:
▽ (ρuu) = − ▽ p + ▽τ ;▽ (ρu) = 0, где u — вектор скорости; p — давление; τ — тензор вязких

напряжений. Поставим граничные условия. На входе (плоскость ABFE) задается линейный профиль
скорости Vx = V∞ + Gz и невозмущенные компоненты Vy = Vz = 0; на границах BCHF и ADIE —
стенка с проскальзыванием τx = −µ ·G и τx = µ ·G соответственно, Vy = Vz = 0; на плоскостях ABCD
и EFHI — условия симметрии; на плоскости CDIH — условия постоянного статического давления, на
полусфере — условия прилипания и непротекания.

Основные параметры алгоритма численного решения указанной системы уравнений с граничными
условиями в программе Ansys Fluent [13] представлены в табл. 1. В расчетах принято a = 5 · 10−5 м;
ρ = 1.21 кг/м3; µ = 1.8029 · 10−5 кг/(м·с).

Таблица 1
Основные параметры алгоритма численного решения в Ansys Fluent

Table 1
Key parameters of the numerical solution algorithm in Ansys Fluent

Параметр Значение
Solver type Pressure-based
Scheme Coupled
Gradient Least Squares Cell Based
Pressure Second Order
Momentum QUICK
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2. Результаты вычислительного эксперимента

Введем в рассмотрение коэффициент поперечной силы Cz = Z/q · S, q = 0.5ρV 2
∞, S = 0.25πa2. На

рис. 3 показана зависимость коэффициента поперечной силы от расстояния до границы расчетной об-
ласти △ при разном числе ячеек h, hx сетки (приходящихся на длины △ и △x расчетной области
соответственно) при Re = 0.1 и α∗ = 0.1. Здесь △x = 2△ (измерятся в диаметрах 2a сферы). По рис. 3
видно, что с удалением границы расчетной области от сферы △ разница значений коэффициента по-
перечной силы уменьшается: если при △ = 20 отличие составляет около 18 %, то при △ = 115 —
около 1 %. Разница в значениях коэффициента поперечной силы при различных значениях h и hx
невелика: с увеличением h и hx отличие падает от 3—4 % (при h = 40, hx = 48) до 1 % (при h = 160,
hx = 192). При других значениях Re счет проводился по аналогичному сценарию: значения △, △x, h,
hx варьировались до тех пор, пока разница коэффициентов поперечной силы не достигала малых зна-
чений (1–5 %). Максимальное число ячеек в расчетной области составляло 1.07 ·107шт., а максимальное
время, которое требовалось для расчета, — двое суток при использовании кластера: 96 ядер/24 про-
цессора Intel Xeon 2.7 GHz/6 узлов с 120 Gb оперативной памяти и 836 Gb дисковой памяти на узел.
Таким образом, получена зависимость расстояний до границ расчетной области △ и △x (при которых
достигалось отличие сил в 1–5 %) от числа Re (показана в табл. 2). С увеличением числа Рейнольдса
расчетная область уменьшается.

Рис. 3. Зависимость коэффициента поперечной силы от расстояния до границы расчетной области при
разном числе ячеек сетки при Re = 0.1 и α∗ = 0.1
Figure 3. Dependence of the shear coefficient on the distance to the boundary of the computational domain
for different numbers of mesh cells at Re = 0.1 and α∗ = 0.1

Таблица 2
Зависимость расстояний до границ расчетной области от числа Re

Table 2
Dependence of the distances to the boundaries of the computational domain on the number Re

Re 0.1 1 5 10
△ x, 2a 230 240 228 168

△ 115 40 38 28

В табл. 3 сведены полученные разными авторами значения коэффициента поперечной силы при Re =
= 0.1; 1, α∗ = 0.1. Значения последних трех столбцов хорошо совпадают между собой, что подтверждает
адекватность результатов, полученных в пакете Ansys Fluent. При больших значениях числа Рейнольд-
са (3 6 Re 6 10) и α∗ = 0.1 зависимость показана на рис. 4. С ростом числа Re значения коэффициента
поперечной силы падают. Данные Saffman и Mei на порядок или более отличаются от данных, полу-
ченных в Ansys Fluent. Напротив, результаты McLauglin наиболее близки к результатам Ansys Fluent:
значения имеют один порядок и переходят через нуль при 4 < Re < 5. Результаты Асмолова также
близки с результатами по Ansys Fluent, но значения, им полученные, не могут быть отрицательными.

Первые сведения об отрицательной поперечной силе даются в [5]. Таким образом, вышеприведенные
результаты, полученные в Ansys Fluent, подтверждают это, вероятно, впервые.

3. Изменение знака поперечной силы

Чтобы показать механизм возникновения поперечной силы, будем сравнивать распределенные ха-
рактеристики по сфере при ее линейно-сдвиговом и равномерном (с граничными условиями Vx = V∞,
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Рис. 4. Зависимость коэффициента поперечной силы от числа Re при α∗ = 0.1.
Figure 4. The dependence of the shear coefficient on the number Re for α∗ = 0.1.

Таблица 3
Значения коэффициента поперечной силы при α∗ = 0.1 и Re = 0.1; 1.

Table 3
Values of the shear force coefficient at α∗ = 0.1 and Re = 0.1; 1.

Re Saffman Mei Асмолов McLauglin Ansys Fluent
0.1 5.82 5.76 4.91 4.97 4.98
1.0 1.84 1.68 0.45 0.43 0.62

Vy = Vz = 0 на границах ABFE, BCHF , ADIE) обтеканиях. Обозначим через ℓup кривую пересече-
ния плоскости Oxz с верхней полусферой, через ℓd — с нижней. Введем коэффициент давления Cp =
= (p− p∞) /q и коэффициент трения Cτ = µ (∂V/∂n) /q, (∂V/∂n) — градиент скорости потока на по-
верхности сферы в нормальном к ней направлении. Значения Cp и Cτ в зависимости от угла θ (рис. 1)
при обтекании сферы равномерным потоком и малых числах Re получены Стоксом [14]:

Cp = 6cosθ/Re;Cτ = 6sinθ/Re. (5)

Взяв на поверхности сферы малую площадку ds = a2sinθdθdφ, умножим на нее коэффициент дав-
ления, полученные таким образом элементарные силы спроектируем на ось Oz и просуммируем по по-
верхности верхней (up) полусферы (от φ = −π/2 до φ = π/2), при этом отнесем итоговый результат к
площади S. Тогда получим безразмерную поперечную силу, вызванную действием сил давления (обо-
значено верхним индексом p), распределенную по верхней полусфере в зависимости от θ:

∂Czp/∂θ = ∂F p
z /qS∂θ =

∫ π/2

−π/2
Cpcosφsin2θa2∂θ∂φ/S∂θ или

∂Czp/∂θ = −12sin2θcosθ/Reπ. (6)

Аналогичным образом получается безразмерная поперечная сила, вызванная действием сил трения
(обозначено верхним индексом τ ), распределенная по верхней полусфере в зависимости от угла θ :

∂Czτ/∂θ = 12sin2θcosθ/Reπ. (7)

Те же силы для нижней (down) полусферы отличаются от формул (6) и (7) знаками. По (6), (7)
видно, что величина сил давления и трения одинакова, эти составляющие равны по величине, но имеют
противоположные направления. Ясно, что ∂Cz/∂θ = ∂Czp/∂θ + ∂Czτ/∂θ , и поперечная сила, действу-
ющая на сферу, тождественно равна нулю.

Рассмотрим характеристики сферы при Re = 0.1. При равномерном обтекании зависимость Cp и Cτ
от угла θ показана на рис. 5. Как и следовало ожидать, коэффициент давления имеет максимум при
θ = 0 и минимум при θ = π, коэффициент трения достигает максимума при θ = π/2. Данные Ansys
Fluent хорошо согласуются с (5).

На рис. 6 показаны распределенные характеристики. Полученные в Ansys Fluent значения хорошо
согласуются с формулами (6), (7), но отличаются от них на величины малых порядков: силы трения
на малую величину больше на левой полусфере (от θ = 0 до θ = π/2), силы давления – на правой (от
θ = π/2 до θ = π). В итоге значения распределенной поперечной силы по верхней полусфере ∂Cz/∂θ
имеют малые положительные значения, по нижней — малые отрицательные значения (в силу симмет-
рии). Решение в Ansys Fluent показывает, что при равномерном обтекании действующие на полусферы
поперечные силы равной величины, но противоположного направления стремятся ”разорвать” целую
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Рис. 5. Распределение коэффициентов давления и трения по сфере при равномерном обтекании
(Re = 0.1)
Figure 5. Distribution of pressure and friction coefficients over a sphere with uniform flow around (Re = 0.1)

сферу на две половины (в отличие от решения Стокса — формулы (6), (7), которое указывает на то,
что поперечная сила, действующая на полусферу, тождественно равна нулю).

Рис. 6. Распределение сил по верхней полусфере при равномерном обтекании (Re = 0.1)
Figure 6. Distribution of forces along the upper hemisphere with uniform flow around (Re = 0.1)

На рис. 7 показаны распределенные по кривым ℓup и ℓd коэффициенты Cp и Cτ при обтекании сферы
линейным сдвиговым потоком ( Re = 0.1 и α∗ = 0.1). По распределению коэффициента давления видно,
что точки максимума и минимума смещаются на несколько градусов на верхнюю полусферу, и картина
линий тока (рис. 8) оказывается асимметричной.

Рис. 7. Распределение коэффициентов давления и трения по образующим верхней ℓup и нижней ℓd
полусфер при обтекании линейным сдвиговым потоком (Re = 0.1; α∗ = 0.1)
Figure 7. Distribution of pressure and friction coefficients along the generators of the upper ℓup and lower
ℓd hemispheres during a linear shear flow (Re = 0.1; α∗ = 0.1)
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Рис. 8. Линии тока около сферы при обтекании линейным сдвиговым потоком (Re = 0.1;α∗ = 0.1)
Figure 8. Current lines near a sphere when flowing around a linear shear flow (Re = 0.1;α∗ = 0.1)

Распределение безразмерных сил при обтекании линейным сдвиговым потоком (Re = 0.1;α∗ =
= 0.1) показано на рис. 9. Характерное отличие характеристик при равномерном и сдвиговом обтека-
нии (рис. 6 и 9) заключается в том, что сформировавшийся на верхней полусфере максимум давления
приводит к увеличению вклада сил давления и снижению вклада сил трения в поперечную силу, дей-
ствующую на левую верхнюю полусферу (рис. 9, а). В результате на этом участке поперечная сила
становится отрицательной. Кроме того, на правой нижней полусфере силы давления существенно мень-
ше по величине сил трения (рис. 9, б), что приводит к положительным значениям поперечной силы на
этом участке. Таким образом, распределение поперечной силы по сфере при линейном сдвиговом обте-
кании (рис. 9, в) является знакопеременным: от θ = 0 до θ = 7π/18 с отрицательными значениями, на
остальной части — с большими по величине положительными значениями. Интеграл от распределенной
силы ∂Cz/∂θ по углу θ дает положительную величину Cz, которая хорошо совпадает с результатами
других авторов (см. табл. 3).

а                                                             б                                                                в

Рис. 9. Распределение сил по сфере и полусферам при обтекании линейным сдвиговым потоком:
а — верхняя полусфера; б — нижняя полусфера; в — сфера и полусферы (Re = 0.1;α∗ = 0.1)
Figure 9. Distribution of forces in the sphere and hemispheres when flowing around a linear shear flow:
a — upper hemisphere; b — lower hemisphere; c — sphere and hemispheres (Re = 0.1;α∗ = 0.1)

Увеличим Re до 6. При равномерном обтекании, как и в случае Re = 0.1, силы трения преобладают
на левой полусфере, силы давления — на правой (рис. 6 и 10). Отличие заключается в том, что величина
распределенной силы по полусфере при Re = 6 имеет тот же порядок, что и ее составляющие (в отличие
от случая Re = 0.1).

При линейном сдвиговом обтекании (Re = 6, α∗ = 0.1) распределение поперечной силы и ее составля-
ющих по верхней полусфере показано на рис. 11, а, по нижней — на рис. 11, б. По графикам видно, что
закономерность распределения поперечной силы по полусферам такая же, как и при равномерном обте-
кании (силы трения доминируют на левой полусфере, силы давления — на правой), кроме небольшой
части на левой верхней полусфере, на которой формируется максимум давления. Именно этот фактор
является решающим для смены знака поперечной силы, действующей на сферу (рис. 11, в). Так же,
как и в случае сдвигового обтекания при Re = 0.1, распределение силы является знакопеременным,
но интеграл — величина отрицательная. Таким образом, изменение знака силы Сэфмана обусловлено
главным образом смещением точки максимума давления на верхнюю полусферу.
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Рис. 10. Распределение сил по верхней полусфере при равномерном обтекании (Re = 6)
Figure 10. Distribution of forces along the upper hemisphere with uniform flow around (Re = 6)

Рис. 11. Распределение сил по сфере и полусферам при обтекании линейным сдвиговым потоком:
а — верхняя полусфера; б — нижняя полусфера; в — сфера и полусферы (Re = 6;α∗ = 0.1)
Figure 11. Distribution of forces over a sphere and hemispheres during a linear shear flow: a — upper
hemisphere; b — lower hemisphere; c — sphere and hemispheres (Re = 6; alpha∗ = 0.1)

Заключение

В пакете Ansys Fluent исследована сила Сэфмана, действующая на сферическую частицу в неогра-
ниченном линейном сдвиговом потоке, при числах Re от 0.1 до 10 и α∗ = 0.1. При малых параметрах
задачи полученные характеристики хорошо совпадают с известными решениями, полученными с помо-
щью асимптотических методов, развитых Стоксом (применительно к обтеканию сферы равномерным
потоком), а также McLauglin и Асмоловым (применительно к обтеканию сферы линейным сдвиговым
потоком). Вычислительный эксперимент подтверждает, что при малых числах Рейнольдса сила Сэфма-
на направлена в сторону с большей относительной скоростью потока, но в диапазоне чисел Re от 4 до 5
сила Сэфмана меняет знак и становится отрицательной. Полученные выводы подтверждают предполо-
жение McLauglin об отрицательной силе Сэфмана, вероятно, впервые.
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