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АННОТАЦИЯ
В статье на плоскости двух независимых переменных исследуется задача Коши для одной системы

дифференциальных уравнений четвертого порядка. Исследуемая система дифференциальных уравнений
гиперболических уравнений четвертого порядка не содержит производных меньше четвертого порядка.
Регулярное решение задачи Коши для системы дифференциальных уравнений гиперболического
типа четвертого порядка построено в явном виде. Решение рассматриваемой задачи Коши для
системы дифференциальных уравнений гиперболического типа четвертого порядка найдено методом
Римана. Также в работе приведена матрица Римана для системы дифференциальных уравнений
гиперболического типа четвертого порядка. Матрица Римана получена через гипергеометрические
функции матричного аргумента.

Ключевые слова: система дифференциальных уравнений гиперболического типа четвертого
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ABSTRACT
In the article the Cauchy problem for the one system of the differential equations of the fourth order is

received in the plane of two independent variables. This system of the hyperbolic differential equations of
the fourth order does not contain derivatives less than the fourth order. The regular solution of the Cauchy
problem for the system of the hyperbolic differential equations of the fourth order is explicitly built. The
solution of the Cauchy problem for the system of the hyperbolic differential equations of the fourth order is
found by the Riman method. In the paper the matrix of Riman for the system of the hyperbolic differential
equations of the fourth order is constructed also. The matrix of Riman is expressed through hypergeometrical
functions of matrix argument.
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1. Предварительные сведения

Исследование и решение краевых задач для гиперболических уравнений и систем гиперболических
уравнений — один из важных разделов современной теории дифференциальных уравнений с частными
производными. Это легко объясняется как теоретической значимостью получаемых результатов, так и
их важными практическими приложениями.

Гиперболические уравнения с двумя независимыми переменными третьего и более высокого порядка
широко применяются как математические модели различных процессов, например, нестационарного пря-
молинейного течения несжимаемой жидкости второго порядка [1]; течения жидкости Навье — Стокса —
Олдройта [2]; колебания упруговязкой нити [3] и других.

В начало современной теории гиперболических уравнений в частных производных основной вклад
был внесен Б. Риманом, который получил интегральное представление задачи Коши в форме, аналогич-
ной представлениям решений краевых задач для эллиптических уравнений второго порядка с помощью
функций Грина. При этом предполагается существование вспомогательной функции, так называемой
функции Римана, которая обладает рядом известных свойств [4; 5].

В дальнейшем метод Римана для уравнения гиперболического типа с двумя независимыми перемен-
ными развивался в работах А.П. Солдатова, М.Х. Шханукова [6], О.М. Джохадзе [7] и других. В ука-
занных работах функция Римана вводится как решение некоторой специальной задачи Гурса. В работах
В.И. Жегалова, А.Н. Миронова и Е.А. Уткиной [8, 9] предлагается способ нахождения функции Римана
как решения интегрального уравнения.
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А.А. Андреевым и Ю.О. Яковлевой рассмотрены и решены методом Римана задачи Коши и Гурса
для гиперболических уравнений третьего и четвертого порядка [10]. Полученные результаты могут быть
обобщены для систем линейных уравнений гиперболического типа частного вида с кратными характери-
стиками третьего и четвертого порядка. Такое обобщение возможно, так как с помощью интерполяци-
онного многочлена Лагранжа–Сильвестра [11] можно определить значение аналитической функции на
множестве постоянных квадратных матриц. Если ограничиться множеством матриц, являющихся зна-
чениями некоторых аналитических функций от одной матрицы, то определение легко обобщается на
случай аналитических функций многих комплексных переменных, что позволяет, в свою очередь, до-
определять целый ряд специальных функций на матричные значения входящих в них параметров.

2. Основные результаты
В плоскости независимых переменных {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R} рассмотрим систему дифференциальных

уравнений
Uxxyy + TU = 0, (1)

где U (x, y) — искомая m-мерная вектор-функция, T — постоянная квадратная матрица порядка (m×m).
Задача Коши. Определить регулярное решение U (x, y) ∈ C4(R×R) системы уравнений (1) в плос-

кости {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R}, которое удовлетворяет следующим условиям на нехарактеристической
линии y = x:

U (x, y) |y=x = A1(x),

∂U(x, y)

∂n
|y=x = A2(x),

∂2U(x, y)

∂n2
|y=x = A3(x),

∂3U(x, y)

∂n3
|y=x = A4(x),

где Ai(x) ∈ C3(R), i = 1, .., 4 — заданные вектор-функции, −→n =
(

1√
2
,− 1√

2

)
— нормаль к нехарактери-

стической линии.
Нехарактеристическая линия системы уравнений гиперболического типа четвертого порядка не может

дважды пересекать любую характеристику из любого другого семейства [12].
Будем полагать, что M∗V ≡ Vxxyy + V Ω — сопряженный оператор по Лагранжу для MU . Тогда,

применяя векторный аналог тождества Грина

V (MU)− (M∗V )U ≡ ∂P

∂x
+
∂Q

∂y
,

где
P = V Uxyy − VxyyU, Q = −VxUxy + VxyUx,

в области D0 = {(x, y) : 0 < x < x0, 0 < y < y0}, получим следующее соотношение:∫
D0

(V (MU)− (M∗V )U)dx dy =

∫
Γ

Pdy −Qdx, (2)

где Γ = D0\D0.
Матрицей Римана для системы уравнений (1) называется решение V = V (x0, y0;x, y) задачи

M∗V = 0,

V (x0, y0;x, y)|x=x0 = Θ,

V (x0, y0;x, y)|y=y0 = Θ,

Vx(x0, y0;x, y)|x=x0 = (y − y0)E,

Vy(x0, y0;x, y)|y=y0 = (x− x0)E,

где (x0, y0) – произвольная точка плоскости {(x, y) : x ∈ R, y ∈ R}, E, Θ — единичная и нулевая
матрицы порядка n соответственно.

Используя определение обобщенной гипергеометрической функции матричного аргумента [10; 13],
матрица Римана имеет вид

V (x0, y0;x, y) = (x− x0) (y − y0) 0F3

(
1,

3

2
,
3

2
;
(x− x0)

2(y − y0)
2

16
T

)
.
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Если U (x, y) — решение системы уравнений (1), а V = V (x0, y0;x, y) удовлетворяет матричному
уравнению M∗V = 0, то получим

y0∫
x0

[Vx (x0, y0;x, y)Uxy (x, y)− Vxy (x0, y0;x, y)Ux (x, y)] |y=xdx−

−
y0∫

x0

[Vx (x0, y0;x, y)Uxy (x, y)− Vxy (x0, y0;x, y)Ux (x, y)] |y=y0dx−

−
y0∫

x0

[V (x0, y0;x, y)Uxyy (x, y)− Vxyy (x0, y0;x, y)U (x, y)] |x=x0dy+

+

y0∫
x0

V (x0, y0;x, y)Uxyy (x, y) |y=xdy−

−
y0∫

x0

Vxyy (x0, y0;x, y)U (x, y) |y=xdy = 0.

Принимая во внимание результаты, полученные в работах [6; 8], где было доказано существование и
единственность функции Римана v(x0, y0;x, y), можно сделать вывод о существовании и единственности
решения поставленной задачи Коши для системы (1).

U, Ux, Uxy, Uxyy, заданные на y = x при x ∈ R, найдем из условий задачи Коши.

U (x, x) = A1(x),

Ux(x, x)− Uy(x, x) = A2(x),

Ux(x, x) + Uy(x, x) = A′
1(x),

Uxx(x, x)− Uyy(x, x) = A′
2(x),

Uxx(x, x)− 2Uxy(x, x) + Uyy(x, x) = A3(x),

Uxx(x, x) + 2Uxy(x, x) + Uyy(x, x) = A′′
1(x),

Uxxx(x, x) + 3Uxxy(x, x) + 3Uxyy(x, x) + Uyyy(x, x) = A′′′
1 (x),

Uxxx(x, x)− Uxxy(x, x)− Uxyy(x, x) + Uyyy(x, x) = A′
3(x),

Uxxx(x, x) + Uxxy(x, x)− Uxyy(x, x)− Uyyy(x, x) = A′′
2(x),

Uxxx(x, x)− 3Uxxy(x, x) + 3Uxyy(x, x)− Uyyy(x, x) = A4(x).

Тогда получаем, что

Ux(x, x) =
A′

1(x) +A2(x)

2
,

Uxy(x, x) =
A′′

1(x)−A3(x)

4
,

Uxyy(x, x) =
A′′′

1 (x) +A4(x)−A′′
2(x)−A′

3(x)

8
.

Следовательно, решением задачи Коши является вектор-функция:

U (x0, y0) = A1(y0) +
1

4

y0∫
x0

[
(x− y0) 0F3

(
1,

3

2
,
3

2
; τT

)
(A′′

1(x)−A3(x))

]
dx+

+
1

8

y0∫
x0

[
(x− x0)(x− y0) 0F3

(
1,

3

2
,
3

2
; τT

)
(A′′′

1 (x)−A′′
2(x)−A′

3(x))

]
dx+

+
1

8

y0∫
x0

[
((x− x0)(x− y0) + 1) 0F3

(
1,

3

2
,
3

2
; τT

)
(A4(x)− 4A′

1(x)− 4A2(x))

]
dx+

+
1

72

y0∫
x0

[
(x− x0)

2(x− y0)
3T 0F3

(
2,

5

2
,
5

2
; τT

)
(A′′

1(x)−A3(x))

]
dx−
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−1

9

y0∫
x0

[
(x− x0)

2(x− y0)
2T 0F3

(
2,

5

2
,
5

2
; τT

)
(A′

1(x) +A2(x))

]
dx−

− 1

3600

y0∫
x0

[
(x− x0)

4(x− y0)
4T 2

0F3

(
3,

7

2
,
7

2
; τT

)
(A′

1(x) +A2(x))

]
dx−

−1

2

y0∫
x0

[
(x− x0)

2(x− y0) 0F3

(
2,

5

2
,
5

2
; τT

)
A1(x)

]
dx−

− 1

225

y0∫
x0

[
(x− x0)

4(x− y0)
3T 2

0F3

(
3,

7

2
,
7

2
; τT

)
A1(x)

]
dx−

− 1

529600

y0∫
x0

[
(x− x0)

6(x− y0)
5T 3

0F3

(
4,

9

2
,
9

2
; τT

)
A1(x)

]
dx, (3)

где τ = (x−x0)
2(x−y0)

2

16 .
Легко убедиться, что вектор-функция U (x, y) удовлетворяет условиям задачи Коши и системе урав-

нений (1).

Заключение
Единственность решения задачи Коши следует из единственности матрицы Римана [6; 8]. Существо-

вание решения задачи Коши доказано конструктивно.
Выполненные исследования позволяют сформулировать теорему.
Теорема. Если вектор-функции A1(x), A2(y), A3(x), A4(x) ∈ C3(R), то существует единственное ре-

гулярное решение U (x, y) ∈ C4(R×R) задачи Коши в плоскости независимых переменных {(x, y) : x ∈
∈ R, y ∈ R} для системы уравнений (1), которое имеет вид (3).
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