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АННОТАЦИЯ
В статьеобсуждается многопараметрическоеасимптотическое разложение поля напряжений у

вершиндвухколлинеарныхтрещинразличнойдлинывбесконечнойлинейно-упругойизотропной
пластине,находящейсявусловияхсмешанногонагружениявполномдиапазонесмешанных форм
деформирования, изменяющихсяот чистого нормальногоотрыва до чистого поперечногосдвига.
Многопараметрическиеасимптотическиеразложениякомпоненттензоранапряженийсодержатвысшие
приближения,в которыханалитическиопределенывсе масштабные(амплитудные) множители —
коэффициенты полного асимптотического разложения М. Уильямса поля напряжений — как
функциидлинтрещин,расстояниямеждунимиипараметровнагружения.Спомощьюпостроенного
асимптотическогоразложенияиполученныхформулдлякоэффициентовразложенияможноудерживать
произвольное,напередзаданноечислослагаемыхвасимптотическихпредставлениях механических
полей у вершины трещин в пластине. Проведен анализ числаслагаемых, которые необходимо
удерживатьнаразличныхрасстоянияхоткончикадефекта.Вычисленыуглыраспространениятрещин
вусловияхсмешанногонагруженияспомощьюмногопараметрическогоразложенияполянапряжений
посредствомследующих критериев: 1) критерия максимального тангенциального напряжения; 2)
критерияминимумаплотностиэнергииупругойдеформациикакдляплоскогодеформированного,так
идляплоскогонапряженногосостояний.

Ключевыеслова:напряженно-деформированноесостояниеувершинытрещины,методразложения
пособственным функциям, многопараметрическоеописаниеполянапряженийувершинытрещины,
смешанное деформирование, коэффициент интенсивности напряжений, T-напряжения, высшие
приближения, коэффициентывысших приближений, методыасимптотическогоанализа исинтеза
вмеханикедеформируемоготвердоготела,теориявозмущений,направлениеростатрещины.
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ABSTRACT
Thedescriptionofmechanicalfieldsatthevicinityofabi-dimensionalcrack-tipcanbeperformedusingthe

classic Williamsasymptoticseriesexpansion. Whilethegeneralstructureiswellknown,completeexpressions
arerarelyavailableforspecificcrackproblems.Thepaperisdevotedtothe multi-parameterdescriptionof
thestressfieldinthevicinityoftwocollinearcrackofdifferentlengthinaninfiniteisotropicelasticmedium
subjectedto1) ModeIloading;2) ModeIIloading;3) mixed(ModeI + ModeII) modeloading.The
multi-parameterasymptoticexpansionsofthestressfieldareobtained.Theprocedureusedinthepaper
relates Williamsseriescoefficientsandthecomplexpotentialsoftheplaneelasticity.Theamplitudecoefficients
ofthemulti-parameterseriesexpansionarefoundintheclosedform.Havingobtainedthecoefficientsofthe
Williamsseriesexpansiononecankeepanypreassignednumberoftermsintheasymptoticseries.Asymptotic
analysisofnumberofthetermsinthe Williamsasymptoticserieswhichisnecessarytokeepintheasymptotic
seriesatdifferentdistancesfromthecracktip.Itisshownthatthe moredistancefromthecracktipthe
moretermsinthe Williamsasymptoticexpansionneedtobekept.Completeclosed-formexpressionscan
beusedtoderive,testandimprovenumericalandexperimentalapproachesinvolvinghigherordertermsin
crack-tipexpansions.

Keywords:stress-strainstateatthecracktip,multiparameterdescriptionofstressfieldatthecracktip,
mixeddeformation,stressintensityfactor,T-stress,higherapproximationcoefficients,methodsofasymptotic
analysisandsynthesisindeformablesolid mechanics,perturbationtheory.
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Введение.Оценканаправленияростатрещинывусловиях
смешанногонагружения

Управлениепроцессамиразрушенияизнаниеихзакономерностейимеютважноезначениедляпрак-
тики(дляконструкцийисооружений желательнозамедлитьпроцессростатрещин,втовремякак
приобработкерезанием,наоборот,необходимовсяческиоблегчитьразрушение)[1].Кчислуосновных
направленийисследованиймеханикиразрушенияотносятсяпроблемыразрушениявусловияхзначитель-
ныхпластическихдеформаций,разработкиметодовмеханикиразрушениянеметаллическихматериалов
(композиционныематериалы,керамики,полимеры,бетон,горныепородыит.д.),изучениераспростра-
нениятрещинпридинамическомнагружениииприналичиивоздействияагрессивныхсред,прогнози-
рованиересурсаинадежностиэлементовконструкцийсучетомслучайногохарактеравозникновения
иразвитиявнихдефектов[1].
Поэтомупонятенинтересспециалистовквопросамопределениянаправленияростатрещинино-

вымусовершенствованнымкритериямростатрещины[2–29].Например,тольковсамоепоследнеевре-
мяданнойпроблемеопределениянаправленияростатрещиныпосвященцелыйрядпубликаций[2–12].
Вработе Ю.Г. МатвиенкоиЕ.М. Морозова[2]обсуждаютсядваосновныхподходаопределенияугла
направленияростатрещины:инкрементальный(локальный)методиинтегральный(глобальный)метод.
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Инкрементальныеметодысвязаныслокальнымкритериемразрушенияидаютоценкуугламеждуна-
правлениемисходнойтрещиныинаправлениемпоследующегоееприращения.В[2]дляпредсказания
направленияростаповерхностнойтрещинывусловияхсмешанногонагруженияиспользуетсялокаль-
ныйкритерийразрушениямаксимальногоусредненноготангенциальногонапряжения,включающегов
себядвапервыхслагаемыхасимптотическогоразложенияМ.Уильямсаполянапряженийвокрестности
вершинытрещины.Интегральныйметодассоциировансвариационнымпринципоммеханикиразруше-
ния.Всоответствиисвариационнымпринципомпостулируетсяминимумнекоторогофункционала[2].
Авторыпредпринялипопыткунахождениятраекторииростатрещиныспомощьюдвухкритериевдля
случаяконтактногоусталостногоразрушениявусловияхконтактакачения/скольжения.В[9]изучено
распространениетрещинывкомпозиционномматериаленапримересиликоновогокомпозита.Проана-
лизированыиспытанияобразцастрещинойнатрехточечныйизгибспомощьюметодаконечногоэле-
ментаипроанализировановлияниежесткоговключения,расположенноговпередикончикатрещины,на
направлениеростатрещины.Поленапряженийописывалосьспомощьюасимптотическогоразложения
М. Уильмямса,вкоторомудерживалосьразличноечислослагаемых. Длявычисленияуглаотклоне-
ниятрещиныотпервоначальногонаправленияиспользованкритериймаксимальноготангенциального
напряжения.Рассмотреныразличныегеометрическиепараметрыобразцаивключения.Показано,что
обобщенныйкритериймаксимальноготангенциальногонапряжениясильноограниченприналичиижест-
коговключения,посколькувычисленныезначениянаправленияростатрещинынесогласуютсянис
классическимкритериеммаксимальноготангенциальногонапряжения,нисрезультатамиконечно-эле-
ментногорасчета.Такимобразом,необходимыдополнительныеисследованияобластидоминирования
асимптотики М.Уильямса.

В[11]сформулированновыйкритерийразрушения,исходящийизпредположения,чтохрупкоеразру-
шениенаступает,когдаградиентдеформациидостигаетпредельногозначения.Аналитическипоказано
наличиеградиентадеформациинаграницеперепадатемпературытелаиотсутствиенапряжения,нор-
мальногокпрямолинейному фронтутрещины,внулевоймоментвремени. Представленырезультаты
предварительногоэкспериментасобразцамиизсиликатногостеклаприрезкомизменениитемперату-
ры.Вработе[12]болееподробнопоказано,чтомодульградиентатемпературы,аследовательно,и
деформациистановитсязначительнымвтонкомпограничномслое,гдепроисходитрезкоеизменение
температур. Данорешениеновойтермоупругойзадачиорезкомизменениитемпературывкруговой
области.Причемоказалось,чтовслучаекриволинейнойграницыохлажденнойобластиЕ2,гдеЕ2 —
евклидоваплоскость,критерийразрушенияосложняетсяиприобретаетвидпредельногозначениямоду-
ляградиентасуммыглавныхдеформацийилипростосуммыглавныхнапряжений.Разрушениебудет
определятьсятемкритерием,времянаступлениякоторогоменьше. Показанотакже:вслучаенагре-
тойкруговойобластивЕ2критериемхрупкогоразрушенияконтинуальнойсредыбудетпредельное
значениемодуляградиентасуммыглавныхдеформаций. Представленырезультатыпредварительного
экспериментасобразцамиприрезкомизменениитемпературы.

Следуетотметить,чтов[2]васимптотическомразложении М.Уильямсаудерживаютсядвапервых
слагаемых.Вработах[4;5]подчеркиваетсявлияниевысшихприближенийвасимптотическомразложе-
нииполянапряженийвокрестностивершинытрещинынапримеребалкистрещиной,испытываемой
начетырехточечныйизгиб.Дляопределениякоэффициентовполногоасимтоптическогоразложенияв
[4;5]используетсяпереопределенныйметоддляобработкивычислительногоэксперимента,проведенно-
говрасчетномкомплексе,реализующемметодконечногоэлемента.Вомногихработах[21]отмечаются
вычислительныесложности.Такимобразом,всемасштабные(амплитудные)множителивданнойра-
ботеопределялисьчисленно.Внастоящейстатьеразработанподход,позволяющийсделатьследующее:
1)аналитическиотыскатьвсемасштабные(амплитудные)коэффициентыасимптотическогоразложения
М.Уильямсаполянапряжений(найтианалитическиезависимостиамплитудныхмножителейкакфунк-
цийдлинтрещин,расстояниямеждунимииприложеннойсистемойнагрузок);2)удерживатьлюбое
напередзаданноечислослагаемыхвполномасимптотическомпредставленииполянапряженийи,сле-
довательно,3)предлагаемыйметоддаетвозможностьполучитьболееточнуюоценкуугланаправления
ростатрещины.

1. Асимптотическоепредставлениекомпоненттензора

напряженийувершиныz=c.Идентификациякоэффициентов
асимптотическогоразложения

Вовторойчастистатьибылоописаноточноерешениезадачиолинейно-упругойизотропнойпла-
стине,ослабленнойдвумяколлинеарнымитрещинамиразличнойдлины,втерминахкомплексногопере-
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менногоz.Нарядусточнымрешениембылоприведеноииспользованоасимптотическоепредставление
М.Уильямса[14]полянапряженийвнепосредственнойокрестностивершинытрещиныввидеасимп-
тотическогорядапостепенямрасстоянияоткончикатрещиныr:

σij(r,θ)=
2

m=1

∞

k=−∞

amkf
(k)
m,ij(θ)r

k/2−1, (1)

гдеf
(k)
m,ij(θ)–универсальныеугловыераспределениякомпоненттензоранапряжений,определяемыев

ходерешениякраевойзадачи;r–расстояниеотвершинытрещины;θ–полярныйугол;amk –мас-
штабные(амплитудные)коэффициенты,зависящиеотгеометрииобразцастрещинойиприложенной
нагрузки;постояннаяm определяеттипнагруженияипринимаетзначение1длянагружения,отвеча-
ющегонормальномуотрыву,значение2–поперечномусдвигу.Универсальныеугловыераспределения

компоненттензоранапряженийf
(k)
m,ij(θ),фигурирующиев(1),хорошоизвестныимогутбытьнайдены

в[15]

f
(k)
1,11(θ)=k 2+k/2+(−1)k cos(k/2−1)θ−(k/2−1)cos(k/2−3)θ/2,

f
(k)
1,22(θ)=k 2−k/2−(−1)k cos(k/2−1)θ+(k/2−1)cos(k/2−3)θ/2,

f
(k)
1,12(θ)=k− k/2+(−1)

k sin(k/2−1)θ+(k/2−1)sin(k/2−3)θ/2,

f
(k)
2,11(θ)=−k 2+k/2−(−1)k sin(k/2−1)θ−(k/2−1)sin(k/2−3)θ/2,

f
(k)
2,22(θ)=−k 2−k/2+(−1)k sin(k/2−1)θ+(k/2−1)sin(k/2−3)θ/2,

f
(k)
2,12(θ)=k− k/2−(−1)

k cos(k/2−1)θ+(k/2−1)cos(k/2−3)θ/2.

(2)

Всемногообразиеконфигурацийтелстрещинами,находящихсяподдействиемразнообразныхсистем
нагрузок,отражаетсявкоэффициентахасимптотичсекогоразложения(1).Разложениеточногоанали-
тическогорешениязадачи,полученногопосредствомтеориифункциикомплексногопеременного,позво-
ляетопределитьвсекоэффициентыасимптотическогорешения М.Уильямса(1).Сцельюопределения
масштабныхмножителей–коэффициентовасимптотическогоразложенияУильямса(1)–разложимком-
плексныйпотенциалКолосова– Мусхелишвили[13]

ϕ1(z)=
c0z
2+c1z+c2

(z−a)(z−b)(z−c)(z−d)
+(α−1)

σ∞22
4

(3)

врядвокрестностивершиныz(r,θ)=c+reiθ.Полагаяв(3) z=c+reiθираскладываякомплекс-
ныйпотенциалϕ1(z)врядпостепенямr,можнополучитьследующееасимптотическоеразложение
комплексногопотенциалаϕ1(z):

ϕ1(z)=

∞

j=0

δj(z−c)
j−1/2+

α−1

4
σ∞22, (4)

гдекоэффициентыасимптотическогоразложенияδjвычисляютсякак

δm =
m

j=0

ζm−jηj, ζm =
m

l=0

ξm−lγl, ξk=
k

i=0

αk−iβi,

αk=
|2k−1|!!

2kk!
(a−c)−(2k+1)/2, βk=

|2k−1|!!

2kk!
(b−c)−(2k+1)/2,

γk=(−1)
k|2k−1|!!

2kk!
(c−d)−(2k+1)/2, η0=c0c

2+c1c+c2, η1=2c0c+c1,

η2=c0, ηk=0 ∀k>2.

(5)

Сравниваяасимптотическоепредставление М.Уильямса(1)ипредставление,полученноенаоснове
формулКолосова– Мусхелишвили(3),можнонайтивсекоэффициентыасимптотическогоразложения
М.Уильямса:

a12k+1=−
2δk

f
(2k+1)
1,22 (θ=0)

, a12=
(α−1)σ∞22

4
, a12k=0 ∀k>1. (6)

Следовательно,точноеаналитическоерешениезадачипозволяетнайти функциональнуюзависимость
коэффициентовасимптотическогоразложенияa1kполянапряженийвокрестносивершинытрещиныz=
=cотгеометрическихпараметровзадачииприложеннойнагрузки. Первыесемькоэффициентовa1k
имеютвид:
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a11 =
−2e

(a−c)(b−c)(c−d)
, e=c0c

2+c1c+c2,

a13 =
(bd−2bc+3c2−2cd−2ac+ad+ab)e

3(a−c)3/2(b−c)3/2(c−d)3/2
−

2(2c0c+c1)

3 (a−c)(b−c)(c−d)
,

a15 =
(8bcd2−22bc2d+8acd2−2ab2d−2abd2−22abc2+8b2cd+8ab2c−22ac2d)e

20(a−c)5/2(b−c)5/2(c−d)5/2
+

+
(8a2cd+12abcd−8b2c2−3b2d2+20bc3+20c3d−8c2d2+20ac3)e

20(a−c)5/2(b−c)5/2(c−d)5/2
+

+
(8a2bc−8a2c2−3a2d2−15c4−3a2b2+8a2bc−2a2bd)e

20(a−c)5/2(b−c)5/2(c−d)5/2
+

+
(−2bc+bd+3c2−2cd−2ac+ad+ab)(2c0c+c1)

5((a−c)(b−c)(c−d))3/2
−

−
2c0

5 (a−c)(b−c)(c−d)
,

a17 =
(−12ab3cd−16b3c3+5b3d3+56b2c4+35c6+62a2bc2d−22a2bcd2)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(−70ac5+56a2c4+3a2bd3−88a2c3d−22a2b2cd+65a2c2d2−70bc5)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(−70c5d+56c4d2−16c3d3+119abc4+3ab2d3−88ab2c3+24bc2d3)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(−88bc3d2+119bc4d+24a3c2d−18b2cd3+65b2c2d2−88b2c3d−18b3cd2)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(24b3c2d+3b3ad2+24b3ac2−88a2bc3+24ac2d3−88ac3d2+119ac4d)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(5a3d3−16a3c3+24a3bc2+65a62b2c2−18a3cd2+2a2b2d2+3a2b3d)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(−18a2b3c+3a3b2d−18a3b2c−12a3bcd+5a3b3−18a2cd3+62ab2c2d)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(62abc2d2−22ab2d2−124abc3−12abcd3+3a3bd2)e

56(a−c)7/2(b−c)7/2(c−d)7/2
+

+
(8bcd2−22bc2d+8acd2−2ab2d−2abd2−22abc2+8b2cd)(2c0c+c1)

28(a−c)5/2(b−c)5/2(c−d)5/2
+

+
(8ab2c−22ac2d+8a2cd+12abcd−8b2c2−3b2d2+20bc3)(2c0c+c1)

28(a−c)5/2(b−c)5/2(c−d)5/2
+

+
(20c3d−8c2d2+20ac3−8a2c2−3a2d2−15c4−3a2b2−8a2bc−2a2bd)(2c0c+c1)

28(a−c)5/2(b−c)5/2(c−d)5/2
+

+
(bd−2bc+3c2−2cd−2ac+ad+ab)c0

7((a−c)(b−c)(c−d))3/2
.

(7)

Следующиекоэффициентыздесьнеприводятсявсилуихгромоздкости:онимогутбытьвычислены
спомощьюформул(5)и(6).Полагаяв

ϕ2(z)=
c0z
2+c1z+c2

(z−a)(z−b)(z−c)(z−d)
+i
σ∞12
2

(8)

z=c+reiθираскладываякомплексныйпотенциалϕ2(z)врядпостепенямr,можнополучитьследу-
ющееасимптотическоеразложениекомплексногопотенциалаϕ2(z):

ϕ2(z)=−i

∞

j=0

δj(z−a)
j−1/2+i

σ∞12
2
, (9)

гдеc0=σ
∞
12/2.Используяасимптотическоеразложениеврядкомплексногопотенциалаϕ2(z)вокрест-

ностивершиныz=a,можнополучитьпоследовательностькоэффициентов

a22k+1=
−2ηk

f
(2k+1)
2,12 (θ=0)

, a22k=0,∀k>0, (10)

(можноотметить,чтоa22k+1=−a
1
2k+1,длявсехk.)Спомощьюполученныхвыраженийдлякоэффици-

ентовполногоасимптотическогоразложения М.Уильямсаполянапряженийувершинытрещиныz=c
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можнопостроитьлинииуровнякомпоненттензоранапряженийиинтенсивностинапряженийисравнить
ихсрезультатамиточногоаналитическогорешения,основанногонаформулахКолосова– Мусхелишви-
ли,дляоценкивкладавысшихприближенийвасимптотическомразложении М.Уильямса.Нарис.1
изображенылинииравныхзначенийкомпонентынапряженийσ22увершинытрещиныz=c,постро-
енныеспомощьюточногоаналитическогорешения,базирующегосянатеориифункциикомплексного
переменного(показанногознаками"плюс"),иприближенногоаналитическогорешения,базирующегося
намногочленномразложенииМ.Уильямса(показанногосплошнымилиниями),вслучаесмешанногоде-
формированияплоскостисдвумяколлинеарнымитрещинамидляпараметрасмешанностинагружения
Me=0.5[16;18;19]. Нарис.1,апоказаноточноерешение,одночленноеиN-членныеасимптоти-
ческиеразложения.Видно,чтонарассматриваемыхрасстоянияхотвершинытрещиныодночленное
асимптотическоеразложениеплохосогласуетсясточнымрешением:кривыенесовпадают.Однакоуве-
личениечислаудерживаемыхвасимптотическомразложениидо3слагаемыхприводитксовпадающим
кривым.Изрис.1,авидно,что5,7,9-членныеасимптотическиеразложенияпрактическисовпадают
сточнымрешениемзадачи.Такимобразом,нарассматриваемыхрасстоянияхдостаточноудерживать
трислагаемыхасимптотическогоразложения.Нарис.1,бпоказанылинииуровнякомпонентытензо-
ранапряженийσ̂22=σ22/σ

∞
22=1.75.Изрис.1видно,чтоприудаленииотвершинытрещинытрех-,

пяти-,семи-членныеасимптотическиеразложениястановятсяразличимымиинесовпадаютсточным
решениемзадачи.ПоэтомувполномасимптотическомразложенииМ.Уильямсанеобходимоудерживать
высшиеприближения,вплотьдо9слагаемых.
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Рис.1.Линииуровнякомпонентытензоранапряженийσ22увершинытрещиныz=c,построенныес
помощьюасимптотическихразложенийприудержанииразличногоколичестваслагаемых

Нарис.1,впоказанылинииуровнякомпонентытензоранапряженийσ̂22=σ22/σ
∞
22=1.635.Изгра-

фиковследуетещеболеезаметноеотличиекривой,построеннойпосредствомтрехчленногоасимптоти-
ческогоразложениякомпонентыσ22,отточногорешения.Следовательно,чембольшерасстояниеот
вершинытрещины,тембольшеслагаемыхследуетсохранятьвасимптотическомразложении.Нарис.2
изображенылинииуровняинтенсивностикасательныхнапряженийувершинытрещиныz=cвпла-
стинедлязначенияпараметрасмешанностинагруженияMe=0.5дляслучаяплоскогодеформирован-
ногосостояния.Показанылинииуровня:σ̂e=σe/σ

∞
22=4.5(рис.2,а),σ̂e=σe/σ

∞
22=3.5(рис.2,б),

σ̂e=σe/σ
∞
22=3.31(рис.2,в).

Изрис.2, аможнозаключить,чтоодночленногоразложения,показанногометкойN =1,недо-
статочнодляописанияполянапряженийнарассматриваемыхрасстояниях. Очевидно,чтотакжене
хватаетучетаТ-напряжений(кривая,отмеченнаяметкойN =2,построенаспомощьюдвучленного
асимптотическогоразложенияинтенсивностинапряжений). Однакотрехчленноеасимптотическоераз-
ложение(N=3)приводиткхорошемусовпадениюсточнымрешением,показаннымзнаками"плюс".
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Изрис.2,бследует,чтоеслиσ̂e=3.5(т.е.мыуходимоткончикатрещины),топятичленноеасимптоти-
ческоеразложение(N=5)отличаетсяотточногорешения,асемичленноеасимптотическоеразложение
(N=7)хорошосогласуетсясточныманалитическимрешением.Придальнейшемудаленииотверши-
ныдефекта(рис.2,в)заметносущественноотклонениесеми-идевятичленногоразложенийотточного
решения,втовремякакодиннадцатичленноерешение(N=11)близкокточномурешению,тринадца-
тичленное,пятнадцатичленноеразложенияприводяткполномусовпадениюсточнымрешением,осно-
ваннымнатеориифункциикомплексногопеременного.Нарис.2,влинииуровня,определяемыетрех-
ипятичленнымасимптотическимиразложениями,неприведены,ибоонисущественноразличаютсяпо
своимразмерамиформеоткривых,изображенныхнаграфике.
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Рис.2.Линииуровняинтенсивностикасательныхнапряженийувершинытрещиныz=cвпластине,
находящейсявусловияхсмешанногонагруженияMe=0.5:1)точноерешение(прерывистаякривая)и
приближенноеасимптотическоеразложение(̂σe=4.25);2)точноерешение(знаки"плюс")иприближен-
ноепятичленноеасимптотическоеразложение(б)(̂σe=3.5);3)точноерешение(прерывистаякривая)
иприближенноеасимптотическоеразложение(̂σe=3.1);(плоскоедеформированноесостояние)

2. Асимптотическоепредставлениекомпоненттензора

напряженийувершиныz=d.Идентификациякоэффициентов
асимптотическогоразложения

Раскладываякомплексныйпотенциалϕ1(z)врядвокрестностиверишнытрещиныz=d,можно
получить

ϕ1(z)=

∞

j=0

(−1)j j(z−d)
j−1/2+(α−1)σ∞22/4, (11)

гдекоэффициентырядавычисляютсяпоформулам:

n=
n
j=0υn−jςj, υn=

n
j=0 n−jιj, n=

n
j=0λn−jϑj,

ς0=c0d
2+c1d+c2, ς1=2c0d+c1, c2=c0, ςk=0,∀k>2,

λn=
∞
n=0

(2n−1)!!

2nn!
(a−d)−(2n+1)/2, ϑn=

∞

n=0

(2n−1)!!

2nn!
(b−d)−(2n+1)/2,

ιn=
∞
n=0

(2n−1)!!

2nn!
(c−d)−(2n+1)/2.

(12)
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Сравниваяасимптотическоепредставление М.Уильямса(1)ипредставление,полученноенаоснове
формулКолосова– Мусхелишвили(3),можнонайтивсекоэффициентыасимптотическогоразложения
М.Уильямса:

a12k+1=(−1)
k 2k

f
(2k+1)
1,22 (θ=0)

, a12=
(α−1)σ∞22

4
, a12k=0 ∀k>1. (13)

Поаналогиисранеерассмотреннымивершинамитрещинz=aиz=cможноотыскатькоэффици-
ентыполногоразложения М.Уильямсаувершинытрещиныz=cвслучаепоперечногосдвига:

a22k+1=(−1)
k 2k

f
(2k+1)
2,12 (θ=0)

, a12k=0 ∀k>1. (14)

Первыесемькоэффициентовa22k+1 асимптотическогоразложенияполянапряженийвокрестности
точкиz=dвразвернутойформеимеютвид:

a11 =
2e

(a−d)(b−d)(c−d)
, e=c0d

2+c2d+c2,

a13 = −
(bc−2bd−2cd+3d2+ac−2ad+ab)e

3((a−d)(b−d)(c−d))3/2
−

2(2c0d+c1)

3 (a−d)(b−d)(c−d)
,

a15 =
(2ab2c−8a2cd−8ab2d+22bcd2+2a2bc+22abd2−8a2bd−8bc2d)e

5((a−d)(b−d)(c−d))3/2
+

+
(22acd2−8ac2d−8b2cd+2abc2−20ad3−20cd3+8c2d2+3b2c2)e

5((a−d)(b−d)(c−d))3/2
+

+
(15d4+3a2c2−20bd3−12abcd+3a2c2+8a2d2+3a2b2+8b2d2)e

5((a−d)(b−d)(c−d))3/2
+

+
(bc−2bd−2cd+3d2+ac−2ad+ab)(2c0d+c1)

5((a−d)(b−d)(c−d))3/2
+

+
2c0

5 (a−d)(b−d)(c−d)
,

a17 =
(−119acd4−24ac3d2+88ab2d3+18b2c3d−119abd4+88ac2d3+3a2bc3)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(18a2c3d−3a2b3c−65a2c2d2+88a2bd3−119bcd4+88b2cd3)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(18a2b3d−24bc3d2+3ab2c3−65b2c2d2−24b3cd2+18b3c2d+88bc2d3)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(16b3d3−5b3c3−56b2d4+70bd5+16c3d3−56c2d4+70cd5−35d6)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(12abc3d−62ab2cd2−62abc2d2+124abcd3+22a2bc2d−62a2bcd2)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(22ab2c2d+12ab3cd+22a2b2cd+12a3bcd+70ad5−56a2d4−5a3c3+16a3d3+88a2cd3)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(18a3c2d−24a3cd2−3ab3c2−24ab3d2−2a2b2c2−65a2b2d2)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
+

+
(18a3b2d−3a3bc2−3a3b2c−24a3bd2−5a3b3)e

56((a−d)(b−d)(c−d))7/2
−

−
(2ab2c−8a2cd−8ab2d+22bcd2+2a2bc+22abd2−8a2bd)(2c0d+c1)

28((a−d)(b−d)(c−d))5/2
−

(15)

−
(22acd2−8bc2d−8ac2d−8b2cd+2abc2−20ad3−20cd3)(2c0d+c1)

28((a−d)(b−d)(c−d))5/2
−

−
(8c2d2+3b2c2+8b2d2−20bd3−12abcd15d4+3a2c2+8a2d2+3a2b2)(2c0d+c1)

28((a−d)(b−d)(c−d))5/2
−

−
(bc−2bd−2cd+3d2+ac−2ad+ab)c0

7((a−d)(b−d)(c−d))3/2
.

(16)

Линииуровняинтенсивностикасательныхнапряженийувершинытрещиныz=dвпластине,нахо-
дящейсявусловияхсмешанногонагруженияMe=0.25,показанынарис.3,гдеточноерешениеизоб-
раженопрерывистойкривойиприближенноеасимптотическоеразложениепоказаносплошнойлинией.
Нарис.3,апоказаноасимптотическоерешение,содержащеетолькооднослагаемое;нарис.3,бпоказа-
ноточноерешение(прерывистаякривая)иприближенноепятичленноеасимптотическоеразложение(б);
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нарис.3в–точноерешение(прерывистаякривая)иприближенноеасимптотическоеразложение,со-
держащее50слагаемых.Всевычисленияпроведеныдляплоскогодеформированногосостояния.
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Рис.3.Линииуровняинтенсивностикасательныхнапряженийувершинытрещинывпластине,нахо-
дящейсявусловияхсмешанногонагруженияMe=0.25:1)точноерешение(прерывистаякривая)и
приближенноеасимптотическоеразложение,содержащеетолькооднослагаемое(а);2)точноерешение
(прерывистаякривая)иприближенноепятичленноеасимптотическоеразложение(б);3)точноереше-
ние(прерывистаякривая)иприближенноеасимптотическоеразложение,содержащее50слагаемых(в);
(плоскоедеформированноесостояние)

Развитыйвнастоящемисследованииподходпоказалследующее:1)спомощьюкомпьютерногоал-
горитма,реализованноговсистемесимвольныхвычислений Maple,достаточнопростопостроитьвыс-
шиеприближениявасимптотическихразложенияхкомпоненттензоранапряженийувершинытрещи-
ны;2)многочисленныетестыкомпьютерногоалгоритмаисравнениерезультатовсимеющимсяточным
решениемрассматриваемойзадачионагружениипластинысдвумяколлинеарнымитрещинамиразлич-
нойдлиныприводятксходящимсякточномурешениюасимптотическимразложенияммеханических
полей;3)удержаниевысшихприближенийприводитксущественномурасширениюобластидействия
асимптотики М.Уильямса.

3. Многопараметрическиекритерииразрушения

Полученныемногопараметрическиеасимптотическиеразложенияпозволяютвычислитьуголнаправ-
ленияраспространениятрещинывусловияхсмешанногодеформированиявполномдиапазонесмешан-
ныхформнагруженияотчистогопоперечногосдвигадочистогонормальногоотрыва,характеризуемых
параметромсмешанностинагруженияMe[18].Внастоящейработебыливычисленыуглыраспростра-
ненияправойтрещиныувершиныz=aпосредствомдвухкритериев:1)критериямаксимальноготан-
генциальногонапряжения:

∂σθθ
∂θ
=0,

∂2σθθ
∂θ2

<0 (17)

(результатывычисленийприведенывтабл.1);2)критерияминимумаплотностиэнергииупругойде-
формации:

∂S

∂θ
=0,

∂2S

∂θ2
>0, S=

1

2µ

κ+1

8
(σrr+σθθ)

2
−σrrσθθ+σ

2
rθ . (18)
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Результатывычисленийпопоследнемукритериюприведенывтабл.2,3(гдеr̂=r/((c−d)/2)).Для
каждогокритерияочевиднымявляетсясущественнаязависимостьугланаправленияраспространения
отвысшихприближений:впервомстолбцеприведеныуглынаправленияростатрещины,вычисленные
спомощьюоднопараметрическогоасимптотическогоразложения(N =1),гдеN –числоудерживае-
мыхслагаемых.ПосколькуN=1,тозначенияугланезависятотрасстоянияоткончикатрещины.В
следующихстолбцахприведенызначенияугловраспространениятрещины,полученныесудержанием
высшихприближений(вовсехслучаяхудерживалось100слагаемых).Зависимостьугланаправления
распространениятрещиныотрасстоянияотвершиныболееярковыраженадлянагружений,близких
кпоперечномусдвигу.Даннаязависимостьсглаживаетсядлянагружений,близкихкнормальномуот-
рыву.Результатывычисленийприведенывтабл.4и5.
Какпоказалипроведенныевычисления,критериймаксимуматангенциальногонапряженияменеечув-

ствителенкрасстояниямоткончикатрещины,накоторыхвычисляетсязначениеугла:послезначения
r̂=0.5полученныезначенияугловстабилизируются.
Нарис.4показандоведенныйдоразрушенийобразецсдвумяколлинеарнымитрещинами.Пласти-

насдвумянаклоннымиподуглом45◦параллельнымитрещинаминаходиласьвусловияходноосного
растяжения,чтосоответствуетсмешанномунагружениюгоризонтальныхтрещинизначениюпараметра
смешанностинагруженияMe=0.5.Видно,чторезультатыпроведенныхвычисленийпомногопарамет-
рическомукритериюмаксимальноготангенциальногонапряженияхорошоподтверждаютсяэксперимен-
том,посколькууголнаправленияраспространениятрещинысоставляет45◦(табл.1,второйстолбец).

Рис.4.Доведенныйдоразрушенияобразецсдвумяколлинеарнымитрещинами

Таблица1
Углынаправленийростатрещины,вычисленныеспомощьюкритериямаксимального

тангенциальногонапряжения

Уг
о
л
на
п
ра
в
ле
н
и
я

ро
с
та
т
ре
щ
и
н
ы

N=1 r̂=0.05 r̂=0.1 r̂=0.25 r̂=0.5 r̂=0.75 r̂=1.25 r̂=1.5 r̂=1.75 Me

-70.53 -67.66 -65.02 -58.80 -52.91 -49.91 -47.20 -46.55 -46.11 0
-67.53 -63.81 -60.94 -54.79 -49.79 -46.81 -44.50 -43.95 -43.60 0.1
-64.47 -59.77 -56.72 -50.75 -45.94 -43.68 -41.74 -41.30 -41.01 0.2
-62.86 -57.64 -54.52 -48.68 -44.16 -42.07 -40.31 -39.92 -39.66 0.25
-61.18 -55.41 -55.23 -46.55 -42.32 -40.41 -38.83 -38.47 -38.25 0.3
-57.48 -50.56 -47.32 -42.05 -38.43 -36.86 -35.62 -35.36 -35.20 0.4
-53.13 -45.01 -41.82 -37.10 -34.10 -32.88 -31.98 -31.80 -31.70 0.5
-47.72 -38.52 -35.52 -31.49 -29.15 -28.27 -27.68 -27.59 -27.54 0.6
-40.61 -30.83 -28.22 -25.03 -23.36 -22.79 -22.48 -22.45 -22.45 0.7
-36.12 -26.46 -24.14 -21.42 -20.08 -19.65 -19.46 -19.46 -19.47 0.75
-30.81 -21.73 -19.77 -17.56 -16.52 -16.22 -16.12 -16.13 -16.16 0.8
-17.19 -11.30 -10.23 -9.10 -8.62 -8.50 -8.50 -8.53 -8.55 0.9
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Таблица2
Углынаправленийраспространениятрещины,вычисленныеспомощьюкритерия

минимумаплотностиэнергииупругойдеформации(ν=0.3)
(плоскоедеформированноесостояние)

Уг
о
л
ро
с
та
т
ре
щ
и
н
ы

N=1 r̂=0.05 r̂=0.1 r̂=0.25 r̂=0.5 r̂=0.75 r̂=1.25 r̂=1.5 r̂=1.75 Me

-82.34 -82.36 -82.36 -82.18 -81.11 -79.15 -74.26 -71.98 -69.96 0
-76.19 -76.02 -75.95 -75.56 -74.20 -72.17 -67.72 -63.74 -63.99 0.1
-70.14 -69.44 -69.43 -68.75 -67.11 -65.10 -61.13 -59.42 -57.92 0.2
-67.14 -66.42 -66.12 -65.26 -63.51 -61.53 -57.80 -56.22 -54.84 0.25
-64.14 -63.14 -62.74 -61.70 -59.86 -57.93 -54.45 -52.99 -51.72 0.3
-58.10 -56.39 -55.74 -54.36 52.42 -50.64 -47.63 -46.41 -45.35 0.4
-51.91 -49.22 -48.31 -46.67 -44.74 -43.16 -40.65 -39.65 -38.78 0.5
-45.34 -41.43 -40.30 -38.53 -36.76 -35.43 -33.40 -32.61 -31.93 0.6
-38.01 -32.75 -31.53 -29.83 -28.36 -27.32 -25.80 -25.21 -24.71 0.7
-33.82 -28.00 -26.81 -25.25 -23.96 -23.09 -21.82 -21.33 -20.92 0.75
-29.04 -22.93 -21.84 -20.48 -19.42 -18.71 -17.70 -17.32 -16.99 0.8
-16.75 -11.89 -11.23 -10.46 -9.91 -9.55 -9.05 -8.86 -8.70 0.9

Таблица3
Углынаправленийраспространениятрещины,вычисленныеспомощьюкритерия

минимумаплотностиэнергииупругойдеформации(ν=0.5)
(плоскоедеформированноесостояние)

Уг
о
л
ро
с
та
т
ре
щ
и
н
ы

N=1 r̂=0.05 r̂=0.1 r̂=0.25 r̂=0.5 r̂=0.75 r̂=1.25 r̂=1.5 r̂=1.75 Me

-90.00 -89.53 -89.06 -87.55 -84.61 -82.28 -75.05 -72.50 -70.31 0
-83.99 -83.18 -82.53 -80.63 -77.36 -74.11 -68.54 -66.31 -64.41 0.1
-77.91 -76.63 -75.76 -73.42 -69.94 -66.87 -61.93 -60.00 -58.37 0.2
-74.82 -73.25 -72.25 -69.70 -66.17 -63.20 -58.59 -56.80 -55.29 0.25
-71.68 -69.78 -68.64 -65.90 -62.35 -59.51 -55.21 -53.56 -52.16 0.3
-65.19 -62.49 -61.07 -58.03 -54.58 -52.03 -48.33 -46.94 -45.76 0.4
-58.28 -54.60 -52.94 -49.77 -46.57 -44.35 -41.25 -40.01 -39.12 0.5
-50.68 -45.91 -44.10 -41.04 -38.24 -36.40 -33.89 -32.97 -32.19 0.6
-41.90 -36.18 -34.41 -31.73 -29.47 -28.05 -26.14 -25.45 -24.87 0.7
-36.84 -30.85 -29.21 -26.82 -24.89 -23.69 -22.09 -21.51 -21.03 0.75
-31.13 -25.21 -23.76 -21.74 -20.16 -19.19 -17.91 -17.44 -17.06 0.8
-17.21 -13.01 -12.18 -11.10 -10.28 -9.78 -9.14 -8.91 -8.72 0.9

Таблица4
Углынаправленийраспространениятрещины,вычисленныеспомощьюкритерия

минимумаплотностиэнергииупругойдеформации(ν=0.5)
(плоскоенапряженноесостояние)

Уг
о
л
ро
с
та
т
ре
щ
и
н
ы

N=1 r̂=0.05 r̂=0.1 r̂=0.25 r̂=0.5 r̂=0.75 r̂=1.25 r̂=1.5 r̂=1.75 r̂=2 Me

-79.66 -79.90 -80.10 -80.41 -79.96 -78.43 -73.98 -71.79 -68.83 68.11 0
-77.53 -77.23 -77.05 -76.39 -74.72 -72.49 -67.86 -65.83 -64.06 -62.52 0.1
-71.51 -70.85 -70.51 -69.54 -67.59 -65.40 -61.27 -59.52 -58.00 -56.68 0.2
-68.51 -67.61 -67.17 -66.01 -63.96 -61.82 -57.94 -56.32 -54.91 -53.70 0.25
-65.50 -64.31 -63.76 -62.42 -60.29 -58.20 -54.58 -53.08 -51.79 -50.67 0.3
-59.42 -57.48 -56.68 -55.00 -52.79 -50.88 -47.76 -46.50 -45.42 -44.42 0.4
-53.13 -50.20 -49.15 -47.22 -45.06 -43.37 -40.75 -39.72 -38.84 -38.08 0.5
-46.41 -42.27 -41.00 -38.98 -37.02 -35.60 -33.49 -32.68 -31.98 -31.38 0.6
-38.83 -33.42 -32.08 -30.18 -28.56 -27.45 -25.86 -25.25 -24.74 -24.29 0.7
-34.47 -28.56 -27.27 -25.54 -24.13 -23.20 -21.87 -21.37 -20.94 -20.56 0.75
-29.51 -23.39 -22.21 -20.72 -19.56 -18.80 -17.74 -17.34 -16.99 -16.70 0.8
-16.86 -12.12 -11.41 -10.58 -9.97 -9.60 -9.07 -8.87 -8.70 -8.56 0.9
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Выводыиобсуждениерезультатов

Внастоящейработевыполненасимптотическийанализвлияниявысшихприближенийвполном
асимптотическомразложении М.Уильямсаполянапряженийувершинытрещинывбесконечнойли-
нейно-упругойизотропнойпластине,ослабленнойдвумяколлинеарнымитрещинамиразнойдлины.По-
казано,чтовысшиеприближениявасимптотическомразложениииграютсущественнуюрольприоценке
полянапряженийприувеличениирасстоянияоткончикатрещины:чембольшеслагаемыхудерживает-
сявасимптотическомразложении,тембольшеобластьдействияасимптотикиМ.Уильямса.Полученное
решениеможетбытьполезноприобработкерезультатовэкспериментов,нацеленныхнаопределениепа-
раметровмеханикиразрушения(коэффициентовинтенсивностинапряжений,Т-напряжений),поскольку
толькоправильнаяинтерпретацияэкспериментальныхданныхведеткнадежнымидостовернымрезуль-
татам[29;34].Вычисленыуглыраспространениятрещинывусловияхсмешанногонагруженияспомо-
щьюмногопараметрическогоразложенияполянапряженийпосредством:1)критериямаксимального
тангенциальногонапряжения;2)критерияминимумаплотностиэнергииупругойдеформации.Показа-
но,чтовысшиеприближенияоказываютсущественноевлияниенауголнаправленияраспространения
трещинывусловияхсмешанногонагруженияиследуетприбегатькмногопараметрическимкритериям
разрушения.
АвторвыражаетблагодарностьРоссийскомуфондуфундаментальныхисследованийзафинансовую

поддержкуработы(проект19-01-00631).
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