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АННОТАЦИЯ
Статья посвящена многопараметрическому асимптотическому описанию поля напряжений у вершин

двух коллинеарных трещин различной длины в бесконечной линейно-упругой изотропной пластине,
находящейся в следующих условиях: 1) под действием нормального растягивающего напряжения;
2) под действием поперечного сдвига; 3) в условиях смешанного деформирования в полном диапазоне
смешанных форм нагружения, изменяющихся от чистого нормального отрыва до чистого поперечного
сдвига. Построены многопараметрические асимптотические разложения компонент тензора напряжений,
содержащие высшие приближения, в которых аналитически определены все масштабные (амплитудные)
множители — коэффициенты полного асимптотического разложения М. Уильямса — как функции
длин трещин, расстояния между ними и параметров нагружения. С помощью построенного разложения
и полученных формул для коэффициентов разложения можно удерживать любое, наперед заданное
число слагаемых в асимптотических представлениях механических полей у вершины трещин в пластине.
Проведен анализ числа слагаемых, которые необходимо удерживать на различных расстояниях от
кончика дефекта.
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ABSTRACT

The paper is devoted to the multi-parameter description of the stress fields in the vicinity of two collinear
crack of different length in an infinite isotropic elastic medium subjected to 1) Mode I loading; 2) Mode
II loading; 3) mixed (Mode I + Mode II) mode loading. The multi-parameter asymptotic expansions of the
stress field in the vicinity of the crack tip in isotropic linear elastic media under mixed mode loading are
obtained. The amplitude coefficients of the multi-parameter series expansion are found in the closed form.
Having obtained the coefficients of the Williams series expansion one can keep any preassigned number of
terms in the asymptotic series. Asymptotic analysis of number of the terms in the Williams asymptotic series
which is necessary to keep in the asymptotic series at different distances from the crack tip. It is shown
that the more distance from the crack tip the more terms in the Williams asymptotic expansion need to
be kept.

Key words: stress-strain state at the crack tip, multiparameter description of stress field at the crack tip,
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Введение. Смешанное нагружение тела с трещиной

Несмотря на глубокую математическую разработанность и огромное количество публикаций [1–16],
механика хрупкого разрушения все еще содержит много открытых задач и вопросов [5; 6]. Например,
механизмы разрушения, отвечающие нормальному растяжению пластины с трещиной, хорошо изучены.

Тем не менее разрушение, особенно на первой стадии [14], часто соответствует разрушению при сме-
шанном деформировании тела с дефектом. Это обусловлено существованием случайно ориентированных
микродефектов (микротрещин) вблизи вершины трещины в элементе конструкции. Поэтому особенно
важными и актуальными представляются формулировка, верификация и апробирование критериев раз-
рушения при реализации смешанных мод деформирования элементов конструкций с дефектами. К на-
стоящему времени предложен целый ряд критериев разрушения и параметров, предназначенных специ-
ально для смешанного нагружения тела с трещиной [10; 13; 14].

В настоящей статье построены многокомпонентные асимптотические разложения поля напряжений у
вершин двух коллинеарных трещин различной длины в бесконечной пластине в условиях смешанного на-
гружения в полном диапазоне смешанных форм нагружения от чистого сдвига до чистого нормального
отрыва и протестированы два критерия разрушения для данной конфигурации образца с трещинами: 1)
критерий максимального тангенциального напряжения; 2) критерий минимума плотности энергии упру-
гой деформации. Главным мотивом данного исследования является необходимость развития критериев
разрушения, базирующихся на многочленном асимптотическом разложении поля напряжений у верши-
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ны трещины, поскольку критерии разрушения, основанные на применении только одного параметра
разрушения — коэффициента интенсивности напряжений, имеют существенные ограничения [10; 13; 14;
17–20]. В статье с помощью двух критериев вычислены углы распространения трещины в полном диа-
пазоне смешанных форм деформирования. Показано, что однопараметрический критерий разрушения,
основанный на удержании только одного слагаемого в асимптотическом разложении М. Уильямса поля
напряжений в окрестности вершины трещины, приводит к углам распространения трещины, значительно
отличающимся от значений углов распространения трещины, к которым приводит многопараметриче-
ский критерий с удержанием высших слагаемых в асимптотических разложениях поля напряжений.

Одним из наиболее известных критериев распространения трещины является критерий максималь-
ного тангенциального напряжения [10]. Согласно этому критерию трещина растет в направлении, в ко-
тором тангенциальное напряжение достигает максимума на некотором расстоянии от кончика дефекта.
Таким образом, для вычисления максимума тангенциального напряжения должно быть введено некото-
рое критическое расстояние от кончика трещины. Немедленно возникает вопрос, из каких соображений
выбрать критическое расстояние от кончика трещины? В этом отношении физически обоснованной пред-
ставляется идея Ши [11], согласно которой решения механики сплошных сред перестают работать на
некотором расстоянии от кончика трещины, ибо концепция сплошной среды на этом расстоянии на-
рушается. Критическое расстояние служит некоторым масштабным фактором, при котором работает
концепция сплошности. Ши ввел в рассмотрении "ядро, окружающее вершину трещины" , и плотность
энергии упругой деформации, умноженной на это критическое расстояние от кончика трещины (радиус
ядра). Однопараметрический критерий распространения трещины не учитывает критическое расстояние
от кончика трещины, тогда как многопараметрические критерии разрушения требуют задания расстоя-
ния от кончика трещины, на котором оценивается тангенциальное напряжение или плотность энергии
упругой деформации.

В настоящее время вопросам смешанного нагружения тел с разрезами и угловыми вырезами посвя-
щается большое количество теоретических, вычислительных и экспериментальных работ [13; 14; 16; 17].
Экспериментальное определение параметров механики разрушения на основе асимптотического представ-
ления поля напряжений у вершины трещины сейчас привлекает внимание многих научных школ [14–17].
Экспериментальные исследования, нацеленные на построение многочленных асимптотических разложе-
ний поля напряжений у вершины трещины и нахождение коэффициентов полного асимптотического
разложения М. Уильямса, проведены и обсуждаются в целом ряде работ [14–21]. Особенное внимание
исследователей привлекает использование современного испытательного оборудования (трехмерные циф-
ровые оптические системы) [22–24], применение новых методов (регистрация полей перемещений и де-
формаций методом корреляции цифровых изображений) [24–27], предложение и испытание новых образ-
цов (образцов с новой геометрией, наиболее подходящих для изучения задач смешанного нагружения)
[14; 21]. Например, в [14] рассмотрен образец на четырехточечный изгиб с несимметричным расположе-
нием надреза (всего изучена сорок одна конфигурация образца с различными расстояниями надреза от
середины полосы). Данная геометрия образца особенно удобна для исследования смешанного нагруже-
ния в полном диапазоне смешанных форм нагружения, однако в работе вид приложенной нагрузки и
геометрия образца не связываются с определенным значением параметра смешанности нагружения, по-
этому требуются дополнительные расчеты, связывающие параметры модели и вид нагружения. В [21]
предложен образец новой формы: полукруговой диск с надрезом для испытания на сжатие. В работе
подробно исследовано влияние геометрии образца (отношения глубины надреза к радиусу полудиска) на
коэффициент интенсивности напряжений. Анализ включает экспериментальное определение коэффици-
ента интенсивности напряжений методом фотоупругости и конечно-элементное решение задачи. Авторы
работы [21] показывают, что для образцов данной конфигурации значения функции формы образца оста-
ются постоянными величинами, не зависящими от отношения глубины надреза к радиусу полудиска,
что является весомым преимуществом при обработке экспериментальной информации. Поэтому в насто-
ящей работе рассматривается, с одной стороны, классический образец: пластина с двумя коллинеарны-
ми трещинами различной длины, для которой имеется аналитическое решение, полученное с помощью
теории функции комплексного переменного [1], с другой стороны, пластина с двумя трещинами пред-
ставляет собой новый образец для построения многопараметрических асимптотичеcких разложений поля
напряжений у вершины трещины и оценки направления роста трещины на основе многопараметриче-
ского асимптотического разложения компонент тензора напряжений. Имеющееся аналитическое решение
задачи позволит сделать следующее: 1) проанализировать вклад высших слагаемых асимптотического
разложения в общее представление поля напряжений у вершины трещины; 2) апробировать многопара-
метрические критерии разрушения (критерии максимального тангенциального напряжений и критерий
минимума плотности энергии упругой деформации); 3) дать существенную информацию для экспери-
ментального изучения полей перемещений, деформаций и напряжений у вершины трещины с помощью
различных экспериментальных техник от традиционных (цифровая фотоупругость, голография и спекл-
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интерферометрия) до новейших (метод корреляции цифровых изображений) и для цифровой обработки
всей совокупности получаемой экспериментальной информации.

1. Методы теории функции комплексного переменного. Формулы

Колосова – Муcхелишвили

Методы теории функции комплексного переменного дают удобный подход для решения многих дву-
мерных задач теории упругости [1]. В рамках данного подхода вводится в рассмотрение функция на-
пряжений Эри Φ(x1, x2), с помощью которой компоненты тензора напряжений выражаются следующим
образом:

σ11(x1, x2) = Φ,22, σ22(x1, x2) = Φ,11, σ12(x1, x2) = −Φ,12. (1)

Функция напряжений Эри для линейно-упругого изотропного материала подчиняется бигармоническому
уравнению, решение которого, следуя формализму Колосова — Мусхелишвили, можно представить через
аналитические функции комплексного переменного z = x1+ ix2 – комплексные потенциалы ϕ(z) и χ(z) :

Φ(x1, x2) = Re [z̄ϕ(z) + χ(z)] , (2)

где Re обозначает действительную часть функции и черта сверху обозначает комплексно сопряженную
функцию: z̄ = x1 − ix2. Комбинация соотношений (1) и (2) приводит к классическим представлениям
поля напряжений через комплексные потенциалы ϕ(z) и χ(z) :

σ11(z) + σ22(z) = 4Re [ϕ′(z)] ,
σ22(z)− σ11(z) + 2iσ12(z) = 2 [z̄ϕ′′(z) + χ′(z)] .

(3)

Компоненты напряжений должны удовлетворять следующим краевым условиям в бесконечно удаленной
точке: для трещины нормального отрыва (рис. 1):

lim
|z|→∞

[σ11(z), σ12(z), σ22(z)] = [α, 0, 1]σ∞
22 , (4)

для трещины поперечного сдвига

lim
|z|→∞

[σ11(z), σ12(z), σ22(z)] = [0, 1, 0]σ∞
12 . (5)
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Рис. 1. Геометрия пластины с двумя коллинеарными трещинами: нормальный отрыв и поперечный сдвиг

1.1. Двухосное нагружение пластины с двумя коллинеарными трещинами
различной длины (трещины типа I)

В случае симметричного нагружения касательное напряжение σ12(z) обращается в нуль всюду на
линии x2 = 0, следовательно, можно свести задачу к отысканию одной аналитической функции ϕ′(z) =
= ϕ′

1(z) такой, что

σ1
11(z) = 2Re[ϕ′

1(z)]− 2x2Im[ϕ′′
1 (z)] + C1,

σ1
22(z) = 2Re[ϕ′

1(z)] + 2x2Im[ϕ′′
1 (z)]− C1,

σ1
12(z) = −2x2Re[ϕ′′

1(z)] + C1, C1 = (α− 1)σ∞
22/2.

(6)
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Следуя классическому формализму Колосова — Мусхелишвили [1], можно найти комплексный по-
тенциал ϕ′

1(z) :

ϕ′
1(z) =

c0z
2 + c1z + c2

√

(z − a)(z − b)(z − c)(z − d)
+ (α− 1)

σ∞
22

4
, c0 =

σ∞
22

2
. (7)

Постоянные c1 и c2 определяются согласно равенствам c1 = ∆1/∆, c2 = ∆2/∆, следующим из условий
однозначности смещений,

где ∆ = I2J3 − J2I3, ∆1 = c0I3(J1 − I1), ∆2 = c0(I1J2 − I2J1), (8)

где приняты обозначения

I1 =
a(c−b)+ c(b+c)
√

(a− c)(b − d)
K(k1) +

(a−c)(b−d)
√

(a− c)(b − d)
E(k1)+

+
a(b−c)+b(b+d)−c(c+d)

√

(a− c)(b− d)
Π(k3, k1),

J1 =
a(a+d)+ c(a− d)
√

(a− c)(b− d)
K(k1) +

(a−c)(b−d)]
√

(a− c)(b− d)
E(k1)−

−[a(a+b)+c(a−d)−d(b+d)]
√

(a− c)(b− d)
Π(k3, k1),

(9)

I2 =
2c

√

(a− c)(b − d)
K(k1) +

2(b− c)
√

(a− c)(b− d)
Π(k2, k1),

J2 =
2a

√

(a− c)(b− d)
K(k1) +

2(d− a)
√

(a− c)(b − d)
Π(k3, k1),

I3 = J3 =
2

√

(a− c)(b − d)
K(k1),

(10)

где k1 =

√

(a− b)(c− d)

(a− c)(b− d)
, k2 =

a− b

a− c
, k3 =

d− c

a− c
, K(k1) = F (k1, π/2), E(k1) = E(k1, π/2) — полные

нормальные эллиптические интегралы Лежандра первого и второго рода (канонические эллиптические
интегралы Лежандра) соответственно, Π(k3, k1) — нормальный эллиптический интеграл Лежандра тре-
тьего рода:

K(k1)=

π/2
∫

0

dx
√

1−k21 sin2x
=F (π/2, k1), E(k1)=

π/2
∫

0

√

1−k21 sin2xdx=E(π/2, k1),

Π(ω2, k1) =

π/2
∫

0

dx

(1− ω2sin2x)
√

1− k21 sin
2 x

= Π(π/2, ω2, k1, ).

Выделяя действительную и мнимую части комплексного потенциала ϕ′
1(z) в (6) и (7), можно полу-

чить аналитические выражения для компонент тензора напряжений

σ1
11(x1, x2) = 3F1 − 2x2F4, σ1

22(x1, x2) = −F1 + 2x2F4, σ1
12(x1, x2) = −2x2F3, (11)

где приняты обозначения

F1 =
u1W1 + u2W2

W 2
1 +W 2

2

+
α− 1

4
σ∞
22 , F2 =

u2W1 − u1W2

W 2
1 +W 2

2

, (12)

F1, F2 — действительная и мнимая части комплексного потенциала ϕ′
1(z);

F3 =
u3W1 + u4W2

W 2
1 +W 2

2

− 1

2(P 2
2 +Q2

2)
[(u1P2 + u2Q2)A− (u2P2 − u1Q2)B] ,

F4 =
u4W1 − u3W2

W 2
1 +W 2

2

− 1

2(P 2
2 +Q2

2)
[(u1P2 + u2Q2)B + (u2P2 − u1Q2)A] ,

(13)

W1 = (X1X2 − Y1Y2)(X3X4 − Y3Y4)− (Y1X2 +X1Y2)(Y3X4 +X3Y4),

W2 = (X1X2 − Y1Y2)(Y3X4 +X3Y4) + (Y1X2 +X1Y2)(X3X4 − Y3Y4),

Yj =

√

−(x1 − x0
j ) +

√

(x1 − x0
j )

2 + x2
2/
√
2, Xj = x2/(2Yj), j = 0, 4,
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где x0
1 = a, x0

2 = b, x0
3 = c, x0

4 = d, P1 = W 3
1 − 3W 2

2 , Q1 = 3W 2
1W2 −W 3

2 ,

u1 = c0(x
2
1 − x2

2) + c1x1 + c2, u2 = 2c0x1x2 + c1x2, u3 = 2c0x1 + c1, u4 = 2c0x2,

A =
[

(x1 − b)(x1 − d)− x2
2

]

(2x1 − a− c)− 2x2
2(2x1 − b− d)+

+
[

(x1 − a)(x1 − c)− x2
2

]

(2x1 − b− d)− 2x2
2(2x1 − a− c),

B = 2x2

[

(x1 − b)(x1 − d)− x2
2

]

+ 2x2

[

(x1 − a)(x1 − c)− x2
2

]

+
+2x2(2x1 − b− d)(2x1 − a− c).

Комплексный потенциал Колосова — Мусхелишвили ϕ′
2(z) для бесконечной линейно-упругой изотроп-

ной пластины с двумя коллинеарными трещинами различной длины в условиях поперечного сдвига
имеет вид

ϕ′
2(z) = −i

c0z
2 + c1z + c2

√

(z − a)(z − b)(z − c)(z − d)
+ i

σ∞
12

2
. (14)

Выделяя вещественную и мнимую части комплексного потенциала ϕ′
2(z), можно представить компонен-

ты тензора напряжений в форме

σ2
11 = 4Re[ϕ′

2(z)]− 2x2Im[ϕ′′
2(z)],

σ2
22 = 2x2Im[ϕ′′

2 (z)],
σ2
12 = −2Im[ϕ′

2(z)]− 2x2Re[ϕ′′
2(z)] + σ∞

12 ,

или в окончательной форме

σ2
11(x1, x2) = 2F2 − 2x2V4, σ2

22(x1, x2) = 2x2V4, σ2
12(x1, x2) = −2V2 − 2x2F4 − σ∞

12 , (15)

где приняты обозначения

V2 = −u1W1 + u2W2

W 2
1 +W 2

2

+
σ∞
12

2
, V4 = −u3W1 + u4W2

W 2
1 +W 2

2

+
1

2

P1P2 +Q1Q2

P 2
2 +Q2

2

,

P2 = W 3
1 − 3W1W

2
2 , Q2 = 3W 2

1W2 −W 3
2 .

(16)

В литературе [31; 32] хорошо известны выражения для коэффициентов интенсивности напряжений у
вершин трещин z = b и z = c :

{

KI

KII

}

z=c

=

{

σ∞
22

σ∞
12

}√
πb

1

1− αA

{

1− 1

αB

[

1− E(k)

K(k)

]}

, (17)

{

KI

KII

}

z=b

=

{

σ∞
22

σ∞
12

}√
πa

1

1− αB

{

1− 1

αA

[

1− E(k)

K(k)

]}

, (18)

где αA = 2a/lA, αB = 2b/lB, k =
√
αAαB (рис. 1). Целью настоящей статьи является определение всех

масштабных (амплитудных) коэффициентов асимптотического разложения М. Уильямса (помимо коэф-
фициентов интенсивности напряжений) и анализ вклада высших приближений в общее представление
полей напряжений и перемещений в окрестности вершин трещины.

1.2. Асимптотическое представление компонент тензора напряжений
у вершины z = a. Идентификация коэффициентов асимптотического
разложения

Выше описано точное решение задачи о плоскости, ослабленной двумя коллинеарными трещинами
различной длины, в терминах комплексного переменного z. С другой стороны, асимптотическое представ-
ление М. Уильямса [2] описывает поле напряжений в непосредственной окрестности вершины трещины
в виде асимптотического ряда по степеням расстояния от кончика трещины r :

σij(r, θ) =

2
∑

m=1

∞
∑

k=−∞

amk f
(k)
m,ij(θ)r

k/2−1 , (19)

где f
(k)
m,ij(θ) – угловые распределения компонент тензора напряжений, определяемые в ходе решения кра-

евой задачи; r – расстояние от вершины трещины; θ – полярный угол; amk – масштабные (амплитудные)
коэффициенты, зависящие от геометрии образца с трещиной и приложенной нагрузки; постоянная m
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определяет тип нагружения и принимает значение 1 для нагружения, отвечающего нормальному отры-
ву, значение 2 – поперечному сдвигу (рис. 1). Угловые распределения компонент тензора напряжений

f
(k)
m,ij(θ), фигурирующие в (19), хорошо известны [3]

f
(k)
1,11(θ) = k

[(

2 + k/2 + (−1)k
)

cos(k/2− 1)θ − (k/2− 1) cos(k/2− 3)θ
]

/2,

f
(k)
1,22(θ) = k

[(

2− k/2− (−1)k
)

cos(k/2− 1)θ + (k/2− 1) cos(k/2− 3)θ
]

/2,

f
(k)
1,12(θ) = k

[

−
(

k/2 + (−1)k
)

sin(k/2− 1)θ + (k/2− 1) sin(k/2− 3)θ
]

/2,

f
(k)
2,11(θ) = −k

[(

2 + k/2− (−1)k
)

sin(k/2− 1)θ − (k/2− 1) sin(k/2− 3)θ
]

/2,

f
(k)
2,22(θ) = −k

[(

2− k/2 + (−1)k
)

sin(k/2− 1)θ + (k/2− 1) sin(k/2− 3)θ
]

/2,

f
(k)
2,12(θ) = k

[

−
(

k/2− (−1)k
)

cos(k/2− 1)θ + (k/2− 1) cos(k/2− 3)θ
]

/2.

(20)

В первой части работы отмечалось, что в практических инженерных приложениях в (19), как правило,
удерживается первое слагаемое (k = 1) и первый амплитудный коэффициент получил название коэффи-

циента интенсивности напряжений KI =
√
2πa11f

(1)
1,22(0), KII =

√
2πa21f

(1)
2,12(0). Высшими приближениями в

асимптотическом разложении М. Вильямса обычно пренебрегают, тогда как в целом ряде работ показа-
но [3; 13; 14; 16; 28], что высшие приближения (k > 1) во многих случаях могут оказывать существенное
влияние при описании напряженно-деформированного состояния у вершины трещины.

Разложение точного аналитического решения задачи, полученного посредством теории функции ком-
плексного переменного, позволяет определить все коэффициенты асимптотического решения М. Уильям-
са (19). С целью определения масштабных множителей – коэффициентов асимптотического разложения
Уильямса (19) – разложим комплексный потенциал Колосова – Мусхелишвили (7) в ряд в окрестности
вершины z(r, θ) = a + reiθ. Полагая в (7) z = a + reiθ и раскладывая комплексный потенциал ϕ′

1(z) в
ряд по степеням r, можно получить следующее асимптотическое разложение комплексного потенциала
ϕ′
1(z)

ϕ′
1(z) =

∞
∑

j=0

tj(z − a)j−1/2 +
α− 1

4
σ∞
22 , (21)

где коэффициенты асимптотического разложения tj вычисляются как

tm =
m
∑

j=0

pm−jsj , pm =
m
∑

l=0

am−lbl, sk =
k
∑

i=0

dk−iei,

ak = (−1)k
|2k − 1|!!

2kk!
(a− b)−(2k+1)/2, bk = (−1)k

|2k − 1|!!
2kk!

(a− c)−(2k+1)/2,

dk = (−1)k
|2k − 1|!!

2kk!
(a− d)−(2k+1)/2, e0 = c0a

2 + c1a+ c2, e1 = 2c0a+ c1,

e2 = c0, ek = 0 ∀k > 2.

(22)

Сравнивая асимптотическое представление М. Уильямса (19) и представление, полученное на основе
выражений (6) и (22), можно найти все коэффициенты асимптотического разложения М. Уильямса:

a12k+1 =
2tk

f
(2k+1)
1,22 (θ = 0)

, a12 =
(α− 1)σ∞

22

4
, a12k = 0 ∀k > 1. (23)

Таким образом, точное аналитическое решение задачи позволяет найти функциональную зависимость
коэффициентов асимптотического разложения a1k от геометрических параметров задачи и приложенной
нагрузки. Первые одиннадцать коэффициентов a1k (a12k = 0 ∀k > 1) имеют вид:

a11 =
2e

√

(a− b)(a− c)(a− d)
, e = c0a

2 + c1a+ c2,

a13 = − (2a− c− d)e

3
√
a− b(a− c)3/2(a− d)3/2

+
3c0a

2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2

3(a− b)3/2
√

(a− c)(a− d)
,

a15 =
e(8a2 − 8ac+ 3c2 − 8ad+ 2cd+ 3d2)

20
√
a− b(a− c)5/2(a− d)5/2

−

− (3c0a
2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(2a− c− d)

10(a− b)3/2(a− c)3/2(a− d)3/2
+

+
3c0a

2 − 8c0ab+ 8c0b
2 − c1a+ 4c1b+ 3c2

20(a− b)5/2
√

(a− c)(a− d)
,

(24)
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a17 =
−e(16a3−24a2c+18ac2−5c3−24a2d+12acd−3c2d+18ad2−3cd2−5d3)

56
√
a− b(a− c)7/2(a− d)7/2

+

+
(3c0a

2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(8a
2 − 8ac+ 3c2 − 8ad+ 2cd+ 3d2)

56(a− b)3/2(a− c)5/2(a− d)5/2
+

+
(3c0a

2 − 8c0ab+ 8c0b
2 − c1a+ 4c1b+ 3c2)(2a− c− d)

56(a− b)5/2(a− c)3/2(a− d)3/2
−

−c0a
2 − 4c0ab+ 8c0b

2 − c1b
2 − c1a+ 6c1b+ 5c2

56(a− b)7/2
√

(a− c)(a− d)
,

(25)

a19 =
(192a2cd−96ac2d−96acd2+128a4+35c4+35d4+288a2c2−256a3c)e

576
√
a− b(a− c)9/2(a− d)9/2

+

+
(−256a3d+20c3d+288a2d2+18c2d2−160ad3+20cd3−160ac3)e

576
√
a− b(a− c)9/2(a− d)9/2

+

+
(3c0a

2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(16a
3 − 24a2c+ 18ac2 − 5c3 − 24a2d)

144(a− b)3/2(a− c)7/2(a− d)7/2
+

+
(3c0a

2−8c0ab+8c0b
2−c1a+4c1b+3c2)(8a

2−8ac+3c2−8ad+2cd+3d2)

288(a− b)5/2(a− c)5/2(a− d)5/2
+

+
(3c0a

2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(12acd− 3c2d)

144(a− b)3/2(a− c)7/2(a− d)7/2
+

+
(c0a

2 − 4c0ab+ 8c0b
2 − c1a+ 6c1b+ 5c2)(2a− c− d)

144(a− b)7/2
+

+
3c0a

2 − 16c0ab+ 48c0b
2 − 5c1a+ 40c1b+ 35c2

576(a− b)9/2
√

(a− c)(a− d)
,

(26)

a111 =
−e(200acd3−30c3d2+200ac3d−480a2c2d+640a3cd−480a2cd2−30c2d3)

1408
√
a− b(a− c)11/2(a− d)11/2

−

−e(180ac2d2 − 640a4c+ 960a3c2 − 800a2c3 + 350ac4 + 256a5 − 35cd4)

1408
√
a− b(a− c)11/2(a− d)11/2

−

−e(960a3c2 − 63c5 − 63d5 − 640a4d− 35c4d− 800a2c3 + 350ad4)

1408
√
a− b(a− c)11/2(a− d)11/2

+

+
(3c0a

5 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(192a
2cd− 96ac2d− 96acd2)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
+

+
(3c0a

5 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(128a
4 + 35c4 + 35d4 − 256a3c)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
+

+
(3c0a

5−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(288a
2c2−160ac3−256a3d+20c3d)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
+

+
(3c0a

5−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(288a
2d2+18c2d2−160ad2+20cd3)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
−

− (3c0a
2−8c0b(a−b)−c1(a−4b)+3c2)(16a

3−24a2c+18ac2−5c3−24a2d)

704(a− b)5/2(a− c)7/2(a− d)7/2
−

− (3c0a
2−8c0b(a−b)−c1(a−4b)+3c2)(18ad

2−3c2d−3cd2−5d3+12acd)

704(a− b)5/2(a− c)7/2(a− d)7/2
−

− (c0a
2−4c0ab+8c0b

2−c1a+6c1b+5c2)(8a
2−8ac+3c2−8ad+2cd+3d2)

704(a− b)7/2(a− c)5/2(a− d)5/2
−

− (3c0a
2 − 16c0ab+ 48c0b

2 − 5c1a+ 40c1b+ 35c2)(2a− c− d)

1408(a− b)9/2(a− c)3/2(a− d)3/2
−

−3c0a
2 − 20c0ab+ 80c0b

2 − 7c1a+ 70c1b+ 63c2

1408(a− b)11/2
√

(a− c)(a− d)
.

Следующие коэффициенты здесь не приводятся в силу их громоздкости: они могут быть вычислены
с помощью формул (22) и (23). Полагая в (14) z = a+reiθ и раскладывая комплексный потенциал ϕ′

2(z)
в ряд по степеням r, можно получить следующее асимптотическое разложение комплексного потенциала
ϕ′
2(z):

ϕ′
2(z) = −i

∞
∑

j=0

ηj(z − a)j−1/2 + i
σ∞
12

2
, (27)
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где коэффициенты асимптотического разложения вычисляются как

ηm =
m
∑

j=0

pm−jζj , ζk =
k
∑

i=0

dk−iξi,

ξ0 = c0a
2 + c1a+ c2, ξ1 = 2c0a+ c1, ξ2 = c0, ξk = 0 ∀k > 2,

(28)

где коэффициенты c1 и c2 определяются по формулам (8) и c0 = σ∞
12/2. Используя асимптотическое

разложение в ряд комплексного потенциала ϕ′
2(z) в окрестности вершины z = a, можно получить по-

следовательность коэффициентов асимптотичсекого ряда

a2k+1 =
ηk

f
(k+1)
2,12 (θ = 0)

, a22k = 0, ∀k > 0. (29)

В развернутой форме первые одиннадцать коэффициентов имеют вид:

a21 =
−e

√

(a− b)(a− c)(a− d)
,

a23 =
e(2a− c− d)

3
√
a− b(a− c)3/2(a− d)3/2

− 3c0a
2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2

3
√
a− b(a− c)3/2(a− d)3/2

,

a25 = −e(8a2 − 8ac+ 3c2 − 8ad+ 2cd+ 3d2)

20
√
a− b(a− c)5/2(a− d)5/2

+

+
(3c0a

2 − 4c0ab+ c1a− 2c1b− c2)(2a− c− d)

10(a− b)3/2(a− c)3/2(a− d)3/2
,

a27 =
e(16a3 − 24a2c+ 18ac2 − 5c3 − 24a2d+ 12acd− 3c2d− 3cd2)

56
√
a− b(a− c)7/2(a− d)7/2

−

− (3c0a
2−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(8a

2−8ac+3c2−8ad+2cd+3d2)

56(a− b)3/2(a− c)5/2(a− d)5/2
−

− (3c0a
2 − 8c0ab+ 8c0b

2 − c1a+ 4c1b+ 3c2)(2a− c− d)

56(a− b)5/2(a− c)3/2(a− d)3/2
−

−c0a
2 − 4c0ab+ 8c0b

2 − c1a+ 6c1a+ 6c1b + 5c2
56(a− b)7/2(a− c)1/2(a− d)1/2

+

+
e(18ad2 − 5d3)

56
√
a− b(a− c)7/2(a− d)7/2

,

a29 =
e(160ad3 − 192a2cd+ 96ac2d+ 96acd2 − 128a4 − 35c4 − 35d4 + 256a3c)

576(a− b)1/2(a− c)9/2(a− d)9/2
−

−e(288a2c2 − 160ac3 − 256a3d+ 20c3d+ 288a2d2 + 18c2d2 + 20cd3)

576(a− b)1/2(a− c)9/2(a− d)9/2
+

+
(3c0a

2−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(16a
3−24a2c+18ac2−5c3−24a2d)

144(a− b)3/2(a− c)7/2(a− d)7/2
+

+
(3c0a

2−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(18ad
2−3c2d−3cd2−5d3+12acd)

144(a− b)3/2(a− c)7/2(a− d)7/2
−

− (3c0a
2−8c0b(a−b)−c1(a−4b)+3c2)(8a(a−c−d)+c(3c+2d)+3d2)

288(a− b)5/2(a− c)5/2(a− d)5/2
−

− (c0a
2 − 4c0ab+ 8c0b

2 − c1a+ 6c1b+ 5c2)(2a− c− d)

144(a− b)7/2(a− c)3/2(a− d)3/2
−

−3c0a
2 − 16c0ab+ 48c0b

2 − 5c1a+ 40c1b+ 35c2
576(a− b)9/2(a− c)1/2(a− d)1/2

,

a211 =
e(200ac(d2+c2)−480a2c2d+640a3cd−480a2cd2+180ac2d2−640a4c)

1408(a− b)1/2(a− c)11/2(a− d)11/2
+

+
e(960a3c2−800a2c3+350ac4+256a5−63(c5+d5)−640a4d−35c4d)

1408(a− b)1/2(a− c)11/2(a− d)11/2
+

+
e(350ad4 − 30c3d2 − 800a2d3 − 30c2d3 − 35cd4 + 960a3d2)

1408(a− b)1/2(a− c)11/2(a− d)11/2
−

− (3c0a
2−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(192a

2cd−96ac2d−96acd2+128a4+35c4)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
−

− (3c0a
2−4c0ab+c1a−2c1b−c2)(20c

3d−160ac3−256a3d+288a2d2+35d4)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
−

− (c0a(3a−4b)+c1(a−2b)−c2)2(144a
2c2+9c2d2−80ad3+10cd3−128a3c)

1408(a− b)3/2(a− c)9/2(a− d)9/2
+

(30)
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+
(3c0a

2−8c0b(a− b)−c1(a−4b)+3c2)(16a
3−24a2c+18ac2−5c3−24a2d)

704(a− b)5/2(a− c)7/2(a− d)7/2
+

+
(3c0a

2−8c0b(a− b)−c1(a−4b)+3c2)(12ac−3c2+18ad−3cd−5d2)d

704(a− b)5/2(a− c)7/2(a− d)7/2
+

+
(c0(a

2−4ab+8b2)−c1(a−6b)+5c2)(8a(a−c−d)+3(c2+d2)−8ad+2cd)

704(a− b)7/2(a− c)5/2(a− d)5/2
+

+
(3c0a

2 − 16c0ab+ 48c0b
2 − 5c1a+ 40c1b+ 35c2)(2a− c− d)

1408(a− b)9/2(a− c)3/2(a− d)3/2
+

+
3c0a

2 − 20c0ab+ 80c0b
2 − 7c1a+ 70c1b+ 63c2

1408(a− b)11/2(a− c)1/2(a− d)1/2
.

С помощью полученных выражений для коэффициентов полного асимптотического разложения М. Уи-
льямса можно построить линии уровня компонент тензора напряжений и интенсивности напряжений
и сравнить их с результатами точного аналитического решения, основанного на формулах Колосова –
Мусхелишвили для оценки вклада высших приближений в асимптотическом разложении М. Уильям-
са. На рис. 2 изображены линии равных значений интенсивности касательных напряжений у вершины
трещины z = a, построенные с помощью точного аналитического решения, базирующегося на теории
функции комплексного переменного (показанного прерывистой линией – знаками "плюс"), и приближен-
ного аналитического решения, базирующегося на многочленном разложении М. Уильямса (показанного
сплошными линиями), в случае нормального растяжения плоскости с двумя коллинеарными трещина-
ми. На рис. 2, a показано точное решение и одночленное асимптотическое разложение. Видно, что на
рассматриваемых расстояниях от вершины трещины одночленное асимптотическое разложение плохо со-
гласуется с точным решением: кривые совпадают только у самой вершины трещины. Увеличение числа
удерживаемых в асимптотическом разложении слагаемых приводит к совпадающим кривым на расстоя-
ниях порядка X1 ∼ 1, где X1 = x1/((c−d)/2) – безразмерное расстояние от вершины трещины (рис. 2, б).
На рис. 2, в сплошные кривые получены с помощью многопараметрического асимптотического разложе-
ния М. Уильямса, в котором удерживалось 100 слагаемых. Видно, что кривые, отвечающие точному и
приближенному решениям, полностью совпадают. Таким образом, построение многочленных асимптоти-
ческих разложений и сохранение высших слагаемых в разложении приводит к заметному расширению
области действия асимптотики М. Уильямса.

На рис. 3 изображены линии равных значений интенсивности касательных напряжений у верши-
ны трещины z = a, построенные с помощью точного аналитического решения, основанного на методах
теории функции комплексного переменного (показанного знаками "плюс"), и приближенного аналити-
ческого решения, базирующегося на многочленном разложении М. Уильямса (показанного сплошными
линиями), в случае поперечного сдвига плоскости с двумя коллинеарными трещинами. Из рис. 3 видно,
что и для трещины поперечного сдвига сохраняется сформулированный вывод: чем больше число удер-
живаемых слагаемых, тем больше область действия асимптотического решения. На рис. 4 изображены
линии равных значений компоненты тензора напряжений σ11 у вершины трещины z = a, построенные
с помощью точного аналитического решения, основанного на методах теории функции комплексного
переменного (показанного знаками "плюс"), и приближенного аналитического решения, базирующегося
на многочленном разложении М. Уильямса (показанного сплошными линиями), в случае поперечного
сдвига плоскости с двумя коллинеарными трещинами. На рис. 4, а показано асимптотическое решение,
в котором удерживается лишь лидирующее слагаемое. Из рис. 4 следует, что одночленное асимптоти-
ческое разложение хорошо работает на расстояниях порядка X1 ∼ 0.25, но при удалении от вершины
трещины точное решение и асимптотическое решение в целом плохо согласуются друг с другом. Линии
уровня, построенные с помощью пятичленного асимптотического разложения поля напряжений, показа-
ны на рис. 4, б. Очевидно, что пятичленное асимптотическое разложение существенно лучше согласуется
с точным решением задачи, тогда как на указанных на рис. 4, в расстояниях многопараметрическое
асимптотическое разложение, в котором удерживается 50 слагаемых, полностью совпадает с точным
решением.

На рис. 5 приведены линии уровня касательного напряжения σ12 у вершины трещины z = a в случае
поперечного сдвига. На рис. 5, а изображены линии уровня, построенные с помощью точного решения
(показанного прерывистой кривой), и асимптотического решения (показанного сплошной кривой), в кото-
ром удерживается главный член асимптотического разложения. Усеченное асимптотическое разложение
работает, но в самой непосредственной окрестности вершины трещины. Линии уровня компоненты тензо-
ра напряжений σ12, построенные с помощью пятичленного асимптотического разложения, представлены
на рис. 5, б. Из рис. 5 следует, что удержание пяти слагаемых приводит к почти полному совпадению
асимптотического решения с точным решением. Использование многочленного асимптотического разло-
жения, усеченного на 50-том слагаемом (рис. 5, в), на рассматриваемых расстояниях позволяет полно-
стью "воспроизвести" точное решение. На рис. 6 приведены линии уровня нормального напряжения σ22
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Рис. 2. Линии уровня интенсивности касательных напряжений у вершины трещины нормального отры-
ва: 1) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее
только одно слагаемое (сплошная кривая) (а); 2) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное
пятичленное асимптотическое разложение (сплошная кривая)(б); 3) точное решение (прерывистая кри-
вая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее 100 слагаемых (сплошная кривая) (в);
(плоское деформированное состояние)
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Рис. 3. Линии уровня интенсивности касательных напряжений у вершины трещины поперечного сдви-
га: 1) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее
только одно слагаемое (а); 2) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное пятичленное асимп-
тотическое разложение (б); 3) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное асимптотическое
разложение, содержащее 50 слагаемых (сплошная кривая)(в); (плоское деформированное состояние)
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Рис. 4. Линии уровня компоненты тензора напряжений σ11 у вершины трещины поперечного сдвига:
1) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее
только одно слагаемое (сплошная кривая)(а); 2) точное решение (прерывистая кривая) и приближен-
ное пятичленное асимптотическое разложение (сплошная кривая)(б); 3) точное решение (прерывистая
кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее 50 слагаемых (сплошная кривая)(в)
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Рис. 5. Линии уровня компоненты тензора напряжений σ12 у вершины трещины поперечного сдвига:
1) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее
только одно слагаемое (сплошная кривая)(а); 2) точное решение (прерывистая кривая) и приближен-
ное пятичленное асимптотическое разложение (сплошная кривая)(б); 3) точное решение (прерывистая
кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее 50 слагаемых (сплошная кривая)(в)
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Рис. 6. Линии уровня компоненты тензора напряжений σ22 у вершины трещины поперечного сдвига:
1) точное решение (прерывистая кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее
только одно слагаемое (сплошная кривая)(а); 2) точное решение (прерывистая кривая) и приближен-
ное пятичленное асимптотическое разложение (сплошная кривая)(б); 3) точное решение (прерывистая
кривая) и приближенное асимптотическое разложение, содержащее 50 слагаемых (сплошная кривая)(в)

вблизи вершины трещины z = a в случае поперечного сдвига пластины с двумя коллинеарными тре-
щинами различной длины. На рис. 6, а изображены линии уровня, построенные с помощью точного
аналитического решения (показанного прерывистой кривой), и приближенного асимптотического реше-
ния (показанного сплошной линией), в котором удерживается только главный член асимптотического
разложения М. Уильямса. Усеченное на главном члене асимптотическое разложение работает, но в са-
мой непосредственной окрестности вершины трещины. Линии уровня компоненты тензора напряжений
σ22, построенные с помощью пятичленного асимптотического разложения, представлены на рис. 6 б.
Из рис. 6, в следует, что удержание пяти слагаемых в асимптотическом разложении приводит к по-
чти полному совпадению асимптотического решения с точным аналитическим решением. Использова-
ние многопараметрического асимптотического разложения, усеченного на 50-том слагаемом (рис. 5, а),
на рассматриваемых расстояниях также позволяет полностью "воспроизвести" точное решение.

Следует отметить, что главный недостаток асимптотических методов заключается в том, что не все-
гда первое приближение обеспечивает нужную точность. Построение же высших приближений часто
связано с трудоемкими вычислениями. Оценка точности асимптотических техник и области примени-
мости получаемых асимптотических решений представляет собой весьма сложную задачу. Развитый в
настоящем исследовании подход показал следующее: 1) с помощью компьютерного алгоритма, реализо-
ванного в системе символьных вычислений Maple, достаточно просто построить высшие приближения в
асимптотических разложениях компонент тензора напряжений у вершины трещины; 2) многочисленные
тесты компьютерного алгоритма и сравнение результатов с имеющимся точным решением рассматрива-
емой задачи о нагружении пластины с двумя коллинеарными трещинами различной длины приводят
к сходящимся к точному решению асимптотическим разложениям механических полей; 3) удержание
высших приближений приводит к существенному расширению области действия асимптотики М. Уи-
льямса.

Выводы и обсуждение результатов

В настоящей статье выполнен асимптотический анализ влияния высших приближений в полном
асимптотическом разложении М. Уильямса поля напряжений у вершины трещины в бесконечной ли-
нейно-упругой изотропной пластине, ослабленной двумя коллинеарными трещинами разной длины. По-
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казано, что высшие приближения в асимптотическом разложении играют существенную роль при оценке
поля напряжений при увеличении расстояния от кончика трещины: чем больше слагаемых удерживает-
ся в асимптотическом разложении, тем больше область действия асимптотики М. Уильямса. Полученное
решение может быть полезно при обработке результатов экспериментов, нацеленных на определение па-
раметров механики разрушения (коэффициентов интенсивности напряжений, Т-напряжений), поскольку
только правильная интерпретация экспериментальных данных ведет к надежным и достоверным резуль-
татам [29; 30].

Проведенный асимптотический анализ может быть полезен для разработки теории и практики ме-
тодов асимптотического анализа и синтеза в механике деформируемого твердого тела, в частности, для
развивающихся в настоящее время эффективных методов суммирования асимптотических рядов, для по-
строения аппроксимаций Паде механических полей у вершины трещины и использования преимуществ
аппроксимаций Паде для построения физически содержательных асимптотик.

Автор выражает благодарность Российскому фонду фундаментальных исследований за финансовую
поддержку работы (проект 19-01-00631).
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