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АННОТАЦИЯ
В работе получено теоретически реконструированное поле изохроматических полос у вершины

трещины. Рассмотрена задача об одноосном растяжении пластины с центральной горизонтальной
трещиной. Написана программа, генерирующая изображение изохроматических полос у вершины
трещины, с использованием асимптотического разложения поля напряжений в окрестности вершины
трещины при известных масштабных множителях для случая бесконечной пластины. В качестве
вводных параметров программа принимает две величины: количество удерживаемых слагаемых в
полном асимптотическом разложении М. Вильямса и угол наклона трещины. Проведен ряд вычислений,
который иллюстрирует проблему необходимости удержания высших слагаемых в асимптотическом
разложении М. Вильямса: чем дальше от края трещины находится рассматриваемая изохроматическая
полоса, тем больше слагаемых необходимо удерживать в асимптотическом разложении.

Ключевые слова: метод фотоупругости, полное асимптотическое разложение М. Вильямса,
механика хрупкого разрушения, окрестность вершины трещины.
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ABSTRACT

Theoretically reconstructed isochromatic fringe in the vicinity of the crack tip was received. The problem
for a plate with central horizontal crack under uniaxial tension was considered. Isochromatic fringe in the
vicinity of the crack tip image generating programme using complete asymptotic expansion of M. Williams
stress field with scaling factor for infinity plate was developed. It was demonstrated that using large term of
sum in the asymptotic expansion is necessary. If target isochromatic fringe is located far from the vicinity
of the crack tip, then using many terms of sum in the asymptotic expansion of M. Williams is required.
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Введение

Анализ влияния слагаемых высоких порядков на асимптотическое представление поля напряжений в
окрестности вершины трещины является актуальной задачей механики разрушения [1]. Классическое ре-
шение, характеризующееся многопараметрическим описанием поля напряжений в окрестности вершины
трещины, было предложено М. Вильямсом [2], однако чаще всего для решения задач в этой области ис-
пользовался только первый член асимптотического разложения Вильямса, называемый коэффициентом
интенсивности напряжений [3–5]. Искусственное двойное лучепреломление используется для изучения
деформаций в прозрачных телах. Такой метод исследования деформации, называемый методом фото-
упругости, нашел широкое применение в различных областях науки и техники. Одним из важных при-
менений фотоупругости является использование данного метода при исследовании распределения напря-
жений в оптических стеклах, возникающих при их изготовлении, а также при исследовании остаточных
напряжений. Также метод фотоупругости, иначе называемый поляризационно-оптическим методом, на-
ходит широкое применение в инженерной практике и в области научных исследований [6]. На данный
момент известно [7–9], что существует большое количество задач, в которых поднимается вопрос ис-
пользования высших слагаемых в полном асимптотическом разложении М. Вильямса, что обусловлено
необходимостью более точного анализа поля напряжений в окрестности вершины трещины.

Следует отметить, что также актуальной является цифровая обработка изображений, получаемых
интерференционно-оптическими методами (метод фотоупругости). Экспериментальной оценке полей на-
пряжений в окрестности вершины трещины посвящаяется большое количество работ [10–12].

В рамках данной статьи при известных масштабных множителях, полученных для бесконечной пла-
стины [13], выполнено теоретически реконструированное поле изохроматических полос с целью иллю-
страции необходимости использования высших слагаемых асимптотического разложения М. Вильямса.
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Метод фотоупругости. Экспериментальное определение полей
напряжений у вершины трещины

Первым этапом эксперимента с помощью метода фотоупругости является тарировка — определение
оптической константы материала fs. Для этой процедуры используется несколько шагов нагружения,
в качестве примера на рис. 1 изображена картина изохроматических полос в пластине с центральной
трещиной при нагрузке 125 кг. Зафиксировав порядок полосы и приложенную нагрузку, для каждого

Рис. 1. Картина изохроматичеких полос у вершины трещины

шага нагружения измеряются диаметр и толщина диска и проводится поиск координат точки, лежа-
щей на выбранной полосе. Связь между порядком полос и разностью главных напряжений описывается
законом Вертгейма:

σ1 − σ2 = Nfs/h,

где N – порядок изохроматической полосы, h – толщина пластины, σ1, σ2 – главные напряжения. В
рамках работы [14] для определения цены изохроматической полосы был проведен ряд экспериментов
на сжатие кругового диска парой сосредоточенных сил, направленных по вертикальной плоскости с
началом координат, совпадающим с центром диска. Цена полосы N , проходящей через точку диаметра
диска, при просвечивании монохроматическим светом описывается выражением

fs = |σ22 − σ11|hN,

поскольку в точках диаметра, которые совпадают с горизонтальной осью, напряжения σ11 и σ22 главные.

Полное асимпототическое разложение поля напряжений
М. Уильямса

Асимптотическое разложение поля напряжений в окрестности вершины трещины в изотропном ли-
нейно упругом материале имеет вид:

σij (r, θ) =
2∑

m=1

∞∑
k=−∞

amk fm,ij
k (θ)r

k
2−1,

где σij – компоненты тензора напряжений; r, θ – полярные координаты с полюсом в вершине трещины;
m – мода нагружения: m = 1 соответствует нормальному отрыву, m = 2 – поперечному сдвигу; amk –
масштабные множители, которые зависят от системы приложенных сил и геометрии образца; f1,11

k (θ) –
угловые распределения компонент тензора напряжений, которые определяются в ходе решения краевых
задач:

f1,11
k (θ) =

k

2

[
(2 + k/2 + (−1)k) cos(k/2− 1)θ − (k/2− 1) cos(k/2− 3)θ

]
,

f1,22
k (θ) =

k

2

[
(2− k/2− (−1)k) cos(k/2− 1)θ + (k/2− 1) cos(k/2− 3)θ

]
,

f1,12
k (θ) =

k

2

[
(k/2− 1) sin(k/2− 3)θ − (k/2 + (−1)k) sin(k/2− 1)θ

]
,
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f2,11
k (θ) = −k

2

[
(2 + k/2− (−1)k) sin(k/2− 1)θ − (k/2− 1) sin(k/2− 3)θ

]
,

f2,22
k (θ) = −k

2

[
(2− k/2 + (−1)k) sin(k/2− 1)θ + (k/2− 1) sin(k/2− 3)θ

]
,

f2,12
k (θ) =

k

2

[
(k/2− 1) cos(k/2− 3)θ − (k/2− (−1)k) cos(k/2− 1)θ

]
.

Масштабные множители для бесконечной пластины принимают вид [13]:

a12n+1 =
(−1)n+1(2n)!

23n+
1
2 (n!)2(2n− 1)

σ∞
22

an−
1
2

, a22n+1 =
(−1)n(2n)!

23n+
1
2 (n!)2(2n− 1)

σ∞
12

an−
1
2

, n 6 0,

a12 =
σ∞
22(α− 1)

4
, a1k = 0, a2k = 0.

Результаты исследования

На языке JavaScript написана программа, иллюстрирующая теоретически реконструированное поле
изохроматических полос. В качестве входных данных программы принимаются два параметра: n – ко-
личество удерживаемых слагаемых в асимптотическом разложении М. Вильямса и α – угол наклона
трещины. Интенсивность напряжений с количеством удерживаемых слагаемых в асимптотическом раз-
ложении М. Вильямса n = 20 при α = 0, α = π

4 и α = π
2 проиллюстрированы на рис. 2. Из рис. 3, 4

видно, что изображения при n = 4..7 различаются в местах вдали от вершины трещины, что говорит
о необходимости использования большего количества слагаемых в асимптотическом разложении.

α = 0 α = π
4 α = π

2

Рис. 2. Распределение интенсивности напряжений при n = 20

n = 4 n = 5 n = 6

Рис. 3. Распределение интенсивности напряжений при α = 0
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n = 7 n = 8 n = 9

Рис. 4. Распределение интенсивности напряжений при α = 0

Выводы
В рамках данной работы была написана программа, генерирующая изображение поля изохроматиче-

ских полос у вершины трещины в пластине с помощью полного асимптотического разложения М. Ви-
льямса. В качестве масштабных множителей использовались известные значения в случае бесконечной
пластины. Наглядно проиллюстрированы различия результатов при некоторых значениях количества
удерживаемых слагаемых в асимптотическом разложении. Отсюда следует, что чем дальше интересую-
щая точка находится относительно вершины трещины, тем больше необходимо использовать слагаемых
в асимптотическом разложении М. Вильямса.

Автор выражает благодарность Российскому фонду фундаментальных исследований проект
19-01-00631.
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