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АННОТАЦИЯ
В статье рассматривается нелокальная задача с интегральным условием для псевдогиперболического

уравнения четвертого порядка в прямоугольнике. В уравнении присутствует как смешанная
производная, так и производная четвертого порядка по пространственной переменной. Интегральное
условие является условием первого рода, которое приводит к трудностям в исследовании разрешимости
задачи. Одним из успешных методов преодоления трудностей такого плана является переход от
условий первого рода к условиям второго рода. В статье доказана эквивалентность условий первого
рода условиям второго рода для данной задачи. Получены условия на коэффициенты уравнения и
входные данные, гарантирующие существование единственного обобщенного решения поставленной
задачи. Доказательство теоремы базируется на возможности эквивалентного перехода от условия
первого рода, свойствах пространств Соболева, априорных оценках и методе Галеркина.
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ABSTRACT
The article deals with a non-local problem with an integral condition for fourth-order pseudo-hyperbolic

equation. The equation contains both a mixed derivative and a fourth order derivative in the spatial variable.
The integral condition is a condition of the first kind, which leads to difficulties in the study of solvability
of a problem. One of the successful methods of overcoming the difficulties of such a plan is the transition
from the conditions of the first kind to the conditions of the second kind. The article proves the equivalence
of the conditions of the first kind to the conditions of the second kind for this problem. The conditions on
the coefficients of the equation and the input data are obtained and they guarantee the existence of a single
problem solving. In the literature, such an equation is called the Rayleigh-Bishop equation.
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Введение

В настоящее время неклассические уравнения математической физики представляют возрастающий
интерес, вызванный необходимостью решения прикладных задач, так как такие уравнения позволяют
более точно описать процессы физики атмосферы, вибрации судов, физики полупроводников, внутрен-
них волн в жидкости, ионно-звуковых волн в плазме и других. Как правило, существенные обобщения,
расширяющие применимость математических моделей, описываются с помощью включения в уравне-
ния производных высшего порядка. Обзору таких моделей посвящена работа [18] и список литературы
в ней. Такие параметры важно учитывать, например, при моделировании процессов вибрации. Начало
исследования таких уравнений положил С.Л. Cоболев [6] в связи с исследованием задачи о малых ко-
лебаниях вращающейся жидкости. В [16] приведен список работ по исследованию задач для уравнений
высокого порядка с классическими начально-краевыми условиями.

В большинстве теоретических исследований для изучения колебаний стержня использованы волно-
вые уравнения второго порядка, давно ставшие классическими [29]. Как было показано Рэлеем [5], та-
кие уравнения могут быть использованы для описания распространения волн в относительно тонких и
длинных твердых стержнях. Модель, предложенная Рэлеем, отражает эффекты деформации стержня
в поперечном направлении, что обуславливает в уравнении наличие смешенной производной четвертого
порядка. В настоящее время для такого уравнения исследуется разрешимость краевых и нелокальных
задач, вводится понятие обобщенного решения и доказывается его существование и единственность в
выбранном пространстве [7]. Обобщением модели Рэлея является модель Рэлея — Бишопа [3], учитыва-
ющая как боковые смещения, так и напряжения сдвига в поперечном сечении. Это привело к появлению
нового слагаемого в выражении для потенциальной энергии, пропорциональной модулю сдвига и второй
производной от смещения стержня:

utt − (a(x)ux)x − (b(x)uxtt)x + (d(x)uxx)xx + c(x, t)u = f(x, t). (1)
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Обзор уравнений для описания продольных колебаний представлен в [4]. Задачи для таких уравнений
рассматривались в работах [13; 27; 30]. Заметим, что к уравнению вида (1) можно отнести и линеа-
ризованное уравнение Бенни — Люка, описывающее двустороннее распространение длинных волн на
мелководье с учетом поверхностного натяжения [17].

В последнее время все чаще многие физические процессы изучаются с использованием понятия нело-
кальности. В работе [1] обоснован данный подход.

Среди первых работ, посвященных исследованию задач с нелокальными интегральными условиями
для уравнений с частными производными, следует отметить статьи Дж. Кэннона (J.R. Cannon) [2] и
Л.И. Камынина [20], в которых изучался вопрос о разрешимости уравнения теплопроводности с нело-
кальными по пространственной переменной интегральными условиями. Исследования нелокальных за-
дач для параболических уравнений были продолжены в работах Н.И. Ионкина [19], Л.А. Муравья и
А.В. Филиновского, С.М. Алексеевой и Н.И. Юрчука, A. Bouziani, А.И. Кожанова, З.А. Нахушевой [24].

Начало систематического исследования нелокальных задач для эллиптических уравнений положено
в статье А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [11].

Нелокальные задачи для гиперболических уравнений стали объектом исследований позже, в 90-х
годах 20 века, и в настоящее время активно изучаются. Отметим работы Д.Г. Гордезиани, Г.А. Ава-
лишвили [12], A. Bouziani, А.И. Кожанова [22], Л.С. Пулькиной, С.А. Бейлина [9], М.В. Стригун [28].
Задачи с интегральными условиями по пространственной переменной для уравнений четвертого порядка
по времени рассматривались в работах В.Б. Дмитриева [14; 15]. Интегральные условия для уравнений
с доминирующей смешанной производной рассмотрены в [21]. Для уравнения четвертого порядка по
пространственной переменной задача с интегральными условиями изучена в [10].

В предлагаемой статье рассмотрена нелокальная задача с интегральным граничным условием для
уравнения Рэлея — Бишопа. Исследовано существование единственного обобщенного решения постав-
ленной задачи.

1. Постановка задачи

В ограниченной области QT = (0, l)× (0, T ) рассмотрим уравнение

utt − (a(x, t)ux)x − (b(x, t)uxtt)x + (d(x, t)uxx)xx + c(x, t)u = f(x, t) (2)

и поставим для него следующие задачи:
найти решение уравнения (2), удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (3)

а также условия
uxx(0, t) = 0, uxx(l, t) = 0, (4)∫ l

0

udx = 0, (5)

d(0, t)uxxx(0, t)− a(0, t)ux(0, t)− b(0, t)uxtt(0, t) = 0. (6)

Начальные условия (3) однородные, но это не ограничивает общности задачи. Условие (5) является
нелокальным интегральным условием первого рода. Метод решения задач с такими условиями предпо-
лагает переход от условий первого рода к условиям второго рода [26]. Применим этот метод в нашем
случае. Для этого предположим, что существует решение задачи (2)–(5) и проинтегрируем уравнение
(2) по x от 0 до l, учитывая граничные условия. Учитывая условия (5) и (6), получим

d(l, t)uxxx(l, t)− b(l, t)uxtt(l, t)− a(l, t)ux(l, t)+ (7)

+

∫ l

0

cudx =

∫ l

0

fdx.

Пусть теперь u(x, t) удовлетворяет уравнению (2), условиям (3), (4), (6), (7). Интегрируя равенство
(2) по (0, l) и учитывая (6), (7), получим∫ l

0

uttdx = 0, откуда
d2

dt2

∫ l

0

udx = 0.

Из начальных условий следует ∫ l

0

u(x, 0)dx = 0,

∫ l

0

ut(x, 0)dx = 0.
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В силу единственности решения задачи Коши относительно функции
∫ l

0
udx убеждаемся в выполнении

условия (5). Таким образом, условия (5) и (7) эквивалентны, поэтому вместо задачи (2)–(6) будем рас-
сматривать задачу (2)–(4), (6), (7)

Обозначим
W (QT ) = {u(x, t) : u ∈W 1

2 (QT ), ux ∈W 1
2 (QT )},

Ŵ (QT ) = {v(x, t) : v ∈W (QT ), v(x, T ) = 0}.
Следуя известной процедуре [23], из тождества получим равенство∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx − buxtvxt − bt(x, t)uxtvx + duxxvxx + cuv)dxdt+ (8)

+

∫ T

0

v(l, t)

∫ l

0

cudxdt =

∫ T

0

∫ l

0

fvdxdt+

∫ T

0

v(l, t)

∫ l

0

fdxdt.

Определение. Обобщенным решением задачи (2), (3), (6), (7) будем называть функцию u(x, t) ∈W 2
2 (QT ),

удовлетворяющую начальным данным (3) и тождеству (8) для любой функции v(x, t) ∈ Ŵ (QT ).
Предположим, что коэффициенты уравнения (2) удовлетворяют условиям

a(x, 0) + btt(x, 0) > a0 > 0, b(x, τ) > b0, d(x, 0) > d0 > 0.

Теорема. Если f ∈ L2(QT ), a ∈ C1(QT ), c ∈ C(QT ), b, d ∈ C2(QT ), то существует единственное
обобщенное решение задачи (2)–(6).

Заметим, что в силу условий теоремы найдутся числа ki > 0 такие, что

max
QT

|at(x, t)| 6 k1, max
QT

|dt(x, t)| 6 k3,

max
QT

|bt(x, t)| 6 k2, max
QT

|btt(x, t)| 6 k4, (9)

max
QT

|c(x, t)| 6 k5.

2. Доказательство теоремы
Доказательство проведем в несколько этапов. Единственность докажем от противного, предполагая,

что существует два решения поставленной задачи. Для доказательства существования сначала методом
Галеркина построим приближенное решение задачи, затем получим априорные оценки, позволяющие
выделить слабо сходящуюся последовательность и покажем, что ее предел и есть обобщенное решение
задачи (2), (3), (6), (7).

Единственность. Предположим, что существует два различных решения u1(x, t) и u2(x, t) рассмат-
риваемой задачи. Тогда u = u1 −u2 — решение соответствующей однородной задачи. Это означает, что
выполняется тождество:∫ T

0

∫ l

0

(−utvt + auxvx − buxtvxt − btuxtvx + duxxvxx + cuv)dxdt+ (10)

+

∫ T

0

v(l, t)

∫ l

0

cudxdt = 0.

Положим в тождестве (10)

v(x, t) =
{ ∫ t

τ
u(x, t)dη, 0 6 t 6 τ ,0, τ 6 t 6 T .

Выбранная таким образом функция принадлежит пространству Ŵ (QT ). Заметим, что u(x, t) =
= vt(x, t).

Сделаем некоторые преобразования в (10), интегрируя по частям. Тогда тождество (10) с выбранной
функцией v(x, t) примет вид:∫ l

0

[u2(x, τ) + [a(x, 0)− btt(x, 0)]v
2
x(x, 0) + b(x, τ)u2x(x, τ) + d(x, 0)v2xx(x, 0)]dx =

= −
∫ τ

0

∫ l

0

[(at + bttt)v
2
xdxdt−

3

2
btu

2
x + dtv

2
xx]dxdt+

+2

∫ τ

0

v(l, t)

∫ l

0

cudxdt+ 2

∫ τ

0

∫ l

0

cuvdxdt.
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В силу неравенства Коши и ограниченности c(x, t) справедливо неравенство:

2|
∫ τ

0

∫ l

0

cuvdxdt| 6 k4

∫ τ

0

∫ l

0

(v2 + u2)dxdt;

2|
∫ τ

0

∫ l

0

bttuxvxdxdt| 6 k7

∫ τ

0

∫ l

0

(u2x + v2x)dxdt.

В силу неравенства Коши, Коши— Буняковского и [25] имеем

2|
∫ τ

0

v(l, t)

∫ l

0

cudxdt| 6 k4lT

∫ τ

0

∫ l

0

u2dxdt+

+2l2k4

∫ τ

0

∫ l

0

v2xdxdt+ 2k4

∫ τ

0

∫ l

0

v2dxdt.

Тогда, из (10) с помощью полученных неравенств и условий теоремы получим∫ l

0

[u2(x, τ) + [a(x, 0) + btt(x, 0)]v
2
x(x, 0) + b(x, τ)u2x + d(x, 0)v2xx(x, 0)]dx 6 (11)

6 C1

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + v2x + u2x + v2xx + v2]dxdt,

где C1 выражается через k1, k2, k3, k4, k5. Для продолжения вывода оценок используем неравенство

v2(x, t) 6 τ

∫ τ

0

u2(x, t)dt,

вытекающее из представления функции v(x, t).
Введем функцию w(x, t) =

∫ t

0
ux(x, η)dη, которая позволяет получить следующее равенство:

vx(x, t) = w(x, τ)− w(x, t), vx(x, 0) = w(x, τ).

Так как функция wx =
∫ t

0
uxx(x, η)dη, то

vxx(x, t) = wx(x, τ)− wx(x, t), vx(x, 0) = w(x, τ).

Тогда (11) примет вид∫ l

0

[u2 + (a(x, 0) + btt(x, 0))w
2 + b(x, τ)u2x + d(x, 0)w2

x + v2]dx 6 (12)

6 C1

∫ τ

0

∫ l

0

[u2x + v2 + u2]dxdt+

+2C1

∫ τ

0

∫ l

0

(w2 + w2
x)dxdt+ 2C1τ

∫ l

0

w2(x, τ) + w2
x(x, τ)dx,

где C1 = max{2k7, k4, k4T l + k4 + τ, k3 + k7, k5}.
Как ранее было отмечено, a(x, 0) + btt(x, 0) > a0 > 0, b(x, τ) > b0, d(x, 0) > d0 > 0. Пользуясь

произволом, выберем τ так, чтобы a0 − 2C1τ > a0

2 и d0 − 2C1τ > d0

2 . Пусть ν = min{a0

2 ,
d0

2 }. Тогда для
τ ∈ [0, ν

4C1
] будет справедливо неравенство

m0

∫ l

0

[u2 + w2 + u2x + h2 + v2]dx 6

6M

∫ τ

0

∫ l

0

[u2 + w2 + u2x + h2 + v2)dxdt,

где m0 = min{ν, b0, 1}, M = max{C1, C1T}. Применение к последнему неравенству леммы Гронуолла
приводит к равенству u(x, t) = 0 для ∀t ∈ [0, ν

4C1
]. Повторяя рассуждения для t ∈ [ ν

4C1
, ν
2C1

], убедимся,
что и на этом промежутке u(x, t) = 0. Продолжив этот процесс, в конечное число шагов получим, что
u(x, t) = 0 на всем промежутке [0, T ]. Итак, в условиях теоремы существует не более одного решения
поставленной задачи.

Существование. Будем искать приближенное решение (2), (3), (6), (7) в виде

um(x, t) =
m∑

k=1

dk(t)wk(x), (13)
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где {wk(x)}∞1 — линейно независимая и полная в W 1
2 (0, l) система функций, в которой wk(x) ∈ C2[0, l],

из соотношений ∫ l

0

(umttwj(x) + aumx w
′
j(x) + bumxttw

′
j + dumxxw

′′
j + dxu

m
xxw

′
j + cumwj)dx−

−wj(l)

∫ l

0

[f − cum]dx =

∫ l

0

f(x, t)wjdx. (14)

Дополнительно потребуем, чтобы (wk, wl)L2 = δkl. Это условие не ограничивает общности, но упро-
щает выкладки. Подставим (13) в (14) и получим∫ l

0

[d′′wkwj + adkw
′
kw

′
j + bd′′kw

′
kw

′
j + ddkw

′′
kw

′′
j + cdkwkwj ]dx+

+wj(l)

∫ l

0

cdkwkdx = wj(l)

∫ l

0

fdx+

∫ l

0

fwjdx.

Имеем
m∑

k=1

[Ajkd
′′
j +Bjkdk(t)] = fj , (15)

где

Akj(t) =

∫ l

0

[wkwj + bw′
kw

′
j ]dx;

Bkj(t) =

∫ l

0

[aw′
kw

′
j + dw′′

kw
′′
j + cwkwj + cwkwj(l)]dx;

fj(t) =

∫ l

0

[fwj + fwj(l)]dx.

Добавив начальные условия
dj(0) = 0; d′j(0) = 0, (16)

получаем задачу Коши для системы (15). Для доказательства существования решения задачи Коши
покажем сначала, что систему (15) можно разрешить относительно d′′k(t). Рассмотрим квадратичную
форму q =

∑m
k,j=1Akjξkξj и убедимся в том, что матрица A = (Akj)

m
k,j=1 положительно определена.

Использовав выражение коэффициентов Akj , получим следующее представление квадратичной формы:

q =
m∑

k,j=1

∫ l

0

[wk(x)wj(x)ξkξj + b(x, t)w′
k(x)w

′
j(x)ξkξj ]dx.

Изменив порядок суммирования и интегрирования, получим

q =

∫ l

0

[|ξ|2 + b(x, t)|∇ξ|2]dx > 0,

где ξ =
∑m

k=1 wkξk. Из условия теоремы следует, что q > 0. Следовательно, матрица A положительно
определена, и поэтому система (15) разрешима относительно старших производных. Так как из условий
теоремы следует ограниченность ее коэффициентов и принадлежность правой части пространству L2(Q),
то задача Коши (15), (16) разрешима и d′′(t) ∈ L2(QT ).

Итак, в силу разрешимости задачи (15), (16) последовательность приближенных решений задачи
(2)–(6) построена.

Априорная оценка. На следующем шаге доказательства покажем, что из построенной последователь-
ности можно выделить подпоследовательность, сходящуюся слабо к некоторой функции из W (QT ). Для
этого нам потребуется априорная оценка, к выводу которой мы и переходим.

Умножим преобразованное выражение (14) на d′j(t), просуммируем по j от 1 до m и проинтегрируем
по t от 0 до τ . В результате получим:∫ τ

0

∫ l

0

[umttu
m
t + aumx u

m
xt + bumxttu

m
xt + dumxxu

m
xxt + cumumt ]dxdt+

+

∫ τ

0

∫ l

0

cumumt (l, t)dxdt =

∫ τ

0

∫ l

0

f(x, t)[umt + umt (l, t)]dxdt.

Проинтегрируем по частям, как при доказательстве единственности, и учитывая условия теоремы, при-
ходим к равенству ∫ l

0

(umt )2 + a(ux)2 + b(umxt)
2 + d(umxx)

2dx = (17)
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=

∫ τ

0

∫ l

0

at(u
m
x )2dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

bt(u
m
xt)

2dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

dt(u
m
xx)

2dxdt−

−2

∫ τ

0

∫ l

0

cumumt dxdt− 2

∫ τ

0

∫ l

0

cuv(l, t)dxdt+ 2

∫ τ

0

∫ l

0

f [u+ ut(l, t)]dxdt.

Оценим правую часть (17). Используя те же неравенства, что и при доказательстве единственности,
получим ∫ l

0

(umt )2 + a(ux)2 + b(umxt)
2 + d(umxx)

2dx 6 (18)

6 C1

∫ τ

0

∫ l

0

[(um)2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2]dxdt+ C2

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt.

Прибавим к обеим частем последнего соотношения неравенство [8]

(um(x, τ))2 6 τ

∫ τ

0

(umt (x, t))2dt,

получим ∫ l

0

[(umt )2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2 + (um)2]dx 6 (19)

6M1

∫ τ

0

∫ l

0

[(um)2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2]dxdt+M2

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt.

где C3 = C2(1 + τ). Обозначим m0 = {1, a0, b0, dmin, c0}, M1 = C1

m0
, M2 = C3

m0
. Применим к (19) лемму

Гронуолла, тогда неравенство примет вид∫ l

0

[(umt )2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2 + (um)2]dx 6M2e
M1τ

∫ τ

0

∫ l

0

f2dxdt,

так как по условию теоремы функция f(x, t) ∈ L2(QT ) ограничена. Пусть она ограничена некоторым
числом µ. Тогда получим неравенство∫ l

0

[(umt )2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2 + (um)2]dx 6M3e
M1τ , (20)

где M3 =M2µ. Интегрируя (20) по τ от 0 до T , получим∫ T

0

∫ l

0

[(umt )2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2 + (um)2]dx 6 M3

M1
(eM1T − 1).

Обозначив L = M3

M1
(eM1T − 1), перепишем последнее неравенство∫ T

0

∫ l

0

[(umt )2 + (umx )2 + (umxt)
2 + (umxx)

2 + (um)2]dx 6 M3

M1
(eM1T − 1). (21)

Из (21) следует оценка
||um(x, t)||2W 1

2 (QT ) 6 L. (22)

Так как пространство W 2
2 (QT ) гильбертово, то оценка (22) позволяет утверждать, что из построен-

ной последовательности приближенных решений {um(x, t)} можно выделить слабо сходящуюся в норме
W 1

2 (QT ) подпоследовательность, за которой сохраним прежнее обозначение.
Докажем теперь, что предел последовательности приближенных решений удовлетворяет тождеству

(8). Для этого умножим каждое из соотношений (14) на δl(t) ∈ W 1
2 (0, t), δl(T ) = 0; обозначим η(x, t) =

=
∑m

l=1 δl(t)wl(x). Полученные равенства просуммируем по l от 1 до m и проинтегрируем от 0 до T :∫ T

0

∫ l

0

(−umt ηt + umx ηx + buxtηxt + duxxηxx + dxuxxηx + cuη)dxdt− (23)

−
∫ T

0

∫ l

0

[f − cu]η(l, t)dxdt−
∫ T

0

∫ l

0

bt(x, t)uxtηxdxdt =

∫ T

0

∫ l

0

fηdxdt.

Зафиксировав в (23) η(x, t), перейдем к пределу и увидим, что тождество (8) выполняется для предель-
ной функции u(x, t). Однако еще нельзя утверждать, что u(x, t) — искомое обобщенное решение, так
как тождество (8) пока выполняется не для всех функций v(x, t) ∈ Ŵ (QT ), а только для функций вида

η(x, t) =
m∑
j=1

δj(t)wj(x). Но множество всех таких функций плотно в Ŵ (QT ) (см. [23, c. 215]), поэтому

утверждение о существовании решения задачи из пространства W 1
2 (QT ) доказано полностью.
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